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0. VADAS  KOMPIUTERIN  ALGEBR

0.1. Kompiuterin s algebros sistema Maple 

Jau apie 40 met  atliekami darbai srityje, kuri dabar dažniausiai vadinama kompiuteri-
ne algebra (angliškai – "computer algebra", nors pranc zai j  dar vadina "calcul formel", o rusai 
– "analiti eskije vy islenija". Galimas toks ši  s vok  paaiškinimas: kompiuterin  algebra yra 
informatikos sritis, kurianti, analizuojanti ir taikanti algebrinius algoritmus. O algoritm  tyri-
mai sudaro informatikos šerd . Dabar jau yra sukurta daug vairi  kompiuterin s algebros siste-
m , skirt  kasdieniniam manipuliavimui su formul mis moksliniuose ir techniniuose apskai ia-
vimuose. Vienoms iš j  reikia labai galing  kompiuteri , kitoms pakanka ir asmenini , kuriuo-
se veikia Windows operacin  sistema. Kai kurios sistemos yra labai specializuotos – skirtos visai 
konkretiems skai iavimams, kitos tinka ir studentams, ir vairi  sri i  darbuotojams. Štai kele-
tas kompiuterin s algebros sistem  pavadinim : Macsyma, Reduce, Mathematica, Axiom, 
MuPAD, Maple. Nors jos visos gana skirtingos, bet, išmokus dirbti su viena iš j , jau daug leng-
viau sisavinti kit . Šiame skyrelyje mes trumpai susipažinsime su kompiuterin s algebros siste-
ma Maple. Šios sistemos elementai yra traukti  skaitinius paketus MathCad ir MATLAB, taip 
pat  mokslini  publikacij  rengimo paketus Scientific WorkPlace, Math Office ir kt. Bet prieš 
tai dar trumpai aptarsime kompiuterin s algebros savybes ir jos privalumus, palyginti su tradici-
niais kompiuteriniais skai iavimais:

1. Algebrinis reiškinys visada yra tikslus. Jame 
1

3
 yra lygi 

1

3
, o ne apytikslei reikšmei, 

pvz. 0.333333, kaip kad b na prastiniuose mašininiuose skai iavimuose. Esant reikalui, 
apytiksliai skai iavimai galimi ir dirbant su kompiuterin s algebros sistemomis. 

2. Algebrinis reiškinys dažnai b na labiau informatyvus už skaitin . Visi žinome for-
mul , pagal kuri  apskai iuojamos kvadratin s lygties šaknys, o konkre ios lygties skaitinis 
sprendinys yra tik atskiras jos atvejis. 

3. Norint pagreitinti sud tingus skaitinius skai iavimus, dažnai b na naudinga pasi-
naudoti kompiuterine algebra ir supaprastinti tiriamus reiškinius. 

4. Pasinaudojant kompiuterine algebra buvo surasti paprastesni integravimo b dai
arba net ištaisytos klaidos integral  lentel se, kuriomis jau daug met  naudojosi mokslinin-
kai ir inžinieriai. 

5. Labai svarbu, kad kompiuterin s algebros sistemose yra patogi galimyb  panau-
doti vairius grafinius metodus. 

Viena iš geriausi  kompiuterin s algebros sistem  yra Maple. Jos pavadinimas reiškia 
"klevas", ir tai rodo, kad sistema buvo sukurta Kanadoje. O šis darbas prasid jo Vaterlo univer-
sitete ir nuolat pasirodo vis naujesn s ir galingesn s šios sistemos versijos. Maple pasižymi savo 
programavimo kalbos nat ralumu, komand  vardai dažnai sutampa su matematini  funkcij
vardais, o jos programavimo sintaks  yra artima toki  paplitusi  programavimo kalb , kaip Pa-
skal, Basic, sintaksei. Sukurta puiki pagalbos sistema, veikianti hiperteksto (kaip interneto tin-
kle) principu. Maple sistema yra naudojama daugelyje pasaulio universitet . Pagal skai iavim
paj gum  Maple sistemai nenusileidžia tik Mathematica ir Macsyma.

Maple sistemos programos veikia Windows, Linux arba UNIX aplinkoje, tod l darbo su 
program  paketu pradžia bei pabaiga, rinkmenos atidarymas ar uždarymas, pagrindin s pro-
gramos teksto rašymo redaktoriaus komandos ir pan. yra tokios pat, kaip gerai žinomuose 
Windows programiniuose paketuose. Taip pat manome, kad šio vadov lio skaitytojas, norintis 
išmokti dirbti su Maple, jau sisavin s darbo su pele, klaviat ra, diskeliais pradmenis.
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Bendras Maple darbo langas atrodo taip: 

Paaiškinsime komand  mygtuk  reikšmes: 

 – perjungti  Maple komand vedim ,

 – jungti teksto vedim ,

 – terpti tuš i  komand  eilut  žemiau žymeklio, 

 – iškelti pažym t  tekst  iš skyrelio, 

 – kelti pažym t  tekst  skyrel ,

 – sustabdyti skai iavimus,

 – šriftas 100%, 
 – šriftas 150%, 

 – šriftas 200%, 

 –rodyti nematomus simbolius, 

 – išpl sti lang  iki maksimalaus dydžio, 

 – komandos restart vykdymas,

 – perjungti komandos eilut  matematin  užraš ,

 – perjungti komandos eilut  komentar ,

 – ištaisyti klaidas einamojoje komandoje, 

 – einamosios komandos vykdymas, 

 – vis  komand  vykdymas 

Kit  komand  mygtuk  reikšm s yra standartin s ir pasitaiko daugelyje Windows progra-
m .
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Dabar paaiškinsime svarbiausias Maple klaviš  kombinacijas: 

Ctrl+F1 – iškviesti pagalb  (žymeklis turi stov ti ant komandos), 

F5 – perjungti  teksto vedim ,

F4 – sujungti komand  eilutes, 

F3 – komand  eilu i  perskyrimas, 

F9 – panaikinti komand  grup s skliaust ,

Ctrl+J – terpti tuš i  komandos eilut  žemiau žymeklio, 

Ctrl+K – terpti tuš i  komand  eilut  aukš iau žymeklio. 

Ctrl+1 – šriftas 50%. 

Kitos klaviš  kombinacijos yra standartin s, kaip ir daugelyje Windows program .
Be to, apie Maple klaviš  kombinacijas galima sužinoti surinkus: 

  > ?worksheet, hotwin 

0.2. Maple komandos 

Dabar pereisime prie Maple komand  ir kartu išsiaiškinsime kai kurias kompiuteri-
n s algebros galimybes. Komandos eilut  prasideda ties simboliu ">". Kiekviena komanda 
b tinai turi pasibaigti kabliataškiu arba dvitaškiu, o joms vykdyti reikia paspausti ENTER. 
Tada žemiau atsiranda komandos darbo rezultatai arba pranešimai apie klaidas (iškvie ia-
mi reikalingi program  paketai, sakinys transliuojamas, sukompiliuojamas ir atliekamas). 
Jei vietoje kabliataškio yra dvitaškis, tai komanda vykdoma, bet rezultatai neatspausdina-
mi. Simboliu "#" prasideda programos komentaras. Visa, kas yra dešiniau simbolio "#", yra 
aiškinamasis tekstas ir jokios takos komand  vykdymui neturi. Jei komentaras ilgas, netel-
pa  eilut , tai reikia j  t sti, nenaudojant klaviš  su str liuk mis. Tada Maple pats tekst
prat s naujoje eilut je, "žinodamas", kad tai komentaras. Teksto šriftai, spalvos, dydis gali 
b ti kei iami. Paspaudus F5, visa toliau vedama informacija tampa tik tekstine, v l paspau-
dus F5 – tas tekstas jau interpretuojamas kaip komandos. Yra galimyb  tekste rinkti mate-
matines formules.

Maple sistemoje yra daugiau kaip 3000 komand . Vienos iš j  yra skirtos duome-
nims vesti ir išvesti, kitos – grafikui braižyti, pagalbai iškviesti ir t.t. Pateiksime lenteles su 
simboliais, funkcijomis ir keletu dažniausiai naudojam  komand :
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0.2.1. Simboliai ir žym jimai

Simbolis Aprašymas Pavyzdys 

;
:

: = 
` ` 
..
#
{ } 
[ ] 

, , *, /, ^ 
Pi
I

infinity
true, false 

=, >=, <=, <> 
”, ””

komandos pabaiga, rezultato išvedimas  ekran
komandos pabaiga, rezultatas  ekran  neišvedamas 
priskyrimas (reikšm s suteikimas) 
priskyrimo panaikinimas 
intervalo r ži  nurodymas 
komentaro pradžia 
aib s apribojimas 
s rašo (masyvo) apribojimas 
aritmetiniai veiksmai 
skai ius Pi=3,14… (pi – raid )

menamas vienetas ( 1i )
begalyb
login s konstantos 
lygyb  ir nelygyb s
paskutinis rezultatas, priešpaskutinis rezultatas 

Int(x^2,x);
int(x^2,x):
z:=x+y;
x:=2; x:=`x`; x; 
seq(1+i^2,i=1..5);
2^3; # pakelta laipsniu 
{a, b, c, d}; 
[a, b, a, d]; 
x^(1/4)/(a^2+2*b);
sin(Pi/3);
I^2+3;
int((1/x^2,x=1..infinity);
evalb(2^3>3^2);
solve(2*x^2-3>0,x);
1+2: 3+4:”+””; 

0.2.2. Funkcijos

Funkcija Aprašymas Pavyzdys 

->
sin, cos,
tan, cot 

arcsin, arccos, 
arctan, arccot 

exp
ln

log10
log[a]
sqrt

!
abs

binomial

Funkcijos apibr žimas
trigonometrin s funkcijos 

atvirkštin s trigonometrin s funkcijos 

eksponentin  funkcija 
nat ralusis logaritmas 
dešimtainis logaritmas 
logaritmas pagrindu a
kvadratin  šaknis 
faktorialas
absoliutinis didumas (modulis) 
binominis koeficientas k

nC

f:=(x,y)->x^2+y^2; f(3,2); 
cos(Pi/4); tan(3*x); 

arcsin(1/2);

exp(-(x-a)^2/2);
ln(a*(b+c));
log10(100);
log[2](exp(5));
sqrt(17);
n!;
abs(-1.5);
binomial(n,k);

0.2.3. Bendrosios paskirties komandos 

Komanda Aprašymas Pavyzdys 

restart
solve

fsolve
seq
sum
Sum
with
rhs
lhs
evalf

vis  priskyrim  panaikinimas 
lyg i , lyg i  sistem  ir nelygybi
sprendimas
artutinis lyg i  sprendimas 
sekos sudarymas 
sumos apskai iavimas
sumos užrašymas (neskai iuojant)
program  paketo iškvietimas 
dešin s lygyb s pus s atskyrimas 
kair s lygyb s pus s atskyrimas 
apytikslis skai iavimas

restart;
solve(a*x^2+b*x+c=0,x);
solve({2*x+y=3,x-4*y=-1},{x,y});
fsolve(sin(x)+ln(x)=1,x);
seq(2+3*i,i=1..20);
sum(i^2,i=1..10);
Sum(i^2,i=1..10);”=value(”);
with(linalg);with(stats);
y1:=rhs(y=x+a);
lhs(y=x-a);
evalf(int(1/ln(x),x=2..4);
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subs

array
round
map
op
nops
simplify
convert
factor
expand
combine
assign

product
denom
numer
evalc

evalb
help arba ? 
example
assume
about

reiškinio apskai iavimas su nurodyta 
kintamojo reikšme 
duomen  masyvo sudarymas 
suapvalinimas iki sveikojo skai iaus
komandos taikymas reiškinio 
nariams
reiškinio nari  sekos išvedimas 
reiškinio nari  skai iaus radimas 
reiškinio supaprastinimas 
reiškinio vertimas  kit  pavidal
reiškinio išskaidymas  daugiklius 
reiškinio sutraukimas 
sugrupavimas pagal kintam j
grupinis priskyrimas(pvz.sprendini )

sandaugos apskai iavimas
trupmenos vardiklio išskyrimas 
trupmenos skaitiklio išskyrimas 
realiosios ir menamosios dali
atskyrimas
loginio reiškinio patikrinimas 
pagalbos iškvietimas 
pavyzdžio iškvietimas 
papildom  savybi  priskyrimas 
informacija apie savybes 

subs(x=2,x^2+3*x+4);

A:=array(1..3,1..2,[[4,5],[1,-2],[0,1]]);
round(12*Pi);
map(f,a+b);
op(a+b+c+3);
nops (a+b+c+3); 
simplify(1/x+1/(1-x^2));
convert(sin(x),exp);
factor((x^3-y^3);
expand(sin(3*x+4*y));
combine(sin(x)*cos(y)+sin(y)*cos(x));
solve({2*x+y=3,x-4*y=-1},{x,y});
assign(spr); x;y; 
product(k^2,k=1..5);
denom((x+y)/z);
numer((x+y)/z);
evalc(sin(3+5*I));

evalb(exp(Pi)>Pi^3);
help(int);?int;
example(plot);
assume(t>0);
about(t);

0.2.4. Grafikos komandos 

Komanda Aprašymas Pavyzdys 

plot

plot3d

plots
display

implicitplot

inequal

odeplot

dvima i  grafik  braižymas 
laužtin s linijos braižymas 
tašk  braižymas 
parametrin s kreiv s braižymas 
keli  kreivi  viename grafike 
atvaizdavimas

trima io grafiko braižymas 
keli  pavirši  braižymas viename 
grafike
grafikos paketo iškvietimas 
keli  br žini  parodymas viename 

neišreikštin s funkcijos grafiko 
br žimas
tiesini  nelygybi  sistemos 
sprendini  aib s pavaizdavimas 
skaitmeniškai sprendžiam
diferencialini  lyg i  sprendini
br žimas

plot(x^2/(x-1),x=-5..5,y=-5..10);
plot([[1,4],[2,5],[3,-2],[4,-5]]);
plot([[1,4],[2,5],[3,2]],style=point);
plot([sin(t),cos(3*t),t=-Pi..Pi]);
plot([x^2+2*x,exp(x)],x=1..2);

plot3d(sin(x+y),x=-1..1,y=-1..1);
plot3d({x*sin(y^2),1 -y*cos(x^2)},   x= -
1..1, y= -1..1); 
with(plots);
br1: =plot(x^2,x=0..4): 
br2:=plot([[0,1],[2,5],[4,9]],style=point):
display(br1,br2);

plots[implicitplot](9*x^2+4*y^2)=36,x=
-3..3, y= -4..4); 
plots[inequal]({x+y>0,x-y<=1},x=-3..3,
y= -3..3); 
L:=diff(x(t),t)=-.0003*x(t)*y(t),
diff((y(t),t)=-.12*x(t);
ps:=x(0)=60,y(0)=180;
spr:=dsolve({L,ps},{x(t),y(t)},numeric);
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phaseportrait diferencialini  lyg i  sistem
sprendini  ir fazinio portreto 
br žimas

plots[odeplot](spr,[[t,y(t)],[t,x(t))]],0..30;
DEtools[phaseportrait]([L],[x(t),y(t)],t=0..
30,[[ps]]);

0.2.5. Tiesin s algebros komandos 

Komanda Aprašymas Pavyzdys 

linalg Tiesin s algebros paketas with (linalg);   
matrix matricos vedimas matrix( [[a, b], [c, d]]); 
diag diagonaliosios matricos vedimas E:=diag(l, l, l);   
matadd matric  arba vektori  sud tis matadd(A, B);   
scalarmul matricos dauginimas iš skaliaro scalarmul (A, a);   
multiply matric  sandauga multiply (A, B);   
inverse atvirkštin  matrica inverse (A);   
evalm matricinio reiškinio apskai iavimas evalm(l/A+B);   
transpose matricos transponavimas transpose (A);
det matricos determinantas det(A);   
rank matricos rangas rank (A);   
kernel matricos branduolys kernel (A);   
linsolve matricin s lygties AX = B sprendimas linsolve(A, B);   
eigenvals matricos tikrin s reikšm s eigenvals (A);   
eigenvects matricos tikriniai vektoriai Eigenvects (A);   
coldim matricos stulpeli  skai ius coldim (A);   
rowdim matricos eilu i  skai ius rowdim (A);   
vector vektoriaus vedimas v:=vector([a, b, c]);   
vectdim vektoriaus komponen i  skai ius vectdim (v);   
norm vektoriaus arba matricos norma norm(v, 2);   
dotprod vektori  skaliarin  sandauga dotprod(u, v);   
crossprod vektori  vektorin  sandauga crossprod (u, v);   
angle kampas tarp vektori  angle (u, v);   

0.2.6. Matematin s analiz s komandos 

Komanda Aprašymas Pavyzdys 

limit riba limit(sin(2*x)/x, x=0);   
limit((1+1/n)^n, n=infinity); 

D funkcijos diferencijavimas f:=x->x^3;   D(f); D(cos(x));   
implicitdiff neišreikštin s funkcijos 

diferencijavimas
implicitdiff (x^2+y^2=1, y, x);

int neapibr žtinis integralas 
apibr žtinis integralas 

kartotinis integralas 

int( )),(1( 2 xxcoxxx );
int( ),(( xarctg x=1..2);

int(int( 1..,( 22 xxyxyy ),x=2..4);
intparts integravimas dalimis student[intparts] (int(x*ln(x),x), ln(x));   
changevar kintamojo keitimas student[changevar] (cos(x)+1=u, 

int((cos(x)+1)^3*sin(x),x),u);
simpson integralo aproksimacija student[simpson] (1/ln(x), x=2..4,10); 
minimize minimumo apskai iavimas student[minimize] (sin(x));   
maximize maksimumo apskai iavimas student[maximize] (-x^2+4*x+1);   
extrema lokaliojo ekstremumo 

apskai iavimas
readlib(extrema): extrema(x*y,{x+y=1}, {x,y},’s’); 
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iscont funkcijos tolydumo testas readlib(iscont): iscont(1/x, x=1..2); 
discont tr kio tašk  apskai iavimas readlib(discont): discont(tan(x),x); 
series skleidimas laipsnine eilute series(exp(x), x=0, 3); 
taylor skleidimas Teiloro eilute taylor(ln(1+x), x=0, 8); 
mtaylor keli  kintam j  funkcijos 

skleidimas Teiloro eilute 
readlib(mtaylor): mtaylor(sin(x^2+y^2), 
[x,y],10);

0.2.7. Diferencialini  lyg i  sprendimo komandos 

Komanda Aprašymas Pavyzdys 

dsolve diferencialin s lygties bendrojo 
sprendinio radimas 

lygtis: =diff (y (x), x,x) -y (x) =sin (x) *x; 
dsolve (lygtis, y (x) );

 Koši uždavinio sprendimas dsolve({lygtis, y(0)=0, D(y) (0)=0}, y(x)); 

 Koši uždavinio sprendimas 
skaitmeniniu metodu ir 
sprendinio grafiko br žimas

spr: =dsolve ({lygtis, y(0)=0, D(y) (0)=0}, 
y(x), numeric);
plots [odep1ot] (spr, [x,y(x)],0..3); 

 Koši uždavinio sprendimas eilu i
metodu

order:=10; dso1ve({lygtis, y(0)=0, 
D(y)(0)=0}, y (x), series); 

 kraštinio uždavinio sprendimas dso1ve({1ygtis, y(0)=1, y(3)=4}, y(x)); 

 sprendinio radimas išreikštiniu 
pavidalu

1ygtis:=diff(y(x),x)-y(x)=y(x)^2;
 dsolve(lygtis, y(x), explicit); 

 lyg i  sistemos bendrojo 
sprendinio radimas 

sistema:=diff(x(t), t)=x(t)-5*y(t), 
diff (y(t),t) =2*x(t) -y (t); 
dso1ve ({sistema}, (x(t), y(t)}); 

 Koši uždavinio lyg i  sistemai 
sprendimas

dsolve({sistema, x(0)=1, y(0)=2},
{x(t), y(t)}); 

 Koši uždavinio sprendimas 
skaitmeniniu metodu ir fazin s
trajektorijos br žimas

F:=dsolve({sistema, x(0)=1, y(0)=2}, {x(t), 
y(t)}, numeric); plots[odeplot] (F, 
[x(t), y(t)], 0. .3); 

DEtools diferencialini  lyg i  tyrimo 
paketas

With(DEtools);

dfieldplot kryp i  lauko br žimas DEtools[dfieldplot] (diff(y(x),x)= 
 -y(x)-x^2, y(x), x=-1..2, y=-2. .2); 

pdesolve dalini  išvestini  lygties bendrojo 
sprendinio radimas 

pdesolve(diff(f(x,y), x, x) +
5*diff(f(x,y), x, y)=3, f(x,y)); 

0.2.8. Tikimybi  teorijos ir statistikos komandos 

Komanda Aprašymas Pavyzdys 

stats Statistikos paketas with(stats); 
anova dispersin  analiz  with(stats);  with(anova); 
describe aprašomoji statistika with(stats);  with(describe); 
fit tiesin  regresija with(stats);with(fit); 
random atsitiktini  skai i

generavimas
with(stats);with(random);

stateva1f skirstini  skaitini  reikšmi
skai iavimas

with(stats);with(stateva1f);

statplots statistikos grafik  braižymas with(stats);with(statplots ); 
transform duomen  transformavimo 

komandos
with(stats);with(transform);
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mean vidurkis duomenys: = [12, 13, 14, 11]; 
 stats[describe, mean] (duomenys); 

mode moda stats[describe, mode] (duomenys); 
variance dispersija stats[describe,variance] (duomenys); 
standarddevia
tion

vidutinis kvadratinis 
nuokrypis

stats[describe,standarddeviation] ( duomenys); 

1inearcorre1at
ion

koreliacijos tarp dviej
duomen  rinkini
apskai iavimas

stats[describe, 1inearcorre1ation]
(duomenys1, duomenys2); 

coefficientofva
riation

kovariacijos tarp dviej
duomen  rinkini
skai iavimas

stats [describe, coefficientofvariation] 
(duomenys1,duomenys2 );

1eastsquare regresijos lygties užrašymas 
mažiausi j  kvadrat  metodu 

stats [fit, 1eastsquare[ [x,y], y=a*x^2+b *x +c]] 
([duomenys_x, duomenys_y]); 

binomia1
[n,p]

binominis skirstinys stats[stateva1f, pf, binomia1d[10,1/4]] (2);

poisson[ ] Puasono skirstinys stats[stateva1f, pf, poisson[5]] (1); 
norma1d
[ ]

normalusis skirstinys stats[stateva1f, cdf, norma1d] (1,96); 

uniform[a,b] tolygusis skirstinys intervale 
[a, b]

stats[stateva1f, cdf, uniform[l, 2]] (1. 5);

Studentst[n] Stjudento skirstinys stats[stateva1f, cdf, studentst[10]] (1.5); 
Chisquare[n] 2 skirstinys stats[stateva1f, cdf, chisquare[10]] (5); 
fratio[n1,n2] Fišerio skirstinys stats[stateva1f, cdf, fratio[10,12]] (1.5); 
random atsitiktini  skai i

generavimas
stats[random, norma1d] (20); 

histogram histogramos braižymas stats[statp1ots, histogram] (duomenys); 
scatter2d dvimat s taškin s diagramos 

braižymas
stats[statp1ots, scatter2d]
(duomenys1, duomenys2); 

Maple komandos rašomos mažosiomis raid mis, be tarp . Jau mat me, kad Maple 
komandose yra skirting  tip  skliaustai: paprasti, laužtiniai arba fig riniai. Paprastieji 
skliaustai yra naudojami reiškini  sudarymui, tarp j  yra surašomi funkcij , proced r  ar-
gumentai, tarp laužtini  – vadinamojo s rašo (list) elementai, tarp fig rini  – aib s (set) 
objektai. S raše, kitaip nei aib je, yra svarbi element  eil s tvarka, tod l jie gali kartotis. Pa-
vyzdžiui, sprendžiant dviej  lyg i  sistem x+y=1, x-y=5 , atitinkamoje Maple komandoje 
(solve) argumentai yra dvi aib s. Pirm j  sudaro lygtys, antr j  – nežinomieji x ir y:

 > spr:=solve({x+y=1, x-y=5}, {x,y}); 

Paspaudus ENTER gaunamas rezultatas: 

}3,2{: xyspr

Rezultatas yra aib , kurioje nari  tvarka yra nesvarbi. Funkcij  argumentai, s rašo ar aib s
elementai visada yra atskiriami kableliais. Nor dami priskirti sprendini  reikšmes 
( 2:,3: 11 yx ), rašysime komandas: 

  > x1:=spr[2];y1:=spr[1]; 
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0.3. Maple komand  taikymo pavyzdžiai 

0.3.1. Skai iavimas su Maple 

Maple gali atlikti veiksmus ne tik su sveikaisiais ar racionaliaisiais skai iais, bet ir su 
simboliniais dydžiais. Maple gali apskai iuoti, pertvarkyti ir suprastinti gana sud tingus
reiškinius. Pavyzdžiui, surinkus 

> 2^5/4!*(1/3-1/7); 

ir paspaudus Enter ekrane bus 
16

63
, t.y. apskai iuotas reiškinys 

52 1 1

4! 3 7
. Jei veiksmai atlie-

kami su sveikaisiais skai iais, tai gaunama tiksli, o ne apytiksl  reikšm  ( trupmenos yra su-
prastinamos iki nesuprastinamos trupmenos). Jei norime rezultat  užrašyti apytiksliai (de-
šimtaine trupmena), tai reikia pasinaudoti komanda evalf.
Reiškini  sudarymui reikia vartoti lenktinius skliaustus ( ) ir aritmetini  veiksm  ženklus: 

 – sumos ir atimties ženklus, 
/  – dalybos ženkl ,

* – daugybos ženkl ,
^ arba ** – k limo laipsniu ženklus, 

! – faktorialo ženkl .
 reiškinius gali eiti vairios matematin s funkcijos. Operacij  prioriteto maž jimo tvarka 

yra prasta:

! (faktorialas), ^ (k limas laipsniu), * (sandauga) arba / (dalyba), + 
(suma) arba - (atimtis). 

Suabejojus aritmetini  veiksm  eil  geriau valdyti skliausteliais. Pavyzdžiui, reiškinyje 
2^3^4 b tini skliausteliai (2^3)^4 arba 2^(3^4) . 
 > (2^3)^4; 2^(3^4);  

4096
2417851639229258349412352

Vienoje eilut je galima rašyti kelias komandas. Prireikus Maple pats perkels tekst  kit  ei-
lut . Paspaudus Enter komandos vienoje eilut je bus vykdytos viena po kitos. Paspaudus 
Shift+Enter komanda nevykdoma, o toliau rašome kitoje eilut je. Dažnai b na naudinga, 
kad tarpiniai rezultatai neb t  atspausdinti. Tada kabliataškius reikia pakeisti dvitaškiais. 
Pavyzdžiui:

> 2+3: 5*2: %+%%; 
15

, ia % yra paskutinysis, %% – prieš paskutinysis rezultatai.
Maple sistema gali dirbti su labai dideliais skai iais. Pavyzdžiui, galima tiksliai apskai iuoti
skai iaus 100 faktorial :
 > 100!; 
9332621544394415268169923885626670049071596826438162146859296389
5\17599993229915608941463976156518286253697920827223758251185210

916\864000000000000000000000000



15

Eilut s gale ženklas \ reiškia, kad skai iaus t sinys yra kitoje eilut je. Daugiau apie 
veiksmus su sveikaisiais skai iais galima sužinoti iškvietus pagalb  komanda ?integer;
Pateiksime dar kelet  komand . Pavyzdžiui, skai iaus 150 išskaidymas  daugiklius:
 > ifactor(150);

2(2)(3)(5)
Skai i  12 ir 18 bendras didžiausias daliklis: 

>igcd(12,18);
6

Keli  skai i  maksimumo ir minimumo radimas: 

> max(2^3,3^2); min(4,3,7); 
9
3

Skai ius galima užrašyti viena ar kita skai iavimo sistema. Pavyzdžiui, skai ius 5 iš dešimtai-
n s sistemos  dvejetain  skai iavimo sistem  paver iamas taip: 

 > convert(5,binary);
101

Gavome 101, nes 2 15 1 2 0 2 1.

0.3.2. Dešimtain s trupmenos ir apytiksl s reikšm s

Dešimtain s trupmenos Maple sistemoje yra rašomos naudojant tašk  po sveikosios dalies: 

> 3.14; 
3.14

Kablelio negalima naudoti, nes Maple sistemoje kablelis yra skirtas kitiems tikslams. At-
kreipsime d mes , kad jei skai iaus sveikoji dalis lygi nuliui, tai nulis priekyje yra nerašo-
mas. Jei  reiškin eina dešimtainis skai ius, tai rezultatas gaunamas dešimtainiu pavidalu: 

 > sqrt(2); 

2
 > sqrt(2.0); 

1.414213562
Matome kad sveikasis skai ius 2 skiriasi nuo dešimtainio skai iaus 2.0. Pagal nutyl jim  re-
zultatai yra išvedami naudojant dešimt reikšmini  skaitmen . J  skai i  galima pakeisti, jei 
Maple specialiam kintamajam Digits priskirsime kit  reikšm

> Digits := 20: 
> sqrt(2.0); 

1.4142135623730950488

Tikslias reiškini  reikšmes galima paversti  apytiksles su komanda evalf. Skaitmen  skai-
i  galima nurodyti antrajame komandos evalf argumente. 

 > evalf(sqrt(2),50);

1.4142135623730950488016887242096980785696718753769
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Komanda convert dešimtain  trupmen  galima paversti racionali ja:

 > convert(0.12,rational); 
3

25

0.3.3. Simbolin s Maple konstantos 

> constants; 
, , , , , ,false true Catalan FAIL

Skai ius  yra apskritimo ilgio ir skersmens santykis. Maple sistemoje jis yra užrašomas 
Pi.

> evalf(Pi); 
3.141592654

> sin(Pi/4); 

2

2
Nat raliojo logaritmo pagrindas skai ius e = 2.718… yra neapibr žtas Maple sistemoje, 
bet galima apsibr žti pa iam:
 > e := exp(1):
 > evalf(e,20); 

2.7182818284590452354

Menamas vienetas 1i  yra apibr žtas ir žymimas raide I. 
 > sqrt(-1); 

I
 > solve(x^2+4=0, x); 

2I, -2I 
Begalyb  yra simbolin  konstanta ir yra naudojama užrašant vard infinity.
 > infinity; 

 > 1/infinity; 
0

 > infinity/infinity; infinity-infinity; 
undefined
undefined

Konstantos true ir false yra login s konstantos ir yra naudojamos programuojant. Kitos kon-
stantos yra re iau naudojamos. Apie jas galima sužinoti parašius ?constants.

0.3.4. Vardai, j  priskyrimas ir panaikinimas 

Maple sistemoje yra naudojami vair s objektai: skai iai, konstantos, kintamieji, funkcijos, 
komand  pavadinimai, baziniai žodžiai (statements), reiškini  sekos (exprseq), s ra-
šai (list), aib s (set), simboli  eilut s (string), masyvai (array), matricos (matrix)
ir kt. Kiekvienam objektui gali b ti suteiktas arba jau yra suteiktas vardas. Bendras vardo 
suteikimo operacijos pavidalas yra toks: 

> vardas := objektas; 
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Vardo priskyrimo operatoriaus ženklo := nereikia painioti su su lygyb s ženklu =. Tarp 
dvitaškio ir lygyb s ženklo neturi b ti tarpo. 

Vardai sudaromi iš raidži  ir skaitmen  pagal šitokias taisykles: 
pirmasis vardo simbolis turi b ti raid ;
kiti vardo simboliai gali b ti raid s, skaitmenys arba br kšnys žemai; 
vardo viduje negali b ti tarp ;
vardas neturi sutapti su Maple sistemos užimtais žodžiais (baziniais žo-
džiais for, if, then, next, whille, function, ...; mate-
matini  funkcij  ir Maple komand sin, cos, tan, ln, exp, 
D, diff, solve ... pavadinimais; simbolini  konstant I, gamma, 
true, false, ... vardais); 
 didžiosios ir mažosios raid s yra laikomos skirtingomis. Tod l vardai 
jonas ir Jonas yra laikomi skirtingais vardais;
lietuvišk  raidži  varduose geriau nenaudoti. 

> lygtis := 2*x – 3*y = 5; 
lygtis := 2x – 3y = 5 

> sistema := {2*x – 3*y = 5, 5*x – 3*y = 1}; 
sistema:= {2x – 3y = 5, 5x – 3y = 1} 

> tekstas := `n-oji dalin  suma`; 
tekstas:= n-oji dalin  suma 

> f := x -> x^2; # funkcija 
2:f x x

Visus vartotojo vard  priskyrimus galima panaikinti komanda restart. Ši  komand  yra pa-
tartina panaudoti kiekvieno naujo uždavinio sprendimo pradžioje. Atskirus priskyrimus galima 
panaikinti panaudojant dešiniuosius apostrofus. Kaip tai daryti, bus aišku iš pavyzdžio 
 > a := 3; 
                                   a := 3 
 > a; 
                                     3 
 > a := 'a'; 
                                   a := a 
 > a; 
                                     a
Priskyrimus (grupinius) galima vykdyti ir panaikinti komandomis assign ir unassign:
 > restart; 
 > spr:=solve({a-b=1,a+b=3},{a,b}); 
            spr := {b = 1, a = 2} 
 > assign(spr); 
 > a; b; 

2
1

 > unassign('a','b'); 
 > a; b; 

a
b
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Kelis vardus galima sujungti  vien  naudojant komand cat arba sujungimo operatori  ||:
> cat(Jonas,Petraitis);

JonasPetraitis

> Jonas||Petraitis;
JonasPetraitis

0.3.5. Funkcijos 

Maple žino visas pagrindines matematines funkcijas. Vis  funkcij  s raš  galima išsikviesti su-
rinkus ?inifunctions. Aptarsime kai kuriuos svarbius funkcij  vartojimo atvejus. 
Apskai iuojant funkcij  reikšmes, argument  visuomet reikia rašyti lenktiniuose skliaustuose.
 >cos(Pi/3); 

0.5
> tan(Pi/3); evalf(%); 

3
1.732050808

Keliant funkcijas laipsniu laipsnis rašomas gale. Pavyzdžiui, norint surinkti 2sin x
reikia rašyti sin(x)^2. 
Galima apibr žti savo funkcijas. Pavyzdžiui 

 > f:= x -> x^3;f(2); 
3:f x x

8
Komanda piecewise sukuria funkcijas, kurios yra apibr žiamos dalimis. 

Pavyzdžiui, funkcija 
],1,0[0,

[0,1],,1
)(

x

x
xf

 užrašoma taip 
 > f:= x-> piecewise(x<0,0,x<=1,1,x>1,0);f(x); 

 := f x ( )piecewise , , , , ,x 0 0 x 1 1 1 x 0

x

x

x

10,

1,1

00

0.3.6. Reiškini  suprastinimas ir pertvarkymas 

Komanda simplify

Ši komanda yra skirta reiškini  suprastinimui.

> simplify((x^3-1)/(x-1));
2 1x x
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Komandos expand, factor ir combine

Komanda expand išskleidžia reiškinius, factor skaido  daugiklius, o combine sutraukia 
kelias funkcijas  vien .
 > expand((x+y)^3); 

3 2 2 3 x  + 3x y + 3x y  + y
 > expand(sin(x+y)); 

sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y) 
 > combine(%); 

sin(x + y) 
 > factor(x^2-3,sqrt(3)); 

(x - 3) (x + 3)

Komanda convert

Ši komanda konvertuoja vienus Maple objektus  kitus ekvivalen ius pavidalus. Kadangi 
Maple sistemoje yra daug objekt  ir jie yra gana vairios r šies, tai komanda convert turi 
daug taikymo variant :
 > convert(2.5,rational);

5
2

> convert([x,y,z],set);
{ }, ,x z y

 > convert(2*x/(x^2-3*x+2),parfrac,x);

2
1

x 1
4

2 x

Komandos op, nops ir map

Komanda op(expr) išrašo  reiškinio expr narius. Komanda op(k,expr) išskiria k- j
šio reiškinio nar . Komanda nops suskai iuoja, kiek reiškinys turi nari .

 > op(x^2);
,x 2

 > op(1,x^2);
x

 > op(2,x^3);
3

 > op(x+y+z);
, ,x y z

 > nops(x+y+z);
3

 > nops([2,7,3,5]);
4
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Komanda map(f, expr) pritaiko funkcij  f visiems reiškinio expr nariams.

 > map(f,x+y);
( )f x ( )f y

 > map(x->x^2,[2,7,3,5]);
[ ], , ,4 49 9 25

 > map(x->x^2,x=y);
x2 y2

Komandos lhs, rhs, numer, denom

Komandos lhs ir rhs išskiria reiškinio kairi j  ir dešini j  puses. Komandos numer ir 
denom išskiria iš trupmenos skaitikl  ir vardikl .

 > lygybe := x^2+2*x=3;
 := lygybe x2 2 x 3

 > lhs(lygybe);
x2 2 x

 > rhs(lygybe);
3

 > trupmena:=(x-1)/(sqrt(x)-1);

 := trupmena
x 1

x 1

 > numer(trupmena);
x 1

 > denom(trupmena);

1x

0.3.7. Reiškini  sekos, s rašai ir aib s

Mes aptarsime Maple sistemos objektus – reiškini  sekas (exprseq), s rašus (list) ir ai-
bes (set), kuriuose yra saugomi duomenys, tarpiniai ir galutiniai skai iavim  rezultatai. Jie 
yra labai svarb s, nes kiekvieno sud tingesnio uždavinio sprendimas yra grup s Maple ko-
mand  vykdymas, kai vienos komandos vykdymo rezultatai yra perduodami kitoms koman-
doms. Tod l reikia gerai suprasti ši  duomen  strukt r , mok ti juos tvarkyti. 

Reiškini  sekos

Reiškini  seka yra grup  reiškini , kurie atskiriami kableliais.
 > seka := 1,2,3,4; 

> raides := x,y,z,w; 
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Norint išsirinkti sekos nar  su tam tikru numeriu, t  numer  reikia rašyti laužtiniuose 
skliaustuose.
 > raides[3];

z

Sekos paprastai sudaromos su komanda seq. Nurodysime kelet  sek  sudarymo pavyzdži :

a) Vienma io masyvo sudarymas 
 > a:= [seq(1+i*2,i=1..6)];

[3,5,7,9,11,13]

 > seq(a||k,k=1..5);
, , , ,a1 a2 a3 a4 a5

 > [seq(i..i+1,i=1..4)]; 

[1..2,2..3,3..4,4..5]

 > seq(seq(a[i,j],i=1..3),j=1..3);

3,33,23,12,32,22,11,31,21,1 ,,,,,,,, aaaaaaaaa

> seq(y=C*x,C=[0,2,5,7,10]); 

, , , ,y 0 y 2 x y 5 x y 7 x y 10 x

 > i$i="a".."z";

"a" "b" "c" "d" "e" "f" "g" "h" "i" "j" "k" "l" "m" "n" "o" "p" "q" "r" "s" "t", , , , , , , , , , , , , , , , , , , ,
"u" "v" "w" "x" "y" "z", , , , ,

 > raides := cat(%);

raides:= "" uvwxyzklmnopqrstabcdefghij
 > length(raides);

26

 > raides[10]; 
"j"

ia mes turime simboli  eilutes. Simboli  eilut  (žr. ?string, ?StringTools) – tai 
bet kokie simboliai tarp kabu i . Tarp simboli  kableliai nededami. 

Reiškini  s rašai

S rašas (list) yra seka, paimta  laužtinius skliaustus. S raš  savyb s ir element  išrinki-
mo taisykl s yra panašios  sek . S rašai yra naudojami formuojant vektorius, matricas, taš-
k  koordinates ir kt.

> duomenys := [3,5,2,9,7]; 

 := duomenys [ ], , , ,3 5 2 9 7

 > vardai:=[Jonas,Petras,Ona, Antanas,Kristina]; 
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 := vardai [ ], , , ,Jonas Petras Ona Antanas Kristina

 > vardai[2];
Petras

S rašo elementai gali b ti sur šiuoti komanda sort.

> sort(vardai);

[ ], , , ,Antanas Jonas Kristina Ona Petras

 > sort(duomenys);
[ ], , , ,2 3 5 7 9

S rašuose svarbu yra pasikartojimai ir element  tvarka. Tod l s rašai [a, b, c], [b, c, a] yra 
laikomi skirtingais.

> A:=matrix([[1,2,3],[5,6,7],[a,b,c]]);

 := A

1 2 3
5 6 7
a b c

> convert(A,listlist);

[ ], ,[ ], ,1 2 3 [ ], ,5 6 7 [ ], ,a b c

> T:=[seq([k,rand(0..9)()],k=0..10)];

 := T [ ], , , , , , , , , ,[ ],0 9 [ ],1 1 [ ],2 6 [ ],3 5 [ ],4 3 [ ],5 4 [ ],6 3 [ ],7 9 [ ],8 6 [ ],9 0 [ ],10 6

> plot(T);

ia komanda rand(0..9)() generuoja atsitiktinius skai ius nuo 0 iki 9. 
Išrinkti arba ištrinti iš s rašo elementus, pasižymin ius tam tikromis savyb mis, galima 
komandomis select ir remove. Pavyzdžiui, iš s rašo

> S := [seq(rand(0..20)(), k=1..20)]; 

 := S [ ], , , , , , , , , , , , , , , , , , ,17 16 12 13 8 1 8 1 16 7 5 18 18 9 9 11 9 8 1 1

išrinksime arba ištrinsime didesnius už 10 skai ius.
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 > didelis:= x -> is(x>10); 

 := didelis x ( )is 10 x

 > select(didelis,S);

[ ], , , , , , ,17 16 12 13 16 18 18 11

 > remove(didelis,S);

[ ], , , , , , , , , , ,8 1 8 1 7 5 9 9 9 8 1 1

Darbui su s rašais yra skirtas paketas ListTools, kuris yra iškvie iamas komanda
 > with(ListTools);. 

Aib s

Maple sistemoje aib s yra apibr žtos. J  savyb s ir žym jimai sutampa su tais, kokie 
yra matematikoje. Apibr žiant aibes elementai yra išvardijami tarp fig rini  skliaust .
Element  pasikartojimas ir element  tvarka yra nesvarbi. Tod l aib s{a, b, c}, {b, c, a} ir 
{a, a, b, c, a} yra laikomos lygiomis. 

> A:={a,b,c}; B:={c,b,a}; C:={a,a,b,c,a}; 

 := A { }, ,a c b

 := B { }, ,a c b

 := C { }, ,a c b

Yra apibr žti aibi  veiksmai: s junga (union), sankirta (intersect), skirtumas 
(minus).

> {a,b} union {b,c};
{ }, ,a b c

> {a,b} intersect {b,c};
{ }b

> {a,b} minus {b,c}; 
{ }a

Sprendžiant lyg i  sistemas aibi  pavidalu yra vedama lyg i  sistema ir kintamieji. 
Sprendiniai taip pat išvedami aibi  pavidalu. 

> solve({x+y=3,x-y=1},{x,y});

{ },y 1 x 2

0.4. Lyg i  ir lyg i  sistem  sprendimas 

Komanda solve
Komanda solve yra skirta lygtims, nelygyb ms ir lyg i  sistemoms spr sti. Jos 

vartojimo pavidalai yra: 
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> solve(lygtis arba nelygyb , kintamasis); 
> solve({lyg i  sistema}, {kintamieji}); 

> spr:=solve(x^2-4=0,x);
 := spr ,2 -2

> x1:=spr[1]; x2:=spr[2];
 := x1 2

 := x2 -2

Visuomet yra naudinga grafiškai nustatyti šakn  pad t :
> plot(x^2-4, x = -3..3); 

> solve(a*x^2+b*x+c,x);

,
b b2 4 a c

2 a
b b2 4 a c

2 a

Sprendžiant lyg i  sistemas, lyg i  sistema ir kintamieji yra nurodomi aib s pavidalu: 
> lygtis1:= a*x+b*y=n; lygtis2:=c*x+d*y=m;

 := lygtis1 a x b y n

 := lygtis2 c x d y m

> kintamieji:=x,y;
 := kintamieji ,x y

> sprendiniai:=solve({lygtis1,lygtis2},{kintamieji});

 := sprendiniai { },x
b m d n
b c d a

y
a m n c
b c d a

> x1:=subs(sprendiniai,x); y1:=subs(sprendiniai,y);

 := x1
b m d n
b c d a

 := y1
a m n c
b c d a
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Gautus sprendinius galima patikrinti rašius (subs) juos  lygtis ir suprastinus (simplify):
> simplify(subs(sprendiniai,lygtis1));

n n

> simplify(subs(sprendiniai,lygtis2));
m m

Apytikslis sprendimas pasinaudojant komanda fsolve

Kartais atsakymai b na išreikšti operatoriumi RootOf arba iš viso j  tiksliai ne manoma
surasti. Tada galima panaudoti komandas evalf, fsolve arba allvalues:
Išspr sime lygt xex 1)sin( .
> restart;
> spr:=solve(sin(x)+1=exp(x));

 := spr ( )RootOf _Z ( )ln ( )sin _Z 1

> x1:=evalf(spr);
 := x1 0.

> plot({sin(x)+1,exp(x)},x=-3..1);

Grafike matome, kad intervale [ 3, 1] yra dar viena šaknis (grafikai susikerta du kartus). Jai 
apskai iuoti panaudojame apytikslio sprendimo komand fsolve:
> x2:=fsolve(sin(x)+1=exp(x),x,x=-3..-1);

 := x2 -2.076831275

Išspr sime lyg i  sistem :
> lygtis1:=1/x-1/y = 1;

 := lygtis1
1
x

1
y

1

> lygtis2:=x+y=4;
 := lygtis2 x y 4

> with(plots):
> implicitplot({lygtis1,lygtis2},x=-6..6,y=-6,numpoints=1000);
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Sprendiniai yra grafik  susikirtimo taškai. 
> solve({lygtis1,lygtis2},{x,y});

y 2 ( )RootOf ,_Z 1 _Z2 label _L3 ,{

x 2 ( )RootOf ,_Z 1 _Z2 label _L3 4 }

> allvalues(%);
,{ },y 1 5 x 3 5 { },y 1 5 x 3 5

> spr1:=%[1]; spr2:=%%[2];
 := spr1 { },y 1 5 x 3 5

 := spr2 { },y 1 5 x 3 5

> evalf(spr1);
{ },y 3.236067977 x 0.763932023

> evalf(spr2);
{ },y -1.236067977 x 5.236067977

Galima išspr sti iš karto panaudojant komand fsolve. Intervalai, kuriuose ieškomi 
sprendiniai, yra nustatomi iš grafiko. 
> fsolve({lygtis1,lygtis2},{x,y},x=0..2,y=0..10);

{ },y 3.236067977 x 0.7639320225

> fsolve({lygtis1,lygtis2},{x,y},x=0..10,y=-10..0);
{ },y -1.236067977 x 5.236067977

Nelygybi  sprendimas 

Išspr sti nelygyb
> nelygybe:=x^2/(x+1)<x;

 := nelygybe
x2

x 1
x

> solve(nelygybe,x);
,( )RealRange , ( )Open -1 ( )RealRange ,( )Open 0
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Neapibr žtini  koeficient  metodas 

Neapibr žtiniams koeficientams apskai iuoti gali b ti panaudota komanda 
solve/identity. Žr.
> ?solve/identity
Suraskite konstantas A, B ir C, kad b t  teisinga tapatyb :
> T:=x/(x^3+x-2)=A/(x-1)+(B*x+C)/(x^2+x+2);

 := T
x

x3 x 2

A
x 1

B x C

x2 x 2

> solve(identity(T,x),{A,B,C});

{ }, ,B
-1
4

A
1
4

C
1
2

0.5. Grafin s Maple galimyb s

Kompiuterin s algebros sistema Maple turi puikias grafines galimybes. Gaunami 
br žiniai gali b ti panaudoti mokymo iliustracijoms sukurti, mokslini  ir inžinerini  skai-
iavim  rezultatams pavaizduoti. Br žiniai gali b ti perkelti  kitas programas, išsaugoti rin-

kmenose vairiu formatu. Galima keisti linij  stor , stili , spalv , koordina i  aši  rodym  ir 
t. t. Kai kurias galimybes galima pasirinkti paspaudus dešin j  pel s klaviš , platesn s gali-
myb s yra surašant komand  eilut je papildomus parametrus. Žr. ?plot; ?plot3d; ?plot,op-
tions; Kiekvienoje naujoje Maple sistemos versijoje grafin s galimyb s b na gerokai pato-
bulintos. Dabartin  versija yra Maple 10. 
Pamin sime papildomus komand  paketus, kuriuose yra naudojamos grafin s komandos. 

Pakete plots yra per 50 svarbiausi  grafikos komand , skirt vairiems
dvima iams ir trima iams grafikams br žti. Reikia išskirti komandas: animate,
animate3d, animatecurve, kurios yra skirtos br žiniams su animacija kurti. 
Šiuose br žiniuose yra parodoma, kaip kei iasi br žinys kei iantis tam tikriems 
parametrams.

> with(plots);
Paketas stats[statplots] skirtas vairiems statistikos grafikams kurti. 

> with(stats[statplots]);
Paketas DEtools yra skirtas diferencialin ms lygtims spr sti ir tirti. Jame yra kele-
tas grafini  komand , skirt  diferencialini  lyg i  sprendiniams pavaizduoti. 

Toliau pateiksime kelet  svarbesni  ir domesni  grafikos pavyzdži . Komand  parametr
prasm  tur t  b ti aiški. Jei ne visai aišku, tai bandykite tuos parametrus keisti ir ži r ti,
kaip kei iasi br žinys. Žr. taip pat ?plot,options;

Komanda plot

plot(sin(x),x=0..2*Pi);
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> taskai:=[[1,3],[2,7],[3,4],[5,8],[6,1],[7,4],[8,5],[9,3]];

 := taskai [ ], , , , , , ,[ ],1 3 [ ],2 7 [ ],3 4 [ ],5 8 [ ],6 1 [ ],7 4 [ ],8 5 [ ],9 3

> plot(taskai,x=0..10,y=0..10);

> plot(taskai,style=point,symbol=circle,color=black);           

Parametrin s kreiv s ir j  grafikai 
> plot([3*cos(t),2*sin(t),t=0..2*Pi],scaling=constrained);
# Elips ( )sin(2),cos(3 tytx )
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Neišreikštin s funkcijos ir j  grafikai 
> implicitplot(x^3+y^3-3*x*y=0,x=-2..2,y=2..2, numpoints=2000);

# Dekarto lapas ( 0333 xyyx )

Trima iai grafikai 
Trima ius grafikus galima pasukti erdv je, paspaudus kair j  pel s klaviš . Paspaudus 
dešin j  klaviš , galima pasirinkti daug vairi  br žinio vaizdavimo ir rašymo  fail
galimybi .
> implicitplot3d(x^2/4^2+y^2/3^2+z^2/2^2=1,x=-4..4, 
y=-3..3,z=2..2, axes=framed,scaling=constrained);

# (Elipsoidas
x2

42

y2

32

z2

22
1 )
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0.6. Programavimas su Maple 

Ciklo sakiniai 
Ciklo sakinio konstrukcija yra tokia:
>for i from n1 by n2 to n do 
 a[i]:=a[0]+3; 
 ... 
 od;

ia i yra ciklo kintamojo vardas. Pradedant cikl i=n1 ir po kiekvieno ciklo didinamas dy-
džiu n2. Ciklas baigiamas, kai i>n. Ciklo viduje tarp do ... od galima rašyti daug koman-
d , atskiriant jas kabliataškiu arba dvitaškiu. Jei norime, kad atskiros komandos b t  rašo-
mos kitose eilut se, perk limas atliekamas nuspaudus kartu „Shift ir Enter“. Jei rašome 
>for i to n do ... od;#,tada n1=1, n2=1
3 pavyzdys: Apskai iuokime sum

2 2 2

1 1 1
1 ...

2 3 10
.

Sprendimas. Naudojantis ciklo operatoriais, tai galima atlikti taip: 
> n := 10: S:=0: 
> for i from 1 to n do
 S:= S + 1/i^2; 
 od: 
> print(S); 

1968329

1270080
Galima ciklo konstrukcija su s lyga:
 i:=0; 
> while i < 5 do
 i:=(i+2)^i; 
 od; 

1
3

125
S lyginiai sakiniai
S lyginio sakinio konstrukcija yra tokia: 
  if s lyga  then komand  seka
  elif s lyga then komand  seka
  else komand  seka
  fi

Pavyzdys: Parašyti program , kuri patikrint  kvadratin s lygties 02 cbxax  diskrimi-
nanto ženkl  ir parašyt , kokios bus lygties šaknys: realios skirtingos, realios lygios ar kom-
pleksin s.
> a:= 1;b:=4;c:=4; 
> if (b^2-4*a*c)>0 then print(`šaknys realios skirtingos`)
  elif (b^2-4*a*c)=0 then print(`šaknys realios lygios`)
  else print(`šaknys kompleksin s`)
  fi; 

šaknys realios lygios 
Loginiuose reiškiniuose galima naudoti and, or, not.



31

Proced ros
Maple proced ros turi toki  sintaks :

vardas:=proc(var1,var2, ...);
local g1,g2...;
global u1,u2,...;
options op1,op2,...;
expr1,expr2,...;

end;

ia var1,... yra formal s proced ros parametrai, po žodžio local yra nurodomi loka-
l s proced ros kintamieji, po žodžio global nurodomi global s proced ros kintamieji; po 
žodžio options nurodomos proced ros parinktys, jei tai reikalinga; expr1,... Maple ko-
mand  seka, kurios viena nuo kitos atskiriamos kabliataškiais arba dvitaškiais. Proced ra
baigiama komanda end;

PAVYZDŽIAI:
1. Funkcij 2 2: ( , )f x y x y  galima apibr žti taip: 
> f:=proc(x,y) x^2+y^2 end; 

 := f proc ( ) end proc,x y ^x 2 ^y 2
> f(2,3), f(a,b);

,13 a2 b2

Pagrindin s proced ros iš standartin s bibliotekos yra sukompiliuotos ir vartotojui 
neprieinamos, kitos yra parašytos Maple programavimo kalba ir yra prieinamos vartotojui. 
Norint pasiži r ti reikia vesti:

> interface(verboseproc=2); 

Tada, pavyzdžiui, komanda
> print(diff); 

išveda rezultat
proc () options builtin, remember; 82 end, 

rodant , kad diferencijavimo proced ra diff yra sukompiliuota, o komanda 

> print(int); 
išves gana ilg  integravimo proced ros int tekst .

Norint taikyti proced ras iš papildom  paket , prieš jas panaudojant reikia išsi-
kviesti paket  komanda with. Pavyzdžiui, norint spr sti matematin s statistikos uždavi-
nius, reikia vykdyti komand

> with(stats);
[anova, describe, fit, importdata, random, statevalf, statplots, 

transform]
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Atsiranda s rašas komand , kurios yra statistikos pakete. Kiekvienos komandos aprašym
ir taikymo pavyzdžius galima išsikviesti pažym jus pelyt s žymekliu komandos pavadinim
ir paspaudus klaviš  F1. Pagalb  galima iškviesti ir per komand  eilut . Pavyzdžiui, sužino-
ti, kaip generuojami atsitiktiniai dydžiai galima komanda 

> ?random; 

Daug darbo su Maple aprašym  ir pavyzdži  pateikta internete adresais: 
http://www.mapleapps.com
http://ieva.mif.vu.lt/home/aleksas
ir kt. 
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1. TIESINI  LYG I  SISTEM  SPRENDIMAS 

1.1. Tiesini  lyg i  sistemos sprendimas Gauso metodu 

Nagrin sime tiesini  lyg i  sistem :

....

...........................................

,...

,...

2211

22222121

11212111

nnnnnn

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

      (1.1) 

Sprendžiant tiesini  lyg i  sistemas atliekami šie elementarieji pertvarkiai:
1) sukei iamos vietomis sistemos lygtys, 
2) sistemos lygtis dauginama iš nelygaus nuliui skai iaus,
3) prie vienos sistemos lygties pridedama kuri nors kita tos pa ios sistemos lygtis. 
Dažnai atliekamos keli  pertvarki  kombinacijos. Jeigu tiesini  lyg i  sistem  keisime at-
likdami elementariuosius pertvarkius, tai gausime tiesini  lyg i  sistemas, ekvivalentiškas 
(turin ias tuos pa ius sprendinius) pradinei.
Tuo atveju, kai (1.1) sistem  pavyksta pertvarkyti  trikamp  pavidal , t.y. 

,

,

.......................................

...

//
1

/
1

/
11

/
11

,11212111

nnn

nnnnnn

nn

bxa

bxaxa

bxaxaxa

      (1.2) 

iš paskutiniosios lygties galima išreikšti xn, iš priešpaskutin s (žinant xn ) surasti xn-1 ir t.t. Jei 
gaunamas trapecinis lyg i  sistemos pavidalas (r<n), t.y. 

,...

......................................

...

///

,11212111

rnrnrrr

nn

bxaxa

bxaxaxa

      (1.3) 

sistema neapibr žta. Paskutin je (1.3) sistemos eilut je surašyt  kintam j  reikšmes, išsky-
rus vien , galima laisvai parinkti. Jei, atliekant elementariuosius pertvarkymus, kair je lyg-
ties pus je gauname nul , o dešin je yra nelygus nuliui skai ius – sistema nesuderinta. 
Sprendžiant sistem  Gauso metodu, paprastai pertvarkoma ne pati sistema, o jos išpl stoji
matrica.
Pavyzdžiui, lyg i  sistemos 

732

,023

,132

321

321

321

xxx

xxx

xxx

  išpl stoji matrica tokia: 
7321

0213

1132

.

Prie antros eilut s pridedame pirm j , padaugint  iš dviej L2+2L1, ir iš tre iosios eilut s
atimame pirm j , padaugint  iš trij L3 –2L1. Po to prie tre iosios eilut s prid j  antr j ,
gausime:
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7321

0213

1132

40117

2057

1132

6060

2057

1132

.

Iš tre iosios eilut s gausime lygt 66 2x , t.y. x2=1. Tada iš antrosios eilut s – 257 21 xx

ir x1=1. Po to iš pirmosios eilut s – 132 321 xxx  ir x3=2. Nesunku sitikinti, kad 
sprendini  sistema (1, 1, 2) tenkina lyg i  sistem .

1.2. Tiesini  lyg i  sistemos sprendimas atvirkštin s matricos metodu 

Tiesini  lyg i  sistem  (1.1) galima parašyti kaip matricin  lygt . Pažym j  sistemos matric
raide A, kintam j  stulpel  – raide x, laisv j  nari  stulpel  – raide b, gausime: 

A x = b.                 (1.4) 
Jei matrica A neišsigimusi, padaugin  lygt  (1.4) iš A-1, gausime A-1(Ax) = A-1 b arba

x = A-1 b.                (1.5)
Lygyb  (1.5) yra lyg i  sistemos sprendinio matricin  išraiška. 
Pavyzdžiui, lyg i  sistemos 

732

,023

,132

321

321

321

xxx

xxx

xxx

  matricin  lygtis tokia: 
7

0

1

3

2

1

2

1

3

1

3

2

3

2

1

x

x

x

.

Sistemos determinantas D =
321

213

132

 = 42, jo adjunktai A11 = 7, A12 =– 7,

A13 = 7, A21 = 11, A22 = 7, A23 =– 1, A31 = 5, A32 = 7, A33 = 11 ir atvirkštin

matrica A-1 =

42

11

42

1

42

7
42

7

42

7

42

7
42

5

42

11

42

7

. Tada 
7

0

1

42

11

42

1

42

7
42

7

42

7

42

7
42

5

42

11

42

7

3

2

1

x

x

x

. Sudaugin

matricas gausime 

.2
6

11
0

42

1

6

1

,1
6

7
0

6

1

6

1

,1
6

5
0

42

11

6

1

3

2

1

x

x

x

  Sprendiniai (x1, x2, x3) tenkina lyg i  sistem .

1.3. Kramerio formul s tiesini  lyg i  sistemoms spr sti

Dabar parašysime tiesini  lyg i  sistemos (1.1) sprendin  pasinaudodami Kramerio 
formul mis. Jei sistemos determinantas
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nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

D

...

............

...

...

21

22221

11211

              (1.4) 

nelygus nuliui (D=0), tai lyg i  sistema (1.1) turi vienintel  sprendin

,,...,, 2
2

1
1 D

D
x

D

D
x

D

D
x n

n           (1.5) 

kurio determinantai D1, D2, ..., Dn gaunami iš (1.6), pakeitus stulpel  su atitinkamo 
kintamojo koeficientais stulpeliu su laisvaisiais nariais. Pavyzdžiui,

nnnn

n

n

aba

aba

aba

D

...

............

...

...

1

2221

1111

2  . 

Pritaikysime Kramerio formules ir išspr sime anks iau nagrin t  lyg i  sistem  šiuo 
metodu:

732

,023

,132

321

321

321

xxx

xxx

xxx

.

Sistemos determinantas D ir determinantai, gaunami pakei iant atitinkam  lyg i  sistemos 
stulpel  laisv j  nari  stulpeliu, bus tokie: 

321

213

132

D ,
327

210

131

1D ,
371

203

112

2D ,
721

013

132

3D .

Suskai iav  determinantus, gausime sprendini  sistem

1
42

421
1 D

D
x , 1

42

422
2 D

D
x , 2

42

843
3 D

D
x ,

t.y. (1, 2, 3), kuri sutampa su kitais metodais gautais sprendiniais. 

1.4. Laboratorinio darbo Nr.1 pavyzdys. Maple programa

Tiesini  lyg i  sistem  sprendimas 

Tikslas: Parašyti programas ir, pasinaudojant kompiuterin s algebros paketu Maple, 
išspr sti tiesini  algebrini  lyg i  sistem  trimis skirtingais metodais. 

Užduotys: Išspr skite lyg i  sistem

6.3447.779.045.297.5

0.17935.517.616.980.8

0.15163.616.264.779.9

4.5241.714.824.8

4321

4321

4321

431

xxxx

xxxx

xxxx

xxx



36

1. Gauso kintam j  eliminavimo metodu. 
2. Atvirkštin s matricos metodu. 
3. Pasinaudojant Kramerio formul mis.

> restart; 
> with(linalg): 

> A:= matrix([[8.24, 0, -8.14, -7.41], [-9.79, -7.64, 2.16, 
6.63] ,[8.8, 9.16, 6.17, -5.35], [5.97, -0.45,0.79,7.47]]); # 
sudaromas dvimatis duomen  masyvas. Kiekviena masyvo eilut  apskliaudžiama laužtiniais 
skliaustais ir atskiriama nuo kit  kableliu. 

47.779.045.297.5

35.517.616.98.8

63.616.264.779.9

41.714.8024.8

:A

> B:=[-52.4,151.0,-179.0,-34.6]; # sudaromi vienma iai masyvai. Komanda 
„vektor“ šiuo atveju neb tina.

B := [-52.4, 151.0, -179.0, -34.6] 

> X1:=[x1,x2,x3,x4];
X1 := [x1, x2, x3, x4] 

> L:=concat(A,B); # concat (A1, A2, ... ) – sujungia matricas (horizontaliai) arba 
matricas su vektoriais (pastaruosius traktuoja kaip vektorius stulpelius). Gauname sistemos 
išpl st j  matric .

6.3447.779.045.297.5

0.17935.517.616.98.8

0.15163.616.264.779.9

4.5241.714.8024.8

:L

Gauso metodas 
> Ag:=gausselim(L); # gausselim(L) - Gauso kintam j  eliminavimo metodu gau-
nama „trikampio pavidalo matrica“. 

45.020.8000

73.2432.479.800

48.5751.1111.211.70

0.15163.616.264.779.9

:Ag

> AA:=submatrix(Ag,1..4,1..4); # submatrix (A,i..n,j..m) – išrenkame norim
mažesn  masyv  ( i..n eilu i  ir j..m stulpeli ). Išskiriame koeficientus prie kintam j .
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20.8000

32.479.800

51.1111.211.70

63.616.264.779.9

:AA

> BB:=col(Ag,5); # išskiriame koeficientus prie laisv j  nari .

    BB := [151.0, 57.48, -24.73, -0.45] 

> G:=geneqns(AA,X1,BB): # geneqns(AA,X1,BB) – iš koeficient , surašyt  masyve 
AA, kintam j  – masyve X1, ir laisv j  nari  – masyve BB sudaroma lyg i  sistema. 

>L1:=G[1]; L2:=G[2]; L3:=G[3]; L4:=G[4];
    L1 := -9.79 x1 - 7.64 x2 + 2.16 x3 + 6.63 x4 = 151.0 
    L2 := -7.11 x2 + 2.11 x3 + 11.51 x4 =57.48 
    L3 := 8.79 x3 + 4.32 x4 = -24.73 
    L4 := -8.20 9 x4 = -0.45 

> readlib(isolate); # iškvie iama proced ra „isolate“ ir išreiškiami paeiliui 
ieškomi nežinomieji. 

          proc(expr, x, n) ... end proc 

> x4:=rhs(isolate(L4,x4));
> x3:=rhs(isolate(L3,x3)); 
> x2:=rhs(isolate(L2,x2)); 
> x1:=rhs(isolate(L1,x1)); 

x4 := 0.055 
x3 := -2.84 
x2 := -8.84 
x1 := -9.12 

Atvirkštin s matricos metodas 
> A1:=inverse(A); # inverse(A) - surandama matricos A atvirkštin  matrica A1.

074.0114.0160.0122.0

0005.0170.0204.0060.0

021.0135.0285.0180.0

067.0065.0057.0071.0

:1A

> Xs:=multiply(A1,B); # multiply(A1,B) - sudaugin  atvirkštin  matric  su laisv j
nari  stulpeliu, gauname sprendin .

Xs := [-9.12, -8.84, -2.84, 0.055] 

> # panaudoj  ciklo komand , parašome kintam j  reikšmes 
> for i to 4 do
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  x||i:=Xs[i]
  od; 
             x1 := -9.12 
             x2 := -8.84 
             x3 := -2.84 
             x4 := 0.055 
> # cikl  galima užrašyti sud tingiau:
          for i from k by h to n do ... od; 

- ciklas bus pradedamas nuo skai iaus k, o did s ne vienetu, o dydžiu h. Ciklo komandos ar-
ba rašomos vienoje eilut je, arba keliamos  kit  „ne vykdant komandos“, t.y. nuspaudus 
„Shift“ paspaudžiama „Enter“.

Kramerio formuli  metodas 
> d0:=det(A); # suskai iuojamas matricos A determinantas.

d0 := -5015.942 
> for i to 4 do
  concat(submatrix(A,1..4,1..i-1),B,submatrix(A,1..4,i+1..4)): 
  d||i:=det(%) 
  od; 
> #panaudoj  ciklo komanda ir komanda „concat“ sudarome atitinkamas matricas ir 
suskai iuojame j  determinantus. 

47.779.045.26.34

35.517.616.90.179

63.616.264.70.151

41.714.804.52

47.779.06.3497.5

35.517.60.1798.8

63.616.20.15179.9

41.714.84.5224.8

            d1 := 45724.01750 
            d2 := 44334.81607 

47.76.3445.297.5

35.50.17916.98.8

63.60.15164.779.9

41.74.52024.8

6.3479.045.297.5

0.17917.616.98.8

0.15116.264.779.9

4.5214.8024.8

             d3 := 14246.87309 
             d4 := -275.16982 
> # naudodamiesi Kramerio formul mis surandame lyg i  sistemos sprendinius.

> for i to 4 do
  x||i:=d||i/d0 
  od; 
   x1 := -9.12 ;  x2 := -8.84;
   x3 := -2.84;   x4 := 0.055; 

> # kintamojo x indeksas i „x||i“ esant žemesnei versijai, pvz. 5 Maple, cikle rašomas 
kitaip – „x..i“. 
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1.5. Laboratorinio darbo Nr. 1 variantai 

Išspr skite lyg i  sistem :

1.

.2.73.58.845.232.14

,8.17.63.55.111.7

,8.62.132.143.85.5

,3.48.102.195.24.4

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

2.

.3.147.83.62.138.6

,3.33.24.126.37.5

,5.44.60.150.126.5

,4.88.142.142.32.8

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

3.

.7.147.57.237.125.8

,6.81.126.58.27.14

,5.53.43.61.136.6

,7.23.86.58.77.5

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

4.

.5.132.74.143.81.17

,7.78.83.45.84.6

,7.42.128.56.63.8

,8.25.153.62.148.3

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

5.

.4.238.57.157.83.14

,7.76.64.237.53.6

,6.55.45.57.68.8

,4.25.117.56.67.15

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

6.

.1.127.334.16.73.6

,6.87.124.73.84.5

,5.25.55.34.44.2

,5.151.142.231.123.4

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

7.

.3.78.237.68.86.5

,4.93.145.62.133.6

,6.61.24.52.144.23

,4.147.123.143.54.14

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

8.

.8.17.14.201.200.10

,9.11.54.47.73.3

,1.24.51.27.11.3

,1.31.23.10.107.1

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

9.

.0.102.51.43.11.7

,0.208.16.14.12.1

,0.197.15.13.41.1

,0.104.579.18.17.1

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

10.

.2.21.20.29.18.1

,7.48.49.40.51.5

,2.48.32.25.11.1

,5.64.63.62.61.6

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

* Laboratorinio darbo s lygoje rašomas gautos užduoties variantas ir atitinkama lyg i
sistema.

1.6. Laboratorinio darbo Nr. 1 kontroliniai klausimai 

1. Determinantas, jo savyb s (apibr žkite, paaiškinkite pavyzdžiais). 
2. Kaip skai iuojamas ketvirtosios eil s determinantas (paaiškinkite pavyzdžiu). 
3. Matrica (apibr žkite, paaiškinkite pavyzdžiais). 
4. Matric  sud tis ir daugyba iš skai iaus (apibr žkite, paaiškinkite pavyzdžiais). 
5. Matric  daugyba (apibr žkite, paaiškinkite pavyzdžiais). 
6. Atvirkštin  matrica (apibr žkite, paaiškinkite pavyzdžiu). 
7. Tiesini  lyg i  sistemos sprendimo Gauso metodu esm .
8. Tiesini  lyg i  sistemos sprendimo atvirkštin s matricos metodu esm .
9. Tiesini  lyg i  sistemos sprendimo naudojantis Kramerio formul mis esm .
10. Tiesini  lyg i  sistemos suderinamumo problemos (paaiškinkite pavyzdžiais). 
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2. ANALIZIN  GEOMETRIJA 

2.1. Vektoriai. Veiksmai su vektoriais 

Atkarpa su nurodyta kryptimi vadinama vektoriumi ir žymima BA  arba a .
Vektoriaus a  ir skai iaus m sandauga vadinamas vektorius b  = m a , turintis vektoriaus a
krypt  ( a 0), jei m > 0, arba priešing  krypt , jei m < 0. To vektoriaus ilgis lygus | a | ir  
m sandaugai, t.y. |b  |= m| a |. Vektori a , b , c ,..., l  suma vadinamas vektorius r , kuris 
jungia iš vektori  sudarytos laužtin s linijos pradži  ir gal . Iš vektori  sudaroma laužtin
linija taip, kad kiekvieno kito vektoriaus (d mens) pradžia sutampa su prieš tai einan io
vektoriaus galu. 

2.2. Dviej  vektori  skaliarin  sandauga 

Dviej  vektori  skaliarine sandauga vadinamas skai ius, lygus vektori  moduli
sandaugai, padaugintai iš kampo tarp j  kosinuso. Ji žymima 
               ( a ,b )=| a ||b |cos .                               (2.1) 

Skaliarin  sandauga, kai duotos vektori  koordinat s a  =[ x1, y1, z1], b =[x2, y2, z2]

arba a = x1 i + y1 j + z1 k , b = x2 i + y2 j + z2 k , atrodys taip:

               ( a b ) = x1x2 + y1y2 + z1z2,                     (2.2) 
t.y. skaliarin  sandauga lygi vienvardži  koordina i  sandaug  sumai. 

2.3. Dviej  vektori  vektorin  sandauga 

Vektori a  ir b  vektorine sandauga vadinamas vektorius c , kurio modulis lygus 

| c |=| a ||b | sin ; ia  – kampas tarp vektori a  ir b . Vektorius c  statmenas plokštu-

mai, kurioje yra vektoriai a  ir b , ir nukreiptas taip, kad ži rint iš vektoriaus c  galo vekto-

ri a  reikia sukti prieš laikrodžio rodykl  iki jo sutapimo su vektoriumi b . Vektorin  vek-

tori a  ir b  sandauga žymima [ a b ].
Vektorin  sandauga koordinat mis

[ a b ]= )()( 222111 kzjyixkzjyix =

kxyyxjzxxziyzzy )()()( 212121212121    (2.3)
arba

222

111

zyx

zyx

kji

ba . (2.4)

Iš ia išplaukia, kad atstojamojo vektoriaus c =[x, y, z] koordinat s bus tokios: 

22

11

zy

zy
x ; y= 

22

11

zx

zx
;  z=

22

11

yx

yx
.

2.4. Parametrin , kanonin  ir bendroji ties s lygtys erdv je

Parametrin  ties s lygtis bus tokia: 
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.

,

,

0

0

0

ptzz

ntyy

mtxx

(2.5)

ia x0, y0,, z0 yra taško, per kur  eina ieškomoji ties , koordinat s, o m, n, p yra vektoriaus, 
lygiagretaus šiai tiesei, koordinat s s = [m, n, p].
Išreišk  iš (2.5) sistemos kiekvienos lygties parametr  t ir sulygin  turimas išraiškas, 
gausime kanonines ties s lygtis:

p

zz

n

yy

m

xx 000  .                   (2.6) 

Ties  erdv je gaunama susikertant dviems plokštumoms, tod l gali b ti užrašoma dviej
nelygiagre i  plokštum  lygtimis: 

.0

,0

2222

1111

DzCyBxA

DzCyBxA
                   (2.7) 

Jei dvi plokštumos susikerta, tai j  normal s vektoriai n1=[A1,B1,C1] ir n2 =[A2,B2,C2] ne-
kolinear s, t.y. j  atitinkamos koordinat s n ra proporcingos. Iš lyg i  sistemos (2.7), tin-
kamai parink  vien  koordinat , gal sime surasti likusias dvi ir nustatyti ties s taškus. 

1 pavyzdys. Parašykime ties s
0523

,0723

zyx

zyx
 kanonin  lygt .

Sprendimas. Tarkime, z0=0, tada ši lygtis bus tokia 
53

,73

00

00

yx

yx
,

x0 2, y0 1 ir vieno ties s taško koordinat s yra M1(2, 1, 0).
Vektori , statmen  susikertan ioms plokštumoms, koordinat s žinomos: 1n =[3, 1, 2], 
n2 =[1, 3,–2]. Tada vektoriaus, kolinearaus ieškomai tiesei, koordinat s bus: 

231

213

kji

s  = (m, n, p) ir m = –8 n = 8 p = 8. 

Gavome kanonin  ties s lygt : .
88

1

8

2 zyx

2.5. Antrosios eil s kreivi  užrašymas kanoniniu pavidalu 

Nagrin sime antrosios eil s kreiv s lygt  bendruoju pavidalu: 
0222 332313

2
2212

2
11 ayaxayaxyaxa .          (2.8)

Atlikus koordina i  pakeitim
10

10 ,

yyy

xxx
ir perk lus koordina i  pradžios tašk  krei-

v s simetrijos centr  (x0, y0), koeficientai prie antrojo laipsnio nari 11
2
1

2
1 ,, yxyx  nepasikei-

ia, o lygtis (2.8) supaprast ja:
02 1

33
2
1221112

2
111 ayayxaxa .                               (2.9)

Koeficiento 1
33a ir simetrijos centro koordina i  išraiškos bus tokios: 



42

D

aa

aa

aaa

aaa

aaa

a

2212

1211

332313

232212

131211

1
33 ,

2212

1211

2322

1312

0

aa

aa

aa

aa

x ,

2212

1211

1223

1113

0

aa

aa

aa

aa

y .         (2.10) 

Jei kreiv  neturi simetrijos centro (determinantas (2.10) formuli  vardiklyje lygus nuliui), 
tada aprašytas pakeitimas neatliekamas. 
Norint panaikinti formul je (2.9) antr j  nar  2a12x1y1, atitinkamai pasukamos koordina i
ašys.. Atlikus aprašyt  koordina i  transformacij , lygyb  (3.9) atrodys taip: 

D
yx 2

22
2
21 ;                        (2.11) 

ia 1  ir 2  – charakteringosios lygties

0)( 2
1222112211

2

2212

1211 aaaaa
aa

aa

šaknys. Ištirsime lygties (2.11) sprendinius. Iš Vijetos teoremos išplaukia  = a11+a22

ir = 02
122211 Daaa . Galimi trys atvejai:

1. Tarkime, ir ženklai sutampa (pvz., abi lygties (2.11) šaknys teigiamos),
 D=  >0. Jei  <0, lygtis apibr žia elips

1

2

2
2

1

2
2

D

y

D

x
.                       (2.12) 

Kai  = 0, lygtis (2.11) apibr žia vienintel  tašk x2 = 0, x1 = 0.
Kada  > 0, (2.11) lygties netenkina jokios realios x1, x2 reikšm s, t.y. ji apibr žia menam
elips .
2. Tarkime, ir yra skirting  ženkl , t.y. D =  < 0 (tarkim, <0).
Jei > 0, tai (2.11) lygtis apibr žia hiperbol

1

2

2
2

1

2
2

D

y

D

x
.                     (2.13) 

Kai < 0, kreiv  taip pat hiperbol , tik realioji bus ne x ašis, o y ašis. Jei = 0, lygtis (2.11) 
atrodys taip:

02
22

2
21 yx .

Ši  lygt  išskaid  dauginamaisiais ir kiekvien  iš ši  dauginam j  prilygin  nuliui, gausime 
dviej  susikertan i  tiesi  lygtis. 
2 pavyzdys. Parašykite kreiv s lygt 5x2 –4xy +2y2 –4x –8y +16 = 0 kanoniniu pavidalu.
Sprendimas. Lygties koeficientai yra tokie:
             a11 = 5, a12 = –2, a22 = 2, a13 = –2, a23 =–4, a33 = 16.
Tada D = 2

122211 aaa = 5 2 2 62( ) ,

24

1642

422

225

332313

232212

131211

aaa

aaa

aaa

.
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Charakteristin  lygtis (2.11) šiuo konkre iu atveju bus tokia: ir

Kadangi D>0, o  0 ir lygties šaknys teigiamos, tai nagrin jama
kreiv  bus elips . Jos lygtis tokia:

1
32

)(

4

)( 2/2/ yx
.

Simetrijos centro koordinat s bus 4
6

42

25

;2
6

24

22

00 yx , t.y. O1 (2,4). 

2.6. Laboratorinio darbo Nr. 2 pavyzdys. Maple programa

Analizin s geometrijos uždavini  sprendimas
naudojantis Maple

Tikslas: Išmokti braižyti dvima ius ir trima ius grafikus pasinaudojant kompiuterin s algeb-
ros paketo Maple galimyb mis.
Užduotys: 1. Parašykite kreiv s kanonin  lygt , nubr žkite jos grafik :

.0919682362429 22 yxyxyx
2. Parašykite bendr j  ties s lygt  kanoniniu pavidalu, nubr žkite j :

.0323

,0723

zyx

zyx

3. Apskai iuokite vektori ).2,1,3();2,1,2();1,2,3( cba  sum . Suraskite iš j

sudarytos laužtin s ilg , nubr žkite laužtin . Apskai iuokite vektori );2,1,2();1,2,3( ba

skaliarin  ir vektorin  sandaugas.

> restart; # pirmoji užduotis 
> with(plots):with(linalg): # iškvie iame braižymo ir tiesin s algebros paketus 
> D2:=array([[a11,a12,a13],[a12,a22,a23],[a13,a23,a33]]); # 
sukuriame dvimat  masyv

332313

232212

311211

2

aaa

aaa

aaa

D

> D1:=concat(submatrix(D2,1..2,1..2)); # sudarin jame reikiamas dvimates 
matricas
  Dx:=concat(submatrix(D2,1..2,2..3)); 
  Dy:=concat(submatrix(D2,1..2,3..3),submatrix(D2,1..2,1..1)); 

2212

1211
1

aa

aa
D

2322

1312

aa

aa
Dx

1223

1113

aa

aa
Dy

> a11:=29:a12:=-12:a22:=36:a13:=41:a23:=-48:a33:=-91: # priskiriame
kreiv s koeficient  reikšmes
> L:=a11*x^2-2*(-a12)*x*y+a22*y^2+2*a13*x-2*(-a23)*y-(-a33)=0; # 
užrašome nagrin jamos kreiv s lygt :
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0919682362429: 22 yxyxyxL .

> br1:=plots[implicitplot](L,x=-4..2,y=-2..4,color=black): # 
sukuriame neišreikštin s funkcijos br žin
> a331:=-det(D2)/det(D1); # surandame laisvojo nario (po kintam j  pakeitimo) 
ir simetrijos centro koordinates 
> X0:=det(Dx)/det(D1); 
> Y0:=det(Dy)/det(D1); 

a331 := 180   X0 := -1   Y0 := 1 

> L1:=x1^2-(a11+a22)*x1+det(D1)=0; # parašome charakteristin  lygt  ir j
išsprendžiame:

09001651:1 2 xxL .

> spr:=[solve(L1,x1)]; 
spr := [45, 20] 

> x1:=spr[2];x2:=spr[1]; # priskiriame sprendinius
          x1 := 20     x2 := 45 

> L2:=x^2/(a331/x1)+y^2/(a331/x2)=1; # parašome kreiv s lygt  kanononiu 
pavidalu:

1
49

:2
22 yx

L .

> br2:=plots[implicitplot](L2,x=-3..3,y=-2..2,color=black):
> br3:=plot([[X0,Y0]],style=point,color=black):
> display(br1,br2,br3,scaling=constrained); # braižome visus paruoštus 
br žinius kartu: lygtis L pastumta ir pasukta kreiv , L2 – kreiv s simetrijos centras sutampa 
su koordina i  pradžia. 

> restart; # antroji užduotis
> with(linalg):with(plots): 
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> a:=vector(3,[3,-2,1]); b:=vector(3,[2,1,2]); c:=vector(3,[3,-
1,-2]); # užrašome vektorius

a := [3, -2, 1]     b := [2, 1, 2]      c := [3, -1, -2] 
> dotprod(a,b); # vektori  skaliarin  sandauga
                 6 
> crossprod(a,b); # vektori  vektorin  sandauga
               [-5, -4, 7] 
> d:=evalm(a+b); # sudedame vektorius
  r:=evalm(a+b+c);

d := [5, -1, 3]       r := [8, -2, 1] 

> ilgis:=evalf(norm(a,2))+evalf(norm(b,2))+evalf(norm(c,2)); # operatori  ||:
ilgis := 10.48 

> br1:=spacecurve([[0,0,0],[3,-2,1],[5,-1,3],[8,-
,1]],axes=normal,
    color=black,orientation=[60,60]): # paruošiame trima ius br žinius
> br2:=spacecurve([[0,0,0],[8,- 2,1]],axes=normal, 
    color=red,orientation=[60,60]): 
> display3d(br1,br2); # br žiame tris vektorius (ištisin s ties s) ir atstojam j  vek-
tori  (br kšnin  ties ) viename br žinyje

> ilgis_r:=evalf(norm(r,2)); # apskai iuojame atstojamojo vektoriaus ilg :

ilgis_r := 8.31 
> restart; # tre ioji užduotis
> with(linalg): 
> a:=array([[3,-1,2],[1,3,-2]]); 

231

213
:a

> m1:=submatrix(a,1..2,1..2); 
 n1:=submatrix(a,1..2,2..3); 
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 p1:=concat(submatrix(a,1..2,1..1),submatrix(a,1..2,3..3)); 

31

13
:1m

23

21
:1n

21

23
:1p

> m:=det(m1);n:=det(n1);p:=det(p1); 

m := 10       n := -4     p := -8 
> X1:=[x,y];B:=vector(2,[7,-3]); 

X1 := [x, y]      B := [7, -3] 

> G:=geneqns(m1,X1,B); 
G := {3 x - y = 7, x + 3 y = -3} 

> L:={G[1],G[2]}; 
L := {3 x - y = 7, x + 3 y = -3} 

> spr:=solve(L,{x,y}); 
spr := {x = 9/5, y = -8/5} 

> x0:=rhs(spr[1]);y0:=rhs(spr[2]);z0:=0; 

x0 := 9/5       y0 := -8/5       z0 := 0 

kanonin  lygtis tokia: 

84

6.1

10

8.1 zyx

2.7. Laboratorinio darbo Nr. 2 variantai 

1 variantas

1. Apskai iuokite vektori  sum , skaliarin  ir vektorin  sandaugas. Nustatykite iš j
sudarytos laužt s ilg :

).2,1,3();2,1,2();1,2,3( cba
2. Parašykite bendr j  ties s lygt  kanoniniu pavidalu, nubr žkite j :

.023

,0632

zyx

zyx

3. Parašykite kreiv s kanonin  lygt , nubr žkite jos grafik :
.0131423103 22 yxyxyx

2 variantas

1. Apskai iuokite vektori  sum , skaliarin  ir vektorin  sandaugas. Nustatykite iš j
sudarytos laužt s ilg :

).3,4,5();1,2,1();4,2,3( cba
2. Parašykite bendr j  ties s lygt  kanoniniu pavidalu, nubr žkite j :
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.12

,62

zyx

zyx

3. Parašykite kreiv s kanonin  lygt , nubr žkite jos grafik :
.02246464251425 22 yxyxyx

3 variantas

1. Apskai iuokite vektori  sum , skaliarin  ir vektorin  sandaugas. Nustatykite iš j
sudarytos laužt s ilg :

).3,4,5();4,9,7();4,2,3( cba
2. Parašykite bendr j  ties s lygt  kanoniniu pavidalu, nubr žkite j :

.01832

,053

zyx

zyx

3. Parašykite kreiv s kanonin  lygt , nubr žkite jos grafik :
.028122867 22 yxyxyx

4 variantas

1. Apskai iuokite vektori  sum , skaliarin  ir vektorin  sandaugas. Nustatykite iš j
sudarytos laužt s ilg :

).3,4,5();4,9,7();1,2,1( cba
2. Parašykite bendr j  ties s lygt  kanoniniu pavidalu, nubr žkite j :

.015

,02

zyx

zyx

3. Parašykite kreiv s kanonin  lygt , nubr žkite jos grafik :
.0139184212414 22 yxyxyx

5 variantas

1. Apskai iuokite vektori  sum , skaliarin  ir vektorin  sandaugas. Nustatykite iš j
sudarytos laužt s ilg :

).1,3,6();4,3,2();5,4,2( cba
2. Parašykite bendr j  ties s lygt  kanoniniu pavidalu, nubr žkite j :

.0543

,0322

yx

zyx

3. Parašykite kreiv s kanonin  lygt , nubr žkite jos grafik :
.0182042011 22 yxyxyx

6 variantas

1. Apskai iuokite vektori  sum , skaliarin  ir vektorin  sandaugas. Nustatykite iš j
sudarytos laužt s ilg :

).4,8,6();5,7,4();3,1,2( cba
2. Parašykite bendr j  ties s lygt  kanoniniu pavidalu, nubr žkite j :
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.0322

,01326

zyx

zyx

3. Parašykite kreiv s kanonin  lygt , nubr žkite jos grafik :
.0919682362429 22 yxyxyx

7 variantas

1. Apskai iuokite vektori  sum , skaliarin  ir vektorin  sandaugas. Nustatykite iš j
sudarytos laužt s ilg :

).1,3,5();2,1,2();5,3,2( cba
2. Parašykite bendr j  ties s lygt  kanoniniu pavidalu, nubr žkite j :

.0532

,0427

zyx

zyx

3. Parašykite kreiv s kanonin  lygt , nubr žkite jos grafik :
.050112016249 22 yxyxyx

8 variantas

1. Apskai iuokite vektori  sum , skaliarin  ir vektorin  sandaugas. Nustatykite iš j
sudarytos laužt s ilg :

).2,1,3();2,1,2();1,2,3( cba
2. Parašykite bendr j  ties s lygt  kanoniniu pavidalu, nubr žkite j :

.0323

,0723

zyx

zyx

3. Parašykite kreiv s kanonin  lygt , nubr žkite jos grafik :
.0919682362429 22 yxyxyx

2.8. Laboratorinio darbo Nr.2 kontroliniai klausimai 

1. Vektori  suma, skirtumas, sandauga iš skai iaus.
2. Vektoriaus projekcija  vektori .
3. Vektori  skaliarin  sandauga, jos išraiška koordinat mis.
4. Vektori  vektorin  sandauga, jos išraiška koordinat mis
5. Ties s kanonin  lygtis. 
6. Ties s parametrin  lygtis. 
7. Bendroji plokštumos lygtis. 
8. Bendroji antrosios eil s kreiv s lygtis. 
9. Elips s kanonin  lygtis. 
10. Hiperbol s kanonin  lygtis. 
11. Parabol s kanonin  lygtis. 
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3. DIFERENCIALINIO SKAI IAVIMO PANAUDOJIMAS 

3.1. Funkcijos išvestin s s voka

Funkcijos išvestin  apib dina funkcijos kitimo greit .
Mechanin  išvestin s prasm . Tarkime, materialusis taškas juda teigiama Ox ašies kryptimi ir 
x = S(t) – jo jud jim  aprašanti funkcija. Dar vienas jud jim  apib dinantis dydis – viduti-
nis greitis, kuris užrašomas taip: 

t

S

t

tSttS
vvid

)()( 00 ,

t.y. vidutinis greitis lygus keliui, nueitam per laik t. Jei jud jimas netolyginis ir greitis kei-
iasi, tai vidutinis greitis jau netiksliai apib dina materialaus taško jud jim . Nat ralu vesti

kit  grei io s vok , kuri pakei ia vidutin  greit , kai t pokytis labai mažas: 

t

S
vv

t
vid

t 00
limlim .

Šiuo atveju vidv  vadinamas momentiniu grei iu v, arba tiesiog grei iu.
Dabar apibr šime išvestin . Nagrin sime funkcij y = f(x), apibr žt  aib je X. Tarkime, 
funkcijos argumento reikšm  yra x = x0 ir taške x0 funkcija yra tolydin . Jei imsime nedidel
argumento pokyt x = x0+ x ( 0x ), tai gausime atitinkam  funkcijos pokyt y = 

f(x0+ x) – f(x0). Santykis 
x

y
 bus vidutinis funkcijos kitimo greitis, kai jos argumentas kinta 

intervale [x0, x0+ x]. Kaip ir grei io apskai iavimo atveju nagrin sime rib , kai 0xx .
Apibr žimas. Funkcijos f(x) išvestine taške x0 vadinsime skai i

0

0 )()(
lim

0 xx

xfxf
xx

(jei tokia riba egzistuoja). Ji žymima simboliais: )(xf  arba xy . Taigi

)( 0xf
0

0 )()(
lim

0 xx

xfxf
xx

.               (3.1) 

vairiuose funkcijos apibr žimo srities taškuose išvestin s reikšm s bus vairios. Taigi išves-
tin  savo ruožtu galima traktuoti kaip nauj  funkcij .
Geometrin  išvestin s prasm . Sakykime, kreiv L apibr žta lygtimi y = f(x), o taškai M(x0,
y0) ir M(x, y)  yra kreiv s L taškai ( x0, x X, ia X – funkcijos y = f(x) apibr žimo sritis ir y0

= f(x0), y = f(x), žr. 3.1 pav. ).

M

M0

X0 x x0

y0

y y0 +

3.1 pav. 

Smail j  kamp , kur  kreiv s L kirstin MM0

sudaro su Ox ašimi, pažym sime (x0, x).
Kreiv s liestine taške M0 vadinsime ties , einan i
per š  tašk , kurios kampas su x ašimi lygus

)(lim ,0
0

xx
xx

. Tada 

0
0

0

( ) ( )
tg ( , )

f x f x
x x

x x
.
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Pažym j ),(lim 0

0

0 xx
xx

, gausime: 

0 0

0
0 0 0

0

( ) ( )
tg lim tg ( , ) lim ( )

x x x x

f x f x
x x f x

x x
.

Taigi, jei egzistuoja kreiv s y=f(x) liestin  taške M(x0, y0), tai egzistuoja ir funkcijos išvesti-
n  tame taške ir 

)( 0xf = tg .                   (3.2) 
Pasir m  geometrine išvestin s prasme, galime parašyti kreiv s y=f(x) liestin s lygt  bet ku-
riame šios kreiv s taške M(x0, y0) (jei tik liestin  egzistuoja), t.y. lygt  ties s, einan ios per 
tašk M(x0, y), kurios krypties koeficientas k = tg  = )( 0xf , apskai iuojamas iš lygties 
(3.2). Ji yra tokia: 

y–y0 = k (x–x0).

1 pavyzdys. Parašykime parabol s y = x2 liestin s taške M0(3, 9) lygt .
Sprendimas. Suraskime funkcijos išvestin xy 2  ir )3(f =6. Dabar galime parašyti liesti-
n s lygt :

y – 9 = 6 (x – 3) arba y = 6x – 9. 
Išvestin s suradimo operacija vadinama funkcijos diferencijavimu.

3.2. Diferencijavimo taisykl s

Jei funkcijos f(x) ir g(x) yra diferencijuojamos taške 0x  ir c  R, tai funkcijos c f , f + g,

gf  ir 
g

f
 (jei 0)( 0xg ) yra diferencijuojamos taške 0x  ir:

1. 00 ).(xfc)(x)f(c

2. ).()()()( 000 xgxfxgf

3. ).()()()()()( 00000 xgxfxgxfxgf

4.
)(

)()()()(
)(

0
2

0000
0 xg

xgxfxgxf
x

g

f
.

3.3. Elementari j  funkcij  išvestini  lentel

Pateikiame elementari j  funkcij  išvestini  s raš :
1. 1)( nn nxx ;
2. aaa xx ln)( ;. .2 xx ee )( ;

3.
ax

xa ln

1
)(log ; .3

x
x

1
)(ln ;

4. xx cos)(sin  5. xx sin)(cos ;

6.
2

1
(tg )

cos
x

x
 ;             7. 

2

1
(ctg )

sin
x

x
;

8.
2

1
(arcsin )

1
x

x
 ;     9. 

2

1
(arccos )

1
x

x
;

10.
2

1
(arctg )

1
x

x
;       11. 

2

1
(arcctg )

1
x

x
;
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3.4. Diferencialinio skai iavimo taikymas funkcijoms tirti ir j  grafikams braižyti

1) Funkcijos did jimo (maž jimo) intervalai. 
1 teorema. Kad intervale (a, b) diferencijuojama funkcija b t  did janti (maž janti), b tina
ir pakankama, kad jos išvestin  b t  neneigiama (neteigiama) visuose intervalo (a, b) taš-
kuose.

2) Lokalieji ekstremumai. 

Y

Xa bx x x
0 1 2

3.2 pav. 

Lokaliojo maksimumo ir lokaliojo minimumo taškai vadinami ekstremum  taškais. 3.2 pav. 
parodyti ekstremum  taškai: ia x0 ir x2 yra lokaliojo maksimumo, o x1 – lokaliojo minimu-
mo taškai. Tokie taškai, kuriuose funkcijos pirmoji išvestin  lygi nuliui, vadinami ypatingai-
siais, arba stacionariaisiais, taškais. 
2 teorema. (B tina funkcijos ekstremumo s lyga). Jei diferencijuojama taško x0 aplinkoje 
funkcija f(x) turi ekstremum  taške x0, tai šios funkcijos pirmoji išvestin  šiame taške yra ly-
gi nuliui. 
3 teorema. (Pakankama funkcijos ekstremumo s lyga). Tarkim funkcija f(x) diferencijuoja-
ma taško x0 aplinkoje x  (x0 , x0+ ) ir ada, jei )(xf >0 ( )(xf <0), kai x  (x0– ,
x0), ir )(xf )<0 ( )(xf >0), kai x  (x0, x0+ ), tai šis taškas yra funkcijos f(x) lokaliojo 
maksimumo (minimumo) taškas.
Be rodymo parašysime toki  bendresn  teorem  apie pakankamas funkcijos ekstremumo 
egzistavimo s lygas.
4 teorema. Tarkime, kad taško x0 aplinkoje x  (x0 – , x0 + ) ir egzistuoja funkcijos
f(x) išvestin s iki n – osios eil s imtinai ir pirmosios f/(x0) = f//(x0) = ... = f(n-1)(x0) = 0 lygios 
nuliui, o  f(n)(x0) 0, tada: 
1. Jei n yra lyginis skai ius ir f(n)(x0) > 0, tai x0 yra funkcijos f(x) minimumo taškas. 
2. Jei n yra lyginis skai ius ir f(n)(x0) < 0, tai x0 yra funkcijos f(x) maksimumo taškas. 
3. Jei n yra nelyginis skai ius, tai taške x0 funkcijos f(x) ekstremumo n ra.

3) Funkcijos iškilumas. 
Žinant funkcijos išvestines, galima surasti funkcijos did jimo arba maž jimo intervalus, bet 
šito nepakanka br žiant funkcijos grafik  – reikia nustatyti funkcijos iškilumo intervalus.
5 teorema. Jei funkcija f(x) intervale (a, b) yra dukart diferencijuojama ir )(xf ) < 0    
( )(xf  > 0 ), kai x  (a, b), tai funkcijos grafikas tame intervale yra iškiloji aukštyn (žemyn) 
funkcija.

Apibr žimas. Taškas x0  (a, b) vadinamas
funkcijos f(x) lokaliojo maksimumo tašku, jei yra 
tokia to taško aplinka x  (x0- , x0+ ) ir x  x0,
kad f(x)  f(x0) visiems x  (x0- , x0+ ). Jei f(x)

 f(x0), tai šis taškas bus lokaliojo minimumo 
taškas.
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4) Funkcijos grafiko asimptot s.
Jei funkcijos apibr žimo sritis yra baigtin , tai jos grafik  galima br žti suradus šioje srityje 
baigtin  tašk  skai i  ir juos sujungus tolydine kreive. Jei funkcijos apibr žimo sritis begali-
n , tai reikia ištirti funkcijos grafiko eig , kai argumento reikšm s art ja  begalyb . Gali-
mas atvejis, kad kai x  funkcijos grafikas art ja prie tam tikros ties s, vadinamos 
asimptote.
Apibr žimas. Ties y = kx + b vadinama funkcijos f(x) grafiko asimptote, jei funkcij  gali-
ma išreikšti formule

   f(x) = kx + b + (x), (3.3)
ai k ir b – baigtiniai dydžiai, o (x) yra nykstamoji funkcija, kai x .

6 teorema. Kad funkcijos f(x) grafikas tur t  asimptot , b tina ir pakankama, kad egzistuo-
t  tokios baigtin s ribos: 

k
x

xf

x

)(
lim        ir bkxxf

x
))((lim .      (3.4) 

2 pavyzdys. Raskime funkcijos 2arctgy x x grafiko asimptotes. 
Sprendimas. Funkcijos apibr žimo sritis – visa reali j  skai i  aib x  (– ; + ), tod l
reikia tirti funkcijos grafiko pob d , kai x . Pasinaudoj  išraiškomis (3.4), gausime: 

1 2

2arctg arctg 1
lim 1 2 lim 1 2 lim 1

1x x x

x x x
k

x x x
,

1 lim ( 2arctg ) 2 lim arctg 2
2x x

b x x x x .

Vienos iš asimpto i  išraišk  gavome toki :
y = x – .

Pakartoj  skai iavimus, kai x – , gausime antrosios asimptot s išraišk :
y = x + 

Apibr žimas. Ties x = a vadinama funkcijos f(x) grafiko vertikali ja asimptote, jei bent 
viena iš vienpusi  rib  yra begalin , t.y. 

)(lim
0

xf
ax

    arba
0

lim ( )
x a

f x .

3 pavyzdys: Raskite funkcijos 
2

1
)(

x
xf  vertikali j  asimptot .

Sprendimas. Vertikalioji asimptot  bus ties x = 2, nes esant šiai x reikšmei abi vienpus s
ribos yra begalin s:

2

1
lim

02 xx
   ir

2

1
lim

02 xx
 . 

5) Bendroji funkcijos tyrimo schema. 
Si lome toki  funkcijos tyrimo ir jos grafiko braižymo schem :
1. Surasti funkcijos apibr žimo srit , tr kio taškus ir nustatyti j  pob d .
2. Surasti funkcijos asimptotes. 
3. Išsiaiškinti funkcijos lyginum , nelyginum  (braižant grafik  pasinaudoti jo simetrijos 
elementais), periodiškum .
4. Surasti funkcijos ekstremum  taškus, intervalus, kuriuose jos grafikas yra iškiloji aukštyn 
ar žemyn kreiv , vingio taškus. 
5. Rasti grafiko susikirtimo su koordina i  ašimis taškus. 
Jei pasižym jus visus surastus taškus yra viet , kur grafiko eiga neaiški, reikia papildomai 
apskai iuoti kelet  funkcijos reikšmi  tuose intervaluose. 
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4 pavyzdys. Ištirti funkcij
1

)(
2

x

x
xf  ir nubraižyti jos grafik .

Sprendimas. 1. Funkcija apibr žta visoje reali j  skai i  aib je, išskyrus tašk x = –1, kuria-
me funkcijos vardiklis lygus nuliui, t.y. x  (– ; –1) (–1;+ ). Taškas x = –1 yra antros 
r šies tr kio taškas, nes šiame taške funkcijos reikšm  neapr žta.
2. Vertikaliosios asimptot s lygtis x = –1, nes šiame taške funkcijos ribos iš kair s ir iš deši-
n s yra begalin s:

1
lim

2

01 x

x
x

   ir
1

lim
2

01 x

x
x

.

Surasime funkcijos grafiko asimptot :

1
1

lim
)(

lim
x

x

x

xf
k

xx
, 1

1
lim

1
lim))((lim

2

x

x
x

x

x
kxxfb

xxx
.

Taigi asimptot s lygt  gavome toki : y = x – 1. 
3. Funkcija yra nei lygin , nei nelygin , neperiodin .
4. Funkcijos išvestin s atitinkamai lygios: 

2)1(

)2(
)('

x

xx
xf  ir

3)1(

2
)(

x
xf .

Y

X-1
-2

-3

-4

0-1-2 1 2

              3.3 pav. 

5. Taške x = 0 funkcijos grafikas lie ia x-s  aš , nes tai minimumo taškas. 
Visi gauti rezultatai parodomi funkcijos grafike (3.3 pav.). 

3.5. Teiloro formul

Teorema 7. Jei funkcija f(x) yra bet kokia n+1 kart  diferencijuojama funkcija taško x0

aplinkoje, ji gali b ti išreiškiama tokia formule: 

f(x)=f(x0)+ 0'( )

1!

f x
(x–x0)+ 0''( )

2!

f x
(x–x0)2+ 0'''( )

3!

f x
(x–x0)3+...+

f x

n

n( ) ( )

!
0 (x–x0)n+rn(x);   (3.5) 

ia skai iai
f x

n

n( ) ( )

!
0    vadinami funkcijos f(x) Teiloro koeficientais, o

                      rn(x)=
)!1(

)()1(

n

f n

(x–x0)n+1                           (3.6) 

yra Teiloro formul s (3.5) liekamasis narys,  ( x, x0). Kai x0 = 0, formul  (3.5) vadinama 
Makloreno formule. Liekamasis narys (3.6) nusako aproksimuojant funkcij f(x) Teiloro 
polinomu darom  paklaid , t.y. šis narys turi b ti mažesnis už konkre iam atvejui leistin

Antroji išvestin  nei viename taške nelygi nuliui. Ji 
teigiama, kai x > –1 (funkcijos grafikas srityje x  (- ; -
1) iškilas aukštyn) ir neigiama, jei x < –1 (funkcijos
grafikas srityje x  (–1;+ ) iškilas žemyn). Pirmoji 
išvestin  lygi nuliui, kai x = 0 (minimumo taškas, nes 
antroji išvestin  teigiama) ir x = –2 (maksimumo taškas, 
nes antroji išvestin  neigiama).
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paklaid . Teiloro formul  pla iai naudojama praktikoje aproksimuojant diferencijuojamas 
funkcijas.
5 pavyzdys. Suskai iuoti skai i e  keturi  ženkl  po kablelio tikslumu. 
Sprendimas. Nagrin sime funkcij f(x) = ex. Nustatysime šios funkcijos reikšm  ir išvestines 
taške x0= 0.

,)( xexf 1)0(f ;
( ) ,xf x e 1)0(f

,)( xexf 1)0(f ;
......................................

,)()( xn exf 1)0()(nf .
Dabar pasinaudoj  formule (3.5) ( 00x ) gausime: 

)(
!

...
!2!1

1
2

xr
n

xxx
e n

n
x , rn(x)=

)!1(

)()1(

n

f n

e

Jei šioje išraiškoje x = 1, tai gausime skai iaus e reikšm :

)1(
!

1
...

!2

1

!1

1
1 nrn

e .

Liekamasis narys konverguoja, nes  f(n)( ) = e  < 3 (  (0,1) ). Norim  tikslum  pasieksi-

me, jei 0001,0
)!1(

3

n
. Atlik  skai iavimus gausime n = 7. Tada 

7183,2
!7

1
...

!2

1

!1

1
1e .

Priminsime, kad e =2,71822… Matome, jog gavome reikiam  tikslum .

3.6. Laboratorinio darbo Nr. 3 pavyzdys. Maple programa 

Diferencialinio skai iavimo taikymas

Tikslas: Išmokti ištirti funkcijas, nubr žti j  grafikus, norimu tikslumu apskai iuoti funkcij
apytiksles reikšmes pasinaudojant kompiuterin s algebros paketu Maple. 
Užduotys: 1. K nas juda pagal d sn 25.12sin5.0)( ttts ; ia s matuojamas metrais, t – se-

kund mis. Apskai iuokite k no jud jimo greit  ir pagreit  laiko momentu 
3

t .

Nubraižykite k no jud jimo grei io ir pagrei io kitimo grafik .
2. Atlikite bendr  funkcijos tyrim  ir nubr žkite jos grafik :

42

3

x

x
y .

3. Naudodamiesi Teiloro formule apskai iuokite 0,00001 tikslumu funkcijos )25cos( 0

reikšm .

> restart; # I užduotis
> s:=t->0.5*sin(2*t)+1.5*t^2;

2: 0.5sin(2 ) 1.5s t t
> v:=D(s);  # užrašomas k no greitis

: 1.0cos(2 ) 3.0v t t t
> a:=D(v);  # užrašomas k no pagreitis
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: 2.0sin(2 ) 3.0a t t
> evalf(v(Pi/3)); # apskai iuojamas k no greitis pasirinktu laiko momentu

2.641592654
> evalf(a(Pi/3)); # apskai iuojamas k no pagreitis pasirinktu laiko momentu

1.267949192
> plot(v(t),t=0..2*Pi); # grei io kitimo grafikas

> plot(a(t), t=0..2*Pi); # pagrei io kitimo grafikas 

> restart; # II užduotis
> f:=x->x^3/(x^2-4); 

3

2
:

4

x
f x

x
> # braižome funkcijos grafik
> with(plots): 
> plot(f(x),x=-10..10,y=-10..10,numpoints=10000); 

> # funkcijos apibr žimo sritis: visi realieji skai iai, išskyrus -2 ir 2 
> # randame funkcijos asimptotes(užrašius komand  didži ja raide gaunamas tekstas) 
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> Limit(f(x),x=-2,left)=limit(f(x),x=-2,left); 
3

2( 2)
lim infinity

4x

x

x
> Limit(f(x),x=-2,right)=limit(f(x),x=-2,right); 

3

2( 2)
lim infinity

4x

x

x
> # ties  x = -2 yra vertikalioji asimptot
> Limit(f(x),x=2,left)=limit(f(x),x=2,left); 

3

22
lim infinity

4x

x

x
> Limit(f(x),x=2,right)=limit(f(x),x=2,right); 

3

22
lim infinity

4x

x

x
> # ties   x = 2 yra vertikalioji asimptot
> # ieškome pasvir j  asimpto i
> k:=limit(f(x)/x,x=-infinity); 

k := 1 
> b:=limit(f(x)-k*x,x=infinity); 

b := 0 
> asimptote:=k*x+b; 

asimptote := x 
> # ties  y=x yra pasviroji asimptot
> # funkcija yra nei lygin , nei nelygin , neperiodin
> # randame funkcijos kritinius taškus 
> f1:=D(f); # pirmoji išvestin

2 4

2 2 2

2
1: 3

4 ( 4)

x x
f x

x x
> krit_t:=fsolve(f1(x)=0,x); 

krit_t := 0 
> f2:=D(f1); # antroji išvestin

3 5

2 2 2 2 3

14 8
2 : 6

4 ( 4) ( 4)

x x x
f x

x x x
> evalf(f2(krit_t)); 

0
> f3:=D(f2);

2 4 6

2 2 2 2 3 2 4

1 54 96 48
3: 6

4 ( 4) ( 4) ( 4)

x x x
f x

x x x x
> evalf(f3(krit_t)); 

-1.500000000
> # taške x=0 ekstremumo n ra, nes pirmiausia nelygin  išvestin  nelygi 0 
> krit_t:=fsolve(f1(x)=0,x=-5..-2); 

krit_t := -3.464101615 
> evalf(f2(krit_t)); 
    -1.299038105 
> # tai maksimumo taškas 
> krit_t:=fsolve(f1(x)=0,x=2..5); 
    krit_t := 3.464101615 
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> evalf(f2(krit_t)); 
    1.299038105 
> # tai minimumo taškas
> # nustatomi iškilumo intervalai
> solve(f2(x)>0,x); 
   RealRange(Open(-2), Open(0)), RealRange(Open(2), infinity) 
> # intervaluose (-2,0) ir (2, ) funkcija iškila žemyn
> solve(f2(x)<0,x); 

RealRange(-infinity, Open(-2)), RealRange(Open(0), Open(2)) 
> # intervaluose (- , -2) ir (0,2) funkcija iškila aukštyn 
> # nustatome funkcijos susikirtimo su koordina i  ašimis taškus
> x2:=fsolve(f(x)=0,x); 

x2 := 0. 
> subs(x=0,f(x)); 

0
> # funkcijos grafikas eina per tašk  (0,0) 

> restart; # 3 užduotis 
> f:=cos(x); 

f := cos(x)
> teil:=series(f,x=0,12); 

2 4 6 8 10 121 1 1 1 1
: 1 ( )

2 24 720 40320 3628800
teil x x x x x O x

> teil:=convert(teil,polynom); # eilut  ver iama polinomu

2 4 6 8 101 1 1 1 1
: 1

2 24 720 40320 3628800
teil x x x x x

> x1:=25*Pi/180; 
5

1:
36

x

> r:=1;i:=0; 
r := 1 

     i := 0 
> while ((abs(r))>0.00001) do
 i:=i+1: 
 f1(i):=op(i,teil): 
 r:=evalf(subs(x=x1,f1(i))): 
 od: 
> # reikiamam tikslumui gauti pakanka paimti 
> n:=i; 

n := 4 
> # imame 4 Teiloro eilut s narius
> ats:=evalf(subs(x=x1,teil)); 

ats := .9063077870 
> # patikriname rezultat
> evalf(cos(x1)); 

.9063077870
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3.7. Laboratorinio darbo Nr. 3 variantai 

1 variantas

1. K nas juda pagal d sn 52 2,0546,62)( ttts ; ia s matuojamas metrais, t – sekund -
mis. Kokiu laiko momentu k nas jud s maksimaliu grei iu? Koks bus k no greitis ir pagrei-
tis tuo momentu? Kok  atstum  jis nueis iki to momento? 
2. Atlikite bendr  funkcijos tyrim  ir nubr žkite jos grafik :

.22 234 xxxxy

3. Naudodamiesi Teiloro formule apskai iuokite 0,00001 tikslumu funkcijos )18sin( 0  reikš-
m .

2 variantas

1. K nas juda pagal d sn ttts 3)( 3 ; ia s matuojamas metrais, t – sekund mis. Apskai-
iuokite k no greit  ir pagreit  laiko momentu t=0,5. Kok  atstum  jis nueis iki to momen-

to?
2. Atlikite bendr  funkcijos tyrim  ir nubr žkite jos grafik :

4

35
2

3

x

xx
y .

3. Naudodamiesi Teiloro formule apskai iuokite 0,00001 tikslumu funkcijos 8 260  reikšm .

3 variantas

1. Parašykite funkcijos 322 xxy  grafiko liestin s lygt  taške (2, 3). Pavaizduokite re-
zultatus grafiškai.
2. Atlikite bendr  funkcijos tyrim  ir nubr žkite jos grafik :

.
12

1
2 xx

x
y

3. Naudodamiesi Teiloro formule apskai iuokite 0,00001 tikslumu funkcijos )53cos( 0 reikš-
m .

4 variantas

1. Suraskite kreiv s y= 42 xx  liestin s, lygiagre ios su tiese 025xy , lygt .
2. Atlikite bendr  funkcijos tyrim  ir nubr žkite jos grafik :

.
1

2

3

x

x
y

3. Naudodamiesi Teiloro formule apskai iuokite 0,00001 tikslumu reikšm )1,1ln( .

5 variantas

1. K nas juda pagal d sn 1
2

1

18

1
)( 23 tttts ; ia s matuojamas metrais, t – sekund -

mis. Nubraižykite jud jimo grei io ir pagrei io kitimo grafik .
2. Atlikite bendr  funkcijos tyrim  ir nubr žkite jos grafik :



59

x

x
y

12

.

3. Naudodamiesi Teiloro formule apskai iuokite 0,00001 tikslumu funkcijos )3sin( 0

reikšm .

6 variantas

1. Per kuriuos kreiv s 123 xxy  taškus reikia br žti liestines, kad jos b t  lygiagre ios
su tiese 05xy ? Nubr žkite br žin .
2. Atlikite bendr  funkcijos tyrim  ir nubr žkite jos grafik :

.
4

1
2

2

x

x
y

3. Naudodamiesi Teiloro formule apskai iuokite 0,00001 tikslumu funkcijos 4 83  reikšm .

7 variantas

1. K nas juda pagal d sn 232 23 ttts . Apskai iuokite k no jud jimo greit  ir pa-
greit  laiko momentu 2t  s. Nubr žkite grei io ir pagrei io kitimo grafikus.
2. Atlikite bendr  funkcijos tyrim  ir nubr žkite jos grafik :

.
12 2

x

x
y

3. Naudodamiesi Teiloro formule apskai iuokite 0,00001 tikslumu funkcijos )7.0ln(
reikšm .

8 variantas

1. K nas juda pagal d sn 23
3

t
t

s . Kokiu laiko momentu k nas jud s maksimaliu grei iu?

Koks bus k no greitis ir pagreitis tuo momentu? Kok  atstum  jis nueis iki to momento? 

2. Atlikite bendr  funkcijos tyrim  ir nubr žkite jos grafik :

32
4

1 24 xxy .

3. Naudodamiesi Teiloro formule apskai iuokite 0,00001 tikslumu funkcijos 4 23  reikšm .

9 variantas

1. Parašykite kreiv s
3

2

3

1 23 xxy  liestini , lygiagre i  su Ox ašimi, lygtis. Pavaizduoki-

te grafiškai. 
2. Atlikite bendr  funkcijos tyrim  ir nubr žkite jos grafik :

35

22

x

x
y .

3. Naudodamiesi Teiloro formule apskai iuokite 0,00001 tikslumu funkcijos )111cos( 0

reikšm .
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10 variantas

1. Parašykite kreiv s 1223 xxxy  liestini , kurios su Ox ašimi sudaro 0135 kamp ,
lygtis. Nubr žkite grafik .
2. Atlikite bendr  funkcijos tyrim  ir nubr žkite jos grafik :

1

23 2

x

x
y .

3. Naudodamiesi Teiloro formule apskai iuokite 0,00001 tikslumu funkcijos )25,0ln(
reikšm .

3.8. Laboratorinio darbo Nr. 3 kontroliniai klausimai 

1. Paaiškinkite funkcijos išvestin s mechanin  prasm .
2. Pateikite funkcijos išvestin s apibr žim .
3. Paaiškinkite funkcijos išvestin s geometrin  prasm .
4. Pateikite diferencijavimo taisykles, jas pagr skite pavyzdžiais. 
5. Paaiškinkite, kaip randamos funkcijos asimptot s, pateikite pavyzdži .
6. Paaiškinkite, kaip randami ekstremum  taškai ir kaip nustatomas j  pob dis. Pa-

teikite pavyzdži .
7. Paaiškinkite, kaip nustatomas funkcijos iškilumas. Pateikite pavyzdži .
8. Parašykite Teiloro eilut , pateikite funkcij  skleidimo Teiloro eilute pavyzdži .

9. Apskai iuokite funkcijos x
x

xf sin
2

cos)( 2  didžiausi  reikšm  intervale ].,0[

Parašykite šio uždavinio sprendim  Maple kalba. 

10. Raskite funkcijos 
x

x
y

12 2

 asimptotes. Parašykite šio uždavinio sprendim

Maple kalba. 

11. Nubr žkite funkcijos 
21

1

x

x
y  grafik . Parašykite šio uždavinio sprendim  Map-

le kalba. 
12. Funkcij )1ln( xy  išskleiskite Teiloro eilute taško 1x  aplinkoje. 

13. Apskai iuokite k no, judan io pagal d sn 1
2

1

18

1 23 ttts , greit  ir pagreit ,

bei pavaizduokite juos grafiškai. Parašykite šio uždavinio sprendim  Maple kalba. 

14. Nustatykite funkcijos 
21

1

x

x
y  grafiko iškilum . Parašykite šio uždavinio spren-

dim  Maple kalba.
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4. INTEGRALINIO SKAI IAVIMO PANAUDOJIMAS 

4. 1. Neapibr žtinis integralas 

Sprendžiant mechanikos uždavinius dažnai pasitaiko tokia situacija – žinomas d snis, pagal 
kur  kinta judan io k no pagreitis, o reikia surasti grei io v(t) kitimo d sn  ir koordinat
S(t). Tokie uždaviniai sprendžiami integravimu – atvirkštine operacija diferencijavimui.
Apibr žimas. Sakoma, kad funkcija F(x) yra funkcijos f(x) pirmykšt  funkcija intervale [a, b], jei 

)()( xfxF  visiems x  (a, b), o intervalo [a, b] galuose a ir b (a<b), jei jie priklauso šiam inter-
valui, f(x) reiškia funkcijos F(x) išvestin  iš dešin s taške a ir išvestin  iš kair s taške b.
Aišku, kad viena funkcija f(x) gali tur ti be galo daug pirmykš i  funkcij F(x) pasirinkta-
me intervale, nes )()())(( xfxFCxF , t.y. F(x) + C ( C yra bet kokia konstanta ir 

0C  ) irgi yra funkcijos f(x) pirmykšt  funkcija.
Operacij , kuri kiekvienai funkcijai f(x) priskiria aib  vis  jos pirmykš i  funkcij  (kokiame 
nors intervale [a, b] ), vadinsime integravimu, o bet kurios funkcijos f(x) pirmykšt  funkcij  – 
funkcijos f(x) neapibr žtiniu integralu, kuris žymimas dxxf )( .

Geometrin  neapibr žtinio integralo prasm . Integravimo operacija pasirinktai tiesi , einan i
per taškus (x, y), aibei priskiria aib  kreivi , kurios kiekviename savo taške lie ia duot sias
tieses.
1 pavyzdys. Reikia rasti kreiv , einan i  per tašk  (0, 1), kurios liestin s krypties koeficien-
tas kiekviename tos kreiv s taške (x, y) yra lygus x2.
Sprendimas. Ieškome kreiv s y = y(x), tenkinan ios s lygas: y(0) = 1 ir 2)( xxy . Taigi

C
x

dxx
3

3
2 , tod l, C

x
xy

3
)(

3

 ir y(0) = C1 = 1,  t.y. 1
3

)(
3x

xy .

Mechanin  neapibr žtinio integralo prasm . Spr skime tok  uždavin : x ašies kryptimi juda 
materialusis taškas, jo mas m ir greitis laiko momentu t yra v(t). Reikia rasti taško m koor-
dinat x(t) bet kuriuo laiko momentu. 
Žinome, kad tiese judan io k no greitis yra lygus kelio išvestinei, t.y. )()( tvtx  ir tod l
x(t) yra viena iš funkcijos v(t) pirmini  funkcij , taigi 

Ctxdttv )()( ;

ia C – laisva konstanta. Parinkdami vairias funkcijos v(t) pirmines funkcijas
x(t)=F(t) + C1,

kurias galime laikyti vairi  vienodu grei iu judan i  materiali j  tašk  kelio funkcijomis, 
surasime visus galimus šio uždavinio sprendimo atvejus, o tai ir sudaro integralo ir integra-
vimo operacijos mechanin  prasm .

Pateikiame elementari j  funkcij  integral  lentel :
.0.1 Cdx

.1.2 Cxdxdx

.)1(;
1

.3
1

C
x

dxx

.||ln.4 Cx
x

dx
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2

2

2

2

5. arctg .
1

6. arcsin .
1

7. .
ln

8. sin cos .

9. cos sin .

10. ctg .
sin

11. tg .
cos

x
x

dx
x C

x
dx

x C
x

a
a dx C

a

xdx x C

xdx x C

dx
x C

x
dx

x C
x

Pagrindin s integravimo taisykl s:
1. Jei F(x) yra funkcijos f(x) pirmykšt  funkcija, o G(x) – funkcijos g(x) pirmykšt  funkcija, tai 
F(x) + G(x) yra funkcijos f(x) + g(x) pirmykšt  funkcija.
2. Jei F(x) yra funkcijos f(x) pirmykšt  funkcija, o k – pastovus dydis, tai kF(x) yra funkcijos 
kf(x) pirmykšt  funkcija. 

3. Jei F(x) yra funkcijos f(x) pirmykšt  funkcija, o k ir b – skai iai, k 0 , tai 
k

1
F(kx+b) yra 

funkcijos f(kx+b) pirmykšt  funkcija. 

4.2. Apibr žtinio integralo apibr žimas

Skai iuosime kreivin s trapecijos abcd plot  ( žr. 4.1 pav.). 

X

Y

a b

c
d

x x xx
1 i i+1 n

4.1 pav. 

Bet kurio sta iakampio plot  gausime jo pagrind x = xi+1 – xi padaugin  iš aukštin s yi = 
f(xi). Susumav  sta iakampi  plotus gausime:

1

0

)(
n

i
ii xxfS .

Jei didinsime atkarpos [a,b] padalijim  skai i , tai riboje gausime tiksli  kreivin s
trapecijos ploto reikšm :

Padalysime jos pagrind  [a,b]  kelet  dali  ir 
padalijimo taškuose nubr šime tieses, lygiagre ias
su Oy ašimi. Toliau kiekvienos naujos gautos 
kreivin s trapecijos plot  keisime 4.1 pav. 
pavaizduoto sta iakampio plotu, t.y. kreivin s
trapecijos plot  prilyginsime laiptuotos fig ros,
sudarytos iš br žinyje parodyt  sta iakampi ,
plotui.
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ii
x

xxfS )(lim
0

.                   (4.1) 

Šiai sumai apibr žti vokie i  matematikas Leibnicas (G. W. Leibniz, 1646–1716) pasi l
simbol ydx . Šiuo konkre iu atveju, kada kalbama apie kreivin s trapecijos, parodytos 4.1 

paveiksle, plot , sum  (4.1) rašysime taip: 
b

a

dxxf )( .                      (4.2)

Integruojam j  funkcij  savyb s:
1. Jei f(x) integruojama intervale [a, b], tai ji integruojama ir intervale [b, a] ir 

b

a

dxxf )(  = – 
a

b

dxxf )( .

2. Jei f(x) integruojama didžiausiame iš interval  [a, b], [a, c], [c, b], tai ji integruojama ir 
kituose dviejuose ir 

b

a

dxxf )(  = 
c

a

dxxf )(  + 
b

c

dxxf )( ,

kad ir kaip b t  išsid st  taškai a, b ir c. 
3. Jei f(x) integruojama intervale [a, b], be to, f(x)>0  šiame intervale ir a<b, tai

b

a

dxxf )( >0.

4. Jei f(x) integruojama intervale [a, b] (a<b) ir jei visame intervale [a, b] tenkinama nelygyb
m < f(x) < M, tai teisinga ir tokia nelygyb :

m (b – a) <
b

a

dxxf )(  < M (b – a). 

Pagrindin  integralinio skai iavimo formul .
Jei f(x) integruojama intervale [a, b], tai ji integruojama ir intervale [a, x], kur x  [a, b]. 
Pakeit  apibr žtinio integralo r ž  b kintamuoju x gausime: 

                 F(x) = 
x

a

dttf )( ;                                   (4.3) 

ia F(x) yra pirmykšt f(x) funkcija. Jei (x) yra bet kuri f(x) pirmykšt  funkcija, tai 
(x) = F(x) + C. 

Dabar konstant  C nesunku surasti, nes kai x = a,  (a) =0. Taigi
 (a) = F(a) + C =0, arba C = – F(a) ir galutinai gausime: 

(x) = F(x) – F(a). 
Jei x = b, tada

 (b) = f x dx
a

b

( )  = F(b) – F(a).       (4.4) 

Ši formul  vadinama Niutono ir Leibnico formule ir ja naudojantis apskai iuojami apibr ž-
tiniai integralai, jei tik mokame surasti funkcijos f(x) pirmykšt  funkcij .

2 pavyzdys. Suskai iuokite integral  I = 
1

0
21 x

dx
.

Sprendimas. Pointegralin s funkcijos pirmin  funkcija yra arctg x  (žr. elementari j  funkci-
j  integral  lentel ). Lieka rašyti integravimo ribas. Paprastai tai rašoma šitaip:
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I =
1

0
21 x

dx
= arctg x arctg x

1

0

 = arctg1  – arctg 0  = 
4

.

4.3. Artutinis integral  skai iavimas

Trapecij  formul . Praktiškai taikant matematin  analiz , ypa  ekonominiuose uždaviniuo-
se, susiduriame su integralais funkcij , kuri  reikšm s žinomos tik kai kuriuose funkcijos 
apibr žimo srities [a, b] taškuose. Antroji problema ta, kad tik nedaugel  gaunam  funkcij
mokame integruoti. Tod l dažniausiai integralai suskai iuojami artutiniais integral  skai-
iavimo metodais. 

Sakysime, reikia apskai iuoti integral
b

a

dxxf ,)(  kur f(x) intervale [a, b] – tolydin  funkcija. 

Interval  [a, b] taškais 1,21 ...,, nxxx  suskaidome  n lygi  dali  ir nubr žiame paimtuosius 

taškus atitinkan ias ordinates (4.2 pav.). Jos fig r  padalija  n lygi  juosteli , kuri  kiekvie-
n  apytiksliai pakei iame trapecija. 

X

Y

a b

c
d

x x xx
1 i i+1

y
1

y
0

n-1

                 4.2 pav.

20
1 2 1( ) ... ''( )

2 12

b
n

n

a

y y b a
f x dx h y y y h f .             (4.5) 

Tai ir yra apibendrintoji trapecij  formul  su liekamuoju nariu.

Paraboli  formul . Apytiksliai skai iuojant integralus, gali b ti taikoma ir paraboli formul .
Ji gaunama analogiškai, kaip ir apibendrintoji trapecij  formul , tod l j  pateikiame be iš-
vedimo:

4 (4)
0 2 4 2 1 3 1( ) ( ) 2( ... ) 4( ... ( )

3 90

b

n n n

a

h b a
f x dx y y y y y y y y h f ;  (4.6)

ia  [a, b] ir n = 2m, nes n b tinai imamas lyginis skai ius.

3 pavyzdys. Suskai iuokite integral
1

0
21 x

dx
 su paklaida, ne didesne už 0,01.

Sprendimas. Pasinaudosime trapecij  formule. Žinodami leistin  paklaid , pirmiausia sura-
sime, koks turi b ti intervalo [a, b] padalijim  skai ius, t.y. koks turi b ti n, kad

01,0|)(|
12

)(
2

3

f
n

ab
.

vertinsime antrosios eil s išvestin s )(f  maksimali  vert , kai  [0, 1]. Kadangi 

)(f  savo ruožtu yra tolydin  funkcija, surandame jos išvestin

Kadangi vis  trapecij  aukštin s yra lygios 
n

h
, tai, tarus, kad

,)(,)(,...,)(,)( 11110 nnn ybfyxfyxfyaf

trapecij  plotai iš eil s tur s reikšmes:

).(
2

),...,(
2

),(
2 12110 nn yy

n

h
yy

n

h
yy

n

h

Sud j  jas gauname apytiksl  formul :
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42

2

)1(

)1(24
)(

x

xx
xf .

Intervale [0, 1] išvestin )(xf  lygi nuliui šio intervalo galuose x=0 ir x= 1. Sužinosime, 
kokie tai ekstremumo taškai, surasime tiriamos funkcijos ketvirt j  išvestin

52

23
)4(

)1(

)17(24
)(

x

xxx
xf .

Ši išvestin (4) (1)f = 3, t.y. ji teigiama, o tai reiškia kad taškas 1x  yra funkcijos )(xf

minimumo taškas. Kitas ekstremumo taškas (x = 0) yra šios funkcijos maksimumo taškas, 
nes antroji )(xf  išvestin )0()4(f = – 24 yra neigiama. Taigi maksimali antrosios 
išvestin s reikšm  intervale [0, 1] bus lygi )(f = 2. Dabar gr šime prie nelygyb s (4.14 ). 

raš  reikšmes  (b – a = 1, )(f = 2) gausime  01,0
6

1
2n

  ir  n > 4,02, t.y. n = 5. Dabar, 

pasinaudodami apibendrint ja trapecij  formule, apskai iuosime integral
1

0
21 x

dx
.

x0 = 0 y0 = 1 x1 = 0,2 y1 = 0,9615 
x5 = 1 y5 = 0,5 x2 = 0,4 y2 = 0,8621

                  _______          x3 = 0,6 y3 = 0,7353 
               suma: 1,5 x4 = 0,8 y4 = 0,6098

                            __________ 
                          suma: 3,1687 

1

0
21 x

dx
 = 7837,06337,015,01687,3

2

5,1

5

1
.

Žinome, kad 
1

0
21 x

dx
= arctg (x)

40

1
 = 0,785398. Taigi skai iavim  paklaida lygi 0,0027 

< 0,01 ir atitinka užduoties reikalavimus. 

4.4. Laboratorinio darbo Nr. 4 pavyzdys. Maple programa

Integralinio skai iavimo taikymai 

Tikslas: Išmokti taikyti praktikoje integralinio skai iavimo galimybes pasinaudojant kom-
piuterin s algebros paketu Maple. 
Užduotys: 1. Apskai iuokite plot  fig ros, kuri  riboja kreiv s:

0.=5y+ir  x01052352 22 yxyxyx

2. Apskai iuokite kreiv s 01225436221030 22 yxyxyx  lanko ilg   tarp tašk

A1(–1; 3,611) ir A2(1; 3,613). Naudokit s formule dxyl
A

A

2

1

2'1 .

3. Suskai iuokite integral xdxe x 2sin5.0 3
1

0

 pasinaudodami apibendrint ja trapecij  for-

mule  = 0,00001 tikslumu. 

> restart; # 1 užduotis 
> with(plots): 
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> L1:=2*x^2-5*x*y-3*y^2-2*x+5*y+10=0; 
2 21: 2 5 3 2 5 10 0L x xy y x y

> L2:=x+y-5=0; 
2 : 5 0L x y

> # braižomas neišreikštini  funkcij  grafikas
> implicitplot({L1,L2},x=-10..10,y=-10..10); 

> # randamos susikirtimo tašk  koordinat s
> koor1:=fsolve({L1,L2},{x,y}); 

{x = -2.922144385, y = 7.922144385} 
> x1:=rhs(koor1[1]); 
     x1 := -2.922144385 
> koor2:=fsolve({L1,L2},{x,y},x=1..4,y=1..4); 
     {x = 3.422144385, y = 1.577855615} 
> x2:=rhs(koor2[1]); 
     x2 := 3.422144385 
> # iš lyg i  L1, L2 išreiškiamas kintamasis y
> solve(L1,y); 

2 25 5 1 5 5 1
145 74 49 , 145 74 49

6 6 6 6 6 6
x x x x x x

> f1:=%[1]; 

25 5 1
1: 145 74 49

6 6 6
f x x x

> f2:=solve(L2,y); 
2 : 5f x

> # skai iuojamas kreiv mis apribotas plotas ir gaunamas atsakymas 
> S:=int(f2-f1,x=x1..x2); 

755661154.8:S

> restart; # 2 užduotis 
> with(plots): 
> L1:=30*x^2-10*x*y+22*y^2+36*x-54*y-122=0; 

2 21: 30 10 22 36 54 122 0L x xy y x y
> # braižomas kreiv s grafikas
> implicitplot(L1,x=-5..5,y=-5..5,numpoints=5000); 
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> # iš kreiv s lygties išreiškiamas kintamasis y
> solve(L1,y); 

2 227 5 1 27 5 1
3413 522 635 , 3413 522 635

22 22 22 22 22 22
x x x x x x

> f:=%[1]; 

227 5 1
: 3413 522 635

22 22 22
f x x x

> # randama funkcijos f išvestin
> f_isv:=diff(f,x); 

2

1
( 522 1270 )5 44_ :

22 3413 522 635

x
f isv

x x
> x1:=-1:x2:=1: 
> # skai iuojamas kreiv s lanko ilgis ir gaunamas atsakymas
> ilgis:= evalf(int(sqrt(1+f_isv^2),x=x1..x2)); 

096118491.2:lg isi
> restart; # 3 užduotis 
> with(student): 
> f:=x->-0.5*exp(3*x)*sin(2*x); 

(3 ): 0.5 sin(2 )xf x e x
> # ieškome,  kiek dali  reikia dalyti interval  [0,1]. Surandame funkcijos išvestines
> f1:=D(f); 

(3 ) (3 )1: 1.5 sin(2 ) 1.0 cos(2 )x xf x e x e x
> f2:=D(f1); 

(3 ) (3 )2 : 2.5 sin(2 ) 6.0 cos(2 )x xf x e x e x
> # ieškome maksimalios antrosios išvestin s reikšm s intervale [0,1]
> f3:=D(f2); 

(3 ) (3 )3 : 4.5 sin(2 ) 23.0 cos(2 )x xf x e x e x
> solve(f3(x)=0,x); 

.6887924215
> evalf(f2(%));evalf(f2(0));evalf(f2(1)); 

     -28.47002965,    -6.0,    4.49187829 

> f2[max]:=%; 
f2[max] := 4.49187829 

> # randamas intervalo [0,1] dalijimo skai ius
> solve(f2[max]/(12*n^2)<0.00001,n); 
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 RealRange(- , Open(-193.4743370)), RealRange(Open(193.4743370), 
)

> n:=194: 
> trapezoid(f(x),x=0..1,n); 

3193
3194

1

1 1
.5 sin .001288659794 sin(2)

194 97

i

i

e i e

> ats:=evalf(%); 
ats := -2.827280185 

> # rezultato patikrinimas 
> tikslus_ats:=evalf(int(f(x),x=0..1)); 

tikslus_ats := -2.827240247 

4.5. Laboratorinio darbo Nr. 4 variantai 

1 variantas

1. Apskai iuokite plot  fig ros, kuri  riboja kreiv s:
0.=15-5y+3xir0131423103 22 yxyxyx

2. Apskai iuokite kreiv s 02246464251425 22 yxyxyx  lanko ilg  tarp tašk

A1( 3; 2,36) ir A2(0; 1,97). Naudokit s formule 
2

1

.1 2
A

A

dxyl

3. Suskai iuokite integral
2

5
3 4)3( x

dx
  pasinaudodami apibendrint ja trapecij  formule 

= 0,00001 tikslumu.

2 variantas 

1. Apskai iuokite plot  fig ros, kuri  riboja kreiv s:
.02,02246464251425 22 yxyxyxyx

2. Apskai iuokite kreiv s 0131423103 22 yxyxyx  lanko ilg  tarp tašk  A1(1; 2) 

ir A2(10; 3,5). Naudokit s formule 
2

1

.1 2
A

A

dxyl

3. Suskai iuokite integral
1

0
223 xx

dx
 pasinaudodami apibendrint ja trapecij  formule 

 = 0,00001 tikslumu.

3 variantas 

1. Apskai iuokite plot  fig ros, kuri  riboja kreiv s:
.0,042,028122867 22 yxyyxyxyx

2. Apskai iuokite kreiv s 0139184212414 22 yxyxyx  lanko ilg  tarp tašk

A1( 2; 2,73) ir A2(2; 1,04). Naudokit s formule 
2

1

.1 2
A

A

dxyl
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3. Suskai iuokite integral
16

0 9 xx

dx
 pasinaudodami apibendrint ja trapecij  formule 

 = 0,00001 tikslumu.

4 variantas 

1. Apskai iuokite plot  fig ros, kuri  riboja kreiv s:
.0,032,0139184212414 22 yxyyxyxyx

2. Apskai iuokite kreiv s 028122867 22 yxyxyx  lanko ilg  tarp tašk  A1(2; 2,1)

ir A2(0; 3,18). Naudokit s formule 
2

1

.1 2
A

A

dxyl

3. Suskai iuokite integral
e

xx

dx

1
2ln1

 pasinaudodami apibendrint ja trapecij  formule 

= 0,00001 tikslumu.

5 variantas

1. Apskai iuokite plot  fig ros, kuri  riboja kreiv s:
.023.0,0919682362429 22 xyyxyxyx

2. Apskai iuokite kreiv s 0182042011 22 yxyxyx  lanko ilg   tarp tašk  A1( 1;

4,7) ir A2(3; 0,57). Naudokit s formule 
2

1

.1 2
A

A

dxyl

3. Suskai iuokite integral
8

0

2 dtg  pasinaudodami apibendrint ja trapecij  formule  = 

0,00001 tikslumu.

6 variantas 

1. Apskai iuokite plot  fig ros, kuri  riboja kreiv s:
.,050112016249 222 xyyxyxyx

2. Apskai iuokite kreiv s 0121212727 22 yxyxyx  lanko ilg   tarp tašk

A1( 2; 1,574) ir A2(0,5; 4,24). Naudokit s formule 
2

1

.1 2
A

A

dxyl

3. Suskai iuokite integral
2

3

2

35

1

352
dx

x

xxx
 pasinaudodami apibendrint ja trapecij

formule  = 0,00001 tikslumu.

7 variantas 

1. Apskai iuokite plot  fig ros, kuri  riboja kreiv s:
.02,0121212727 22 xyyxyxyx
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2. Apskai iuokite kreiv s 050112016249 22 yxyxyx  lanko ilg  tarp tašk  A1( 1;

4,7) ir A2(3; 0,57). Naudokit s formule 
2

1

.1 2
A

A

dxyl

3. Suskai iuokite integral
4

2

3

sin

cos
dx

x

x
 pasinaudodami apibendrint ja trapecij  formule 

= 0,00001 tikslumu.

8 variantas 

1. Apskai iuokite plot  fig ros, kuri  riboja kreiv s:
.025.0,0182042011 22 xyyxyxyx

2. Apskai iuokite kreiv s 0113252025 22 yxyxyx  lanko ilg  tarp tašk  A1( 0,5;

0,35) ir A2(0,5; 0,64). Naudokit s formule 
2

1

.1 2
A

A

dxyl

3. Suskai iuokite integral
2

0
2 2sin

sin
dx

x

x
 pasinaudodami apibendrint ja trapecij  formule 

 = 0,00001 tikslumu.

9 variantas 

1. Apskai iuokite plot  fig ros, kuri  riboja kreiv s:
.05.0,0113252025 22 xyyxyxyx

2. Apskai iuokite kreiv s 0182042011 22 yxyxyx  lanko ilg   tarp tašk  A1( 1;

4,7) ir A2(3; 0,57). Naudokit s formule 
2

1

.1 2
A

A

dxyl

3. Suskai iuokite integral
3

4

4
3

2 1x

dx
 pasinaudodami apibendrint ja trapecij  formule  = 

0,00001 tikslumu.

10 variantas 

1. Apskai iuokite plot  fig ros, kuri  riboja kreiv s:
.032,06242 yxyxx

2. Apskai iuokite kreiv s 0444323 22 yxyxyx  lanko ilg  tarp tašk  A1( 2,0) ir 

A2(0,2/3). Naudokit s formule 
2

1

.1 2
A

A

dxyl

3. Suskai iuokite integral
3

1

)2ln(

x

dxx
 pasinaudodami apibendrint ja trapecij  formule 

= 0,00001 tikslumu.
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4.6. Laboratorinio darbo Nr. 4 kontroliniai klausimai 

1. Paaiškinkite mechanin  neapibr žtinio integralo prasm .
2. Pateikite neapibr žtinio integralo apibr žim .
3. Pateikite integravimo taisykles su pavyzdžiais. 
4. Paaiškinkite apibr žtinio integralo prasm .
5. Paaiškinkite integruojam j  funkcij  savybes, pateikite pavyzdži .
6. Paaiškinkite artutin  apibr žtini  integral  apskai iavim  trapecij  metodu. 
7. Paaiškinkite artutin  apibr žtini  integral  apskai iavim  paraboli  metodu. 
8. Nubraižykite neišreikštin s funkcijos 014254 22 xyyyxx  grafik . Užra-

šykite šio uždavinio sprendim  Maple kalba. 
9. Raskite kreivi 014254 22 xyyyxx  ir 052xy  susikirtimo taškus. 

Užrašykite šio uždavinio sprendim  Maple kalba. 

10. Suskai iuokite integral :
2

1

5cos xdxx . Užrašykite šio uždavinio sprendim  Maple 

kalba.

4.7. Laboratorinio darbo Nr. 4A pavyzdys. Maple programa 

(personalo vadybos kari nams)

Diferencialinio ir integralinio skai iavimo taikymai 

Tikslas: išmokti ištirti funkcijas, nubr žti j  grafikus, surasti kreiv mis apribot  fig r  plo-
tus, norimu tikslumu surasti funkcij  apytiksles reikšmes pasinaudojant kompiuterin s al-
gebros paketu Maple. 

Užduotys: 1. Atlikti bendr j  funkcijos tyrim  ir nubr žti jos grafik : .
32

12

x

x
y

2. Apskai iuoti kreiv mis apribotos fig ros plot : .4,2 3 xyxy
3. Naudodamiesi Teiloro formule apskai iuokite 0,00001 tikslumu funkcijos 

)89sin( 0 reikšm .
> restart: # 1 užduotis
> f:=x->(x^2+1)/(2*x+3); # užrašome tiriam j  funkcij

2 1
:

2 3

x
f x

x
> # funkcijos apibr žimo sritis: visa reali j  skai i  aib , išskyrus x=-3/2 (vardiklis lygus 
nuliui).
> # randamos funkcijos asimptot s.
> limit(f(x),x=-3/2,left); 

> limit(f(x),x=-3/2,right); 

> # ties  x=-3/2 yra vertikalioji asimptot
> # ieškome pasvir j  asimpto i
> k:=limit(f(x)/x,x=infinity); 
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1
:

2
k

> b:=limit(f(x)-k*x,x=infinity); 
3

:
4

b

> asimptote:=k*x+b; 
1 3

:
2 4

asimptote x

> # funkcija yra nei lygin , nei nelygin , neperiodin
> # randame funkcijos kritinius taškus 
> f1:=D(f); # surandama pirmoji funkcijos išvestin

2

2

2( 1)
1: 2

2 3 (2 3)

x x
f x

x x
> krit_t1:=fsolve(f1(x)=0,x); # kritinis taškas (pirmojo išvestin  lygi nuliui)

krit_t1:= .3027756377 
> f2:=D(f1); # surandama antroji funkcijos išvestin

2

2 3

1 8 8( 1)
2 : 2

2 3 (2 3) (2 3)

x x
f x

x x x

> evalf(f2(krit_t1)); # antroji išvestin  kritiniame taške teigiama. Tai minimu-
mo taškas 

.5547001963
> y1=evalf(f(krit_t1)); 

3027756378.1y
> krit_t2:=fsolve(f1(x)=0,x=-4..-2); 

krit_t2:= -3.302775638 

> evalf(f2(krit_t2); # antroji išvestin  kritiniame taške neigiama. Tai maksimu-
mo taškas 

-.554700196
> y2=evalf(f(krit_t)); 

302775639.31y
> # nustatomi iškilumo intervalai 
> solve(f2(x)>0,x); # funkcijos grafikas iškilas žemyn

,
2

3
Re OpenalRange

> solve(f2(x)<0,x); # funkcijos grafikas iškilas aukštyn

2

3
,Re OpenalRange

> # randame funkcijos susikirtimo su koordina i  ašimis taškus
> subs(x=0,f(x)); 

1

3
> # funkcijos grafikas eina per tašk  (0,1/3)
> # braižome funkcijos grafik  ir asimptot
> with(plots): 
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> plot([f(x),asimptote],x=-10..10,y=-10..10,numpoints=10000); 

> restart: # 2 užduotis 
> L1:=2*x^3; 

31: 2L x
> L2:=4*x; 

2 : 4L x
> # braižome grafik
> plot({L1,L2},x=-5..5,y=-10..10,numpoints=10000); 

> # randame kreivi  susikirtimo tašk  koordinates
> solve(L1=L2,x); 

0, 2, 2
> # skai iuojamas kreiv mis apribotas plotas ir gaunamas atsakymas
> S:=2*Int((L2-L1),x=0..sqrt(2))=2*int((L2-L1),x=0..sqrt(2)); 

2
3

0

: 2 4 2 4S x x dx

> restart: # 3 užduotis
> f:=sin(x); 

: sin( )f x
> teil:=series(f,x=0,12); 
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3 5 7 9 11 121 1 1 1 1
: ( )

6 120 5040 362880 39916800
teil x x x x x x O x

> teil:=convert(teil,polynom); # atmetamas Teiloro eilut s liekamasis narys. 
Gaunamas polinomas, kurio reikšm  galima suskai iuoti

3 5 7 9 111 1 1 1 1
:

6 120 5040 362880 39916800
teil x x x x x x

> x1:=evalf(89*Pi/180); # surandama argumento reikšm  radianais 
553343034.11x

> r:=1:i:=0: 
> # eilut  alternuojan ioji, tod l paklaida yra mažesn  už paskutin j  atmetam  eilut s na-
r . Užrašytas ciklas vykdomas, kol su x=x1 reikšme suskai iuotas eilut s narys didesnis už 
s lygoje nurodyt  paklaid . Komanda „op(i, teil)“ išskiria i- j  polinomo nar .Ciklo
nariai rašomi vienoje eilut je arba perkeliami  kit  eilut  nevykdant komandos „nuspaudus 
mygtuk  Shift paspaudžiama Enter“. 
> while ((abs(r))>0.00001) do
 i:=i+1: 
 f1:=op(i,teil): 
 r:=evalf(subs(x=x1,f1)): 
 od: 
> # reikiamam tikslumui gauti užtenka paimti „i“ Teiloro eilut s nari

> n:=i; 
      n := 6 
> teil:=series(f,x=0,12); 

3 5 7 9 111 1 1 1 1
:

6 120 5040 362880 39916800
teil x x x x x x

> ats:=evalf(subs(x=x1,teil)); 
ats := .9998476461 

> # patikriname rezultat
> evalf(sin(x1)); 

.9998476952

4.8. Laboratorinio darbo Nr. 4A variantai 

1 variantas

1. Atlikite bendr j  funkcijos tyrim  ir nubr žkite jos grafik : .ln2 xxy

2. Apskai iuokite kreiv mis apribotos fig ros plot : .4,4 22 yxxy

3. Naudodamiesi Teiloro formule apskai iuokite 0,00001 tikslumu funkcijos )5cos( 0

reikšm .

2 variantas

1. Atlikite bendr j  funkcijos tyrim  ir nubr žkite jos grafik : .2

2x

ey

2. Apskai iuokite kreiv mis apribotos fig ros plot : .4,2 32 xyxy
3. Naudodamiesi Teiloro formule apskai iuokite 0,00001 tikslumu funkcijos )1,2ln(
reikšm .
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3 variantas

1. Atlikite bendr j  funkcijos tyrim  ir nubr žkite jos grafik :
42

3

x

x
y .

2. Apskai iuokite kreiv mis apribotos fig ros plot : .0943,92 yxxy

3. Naudodamiesi Teiloro formule apskai iuokite 0,00001 tikslumu funkcijos )15sin( 0

reikšm .

4 variantas

1. Atlikite bendr j  funkcijos tyrim  ir nubr žkite jos grafik :
x

x
y

12 2

.

2. Apskai iuokite kreiv mis apribotos fig ros plot : .032,06242 yxyxx

3. Naudodamiesi Teiloro formule apskai iuokite 0,00001 tikslumu funkcijos 3 30 reikšm .

5 variantas

1. Atlikite bendr j  funkcijos tyrim  ir nubr žkite jos grafik :
x

x
y

2

8
.

2. Apskai iuokite kreiv mis apribotos fig ros plot : .02,4 2 yxxy

3. Naudodamiesi Teiloro formule apskai iuokite 0,00001 tikslumu funkcijos )85sin( 0

reikšm .

6 variantas

1. Atlikite bendr j  funkcijos tyrim  ir nubr žkite jos grafik : .
3

362

x

xx
y

2. Apskai iuokite kreiv mis apribotos fig ros plot : .032,06242 yxyxx

3. Naudodamiesi Teiloro formule apskai iuokite 0,00001 tikslumu funkcijos )115cos( 0

reikšm .

7 variantas

1. Atlikite bendr j  funkcijos tyrim  ir nubr žkite jos grafik : .32
4

1 24 xxy

2. Apskai iuokite kreiv mis apribotos fig ros plot : .04,
2

1 2 yxxy

3. Naudodamiesi Teiloro formule apskai iuokite 0,00001 tikslumu funkcijos )2,3ln( reikšm .

8 variantas

1. Atlikite bendr j  funkcijos tyrim  ir nubr žkite jos grafik : .9
3

1 3 xxy

2. Apskai iuokite kreiv mis apribotos fig ros plot : 2( 2) , 2 4 0.y x x y

3. Naudodamiesi Teiloro formule apskai iuokite 0,00001 tikslumu funkcijos 4 30 reikšm .

9 variantas

1. Atlikite bendr j  funkcijos tyrim  ir nubr žkite jos grafik : .32
4

1 24 xxy
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2. Apskai iuokite kreiv mis apribotos fig ros plot : .
2

3
,3 22 yxyx

3. Naudodamiesi Teiloro formule apskai iuokite 0,00001 tikslumu funkcijos )4,0ln(
reikšm .

10 variantas

1. Atlikite bendr j  funkcijos tyrim  ir nubr žkite jos grafik : .
12x

x
y

2. Apskai iuokite kreiv mis apribotos fig ros plot : .0),3)(1( yxxy

3. Naudodamiesi Teiloro formule apskai iuokite 0,00001 tikslumu funkcijos 3 130 reikšm .

4.9. Laboratorinio darbo Nr. 4A kontroliniai klausimai 

1. Paaiškinkite funkcijos išvestin s mechanin  prasm .
2. Pateikite funkcijos išvestin s apibr žim .
3. Paaiškinkite funkcijos išvestin s geometrin  prasm .
4. Pateikite diferencijavimo taisykles, jas pagr skite pavyzdžiais. 
5. Paaiškinkite, kaip randamos funkcijos asimptot s, pateikite pavyzdži .
6. Paaiškinkite, kaip randami ekstremum  taškai ir kaip nustatomas j  pob dis. Patei-

kite pavyzdži .
7. Paaiškinkite, kaip nustatomas funkcijos iškilumas. Pateikite pavyzdži .
8. Užrašykite Teiloro eilut , pateikite funkcij  skleidimo Teiloro eilute pavyzdži .
9. Paaiškinkite mechanin  neapibr žtinio integralo prasm .
10. Pateikite neapibr žtinio integralo apibr žim .
11. Pateikite integravimo taisykles su pavyzdžiais. 
12. Paaiškinkite apibr žtinio integralo prasm .

13. Raskite funkcijos 
x

x
y

3

42

 asimptotes. Užrašykite šio uždavinio sprendim  Maple 

kalba.

14. Nubr žkite funkcijos 
21

3

x

x
y  grafik . Užrašykite šio uždavinio sprendim  Maple 

kalba.
15. Funkcij ln(1 )y x  išskleiskite Teiloro eilute taško 2x  aplinkoje. 

16. Raskite k no, judan io pagal d sn 1
2

1

18

1 23 ttts , greit  ir pagreit  bei pavaiz-

duokite juos grafiškai. Užrašykite šio uždavinio sprendim  Maple kalba. 

17. Suskai iuokite integral :
2

1

2cos xdxx . Užrašykite šio uždavinio sprendim  Maple 

kalba.
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5. KELI  KINTAM J  FUNKCIJOS 

5.1. Dviej  ir trij  kintam j  funkcijos 

Dviej  kintam j  funkcija žymima z = f(x, y), o trij  kintam j u = f(x, y, z). J  apibr ži-
mo sritys bus atitinkamai visa plokštuma arba tam tikra jos dalis ir visa trimat  erdv  arba 
jos dalis. Keli  kintam j  funkcijos, kaip ir vieno kintamojo atveju, gali b ti pateikiamos 
lentel mis, bet dažniausiai užrašomos formul mis.
Dviej  kintam j  funkcija z = f(x, y) geometriškai apibr žia tam tikr  pavirši , t.y. kiekvie-
nam atitinkamam xOy plokštumos taškui (Dekarto koordina i  sistemoje) br šime statme-
n  šiai plokštumai ir atid sime koordinat z = f(x, y) (žr. 5.1 pav.). 

X

Y

Z

        5.1 pav. 

5.2. Keleto kintam j  funkcijos diferencijavimas 

Dalin s išvestin s.
Nagrin sime dviej  kintam j  funkcij . Tarkime, funkcija z =f(x, y) apibr žta srityje D E2,
be to, y=y0, o x – kinta. Tada funkcija z =f(x, y0) bus vieno kintamojo x funkcija. Parinksime 
fiksuot  tašk P0(x0, y0) D. Argumento pokyt x  atitinka funkcijos pokytis

),(),( 0000 yxfyxxfzx .
Tai dalinis pokytis pagal kintam j x taške P0(x0, y0). Jei egzistuoja riba

x

yxfyxxf

x

z
x

x

x

),(),(
limlim 0000

00
,

tai ji vadinama funkcijos f(x, y) daline išvestine taške P0(x0, y0) kintamojo x atžvilgiu ir 

žymima xx zyxf ),,( 00  arba 
x

z
.

Po analogišk  samprotavim  gausime dalin  išvestin  kintamojo y atžvilgiu taške P0(x0, y0),
t.y.

y

yxfyyxf

y

z
y

),(),(
lim 0000

0
 . 

Funkcijos dalin s išvestin s, kai kintam j  skai ius didesnis, skai iuojamos analogiškai.
1 pavyzdys. Apskai iuokite funkcijos z = f(x, y) = x3 – 4x2y + 5x2y2 – y3 dalines išvestines.
Sprendimas. Skai iuojame išvestines x ir y atžvilgiu, kit  kintam j  laikydami pastoviu. Tuo 
b du išvestin x atžvilgiu bus

22 1083 xyxyx
x

z
,

o y atžvilgiu – 222 3104 yyxx
y

z
.

Išsiaiškinti, kaip atrodo funkcijos apibr žiamas paviršius, galima 
kertant š  pavirši  plokštumomis, lygiagret mis su xOy plokštuma. 
Gaunamo paviršiaus pj vio lygtis bus z0 = f(x, y), t.y. kreiv s,
apibr žian ios y priklausomyb  nuo x, lygtis . 
Jei kintam j  skai ius didesnis už du, funkcijos grafiko atvaizduoti jau 
negal sime.



78

Pilnasis funkcijos diferencialas. 
Surasime funkcijos z = f(x, y) pokyt , kada kinta abu funkcijos argumentai. Sakykime, šios 
funkcijos apibr žimo sritis D E2. Fiksuosime tašk P0(x0, y0)  D. Tarkime, abiej
kintam j  reikšm s pasikei ia nuo x0, y0 iki x0 + x, y0 + y. Tada funkcijos pokytis bus

z = f(x0 + x, y0 + y)–f(x0, y0).
Apibr šime funkcijos diferencial . Funkcija z = f(x, y) vadinama diferencijuojam ja taške 
P0(x0, y0), jei jos pokyt  šio taško aplinkoje galima užrašyti taip: 

z = A x +B y + x + y , 
kur A ir B skai iai, o  ir – nykstamosios funkcijos, kai x ir y kartu art ja  nul  (t.y., kai 

022 yx  ). Taigi jei funkcija diferencijuojama, egzistuoja ribos: 

0
)(

lim
0

 ir 0
)(

lim
0

.

Apibr žimas. Funkcijos z = f(x, y) diferencialu taške P0 vadinama pagrindin  šios funkcijos 
poky io dalis šiame taške ir žymima dz arba df(x, y): 

dz = A x +B y.

Sud tin s funkcijos diferencijavimas. 
Tarkime, dviej  kintam j  funkcijos v(x, y) ir u(x, y) apibr žtos srityje x, y  D, o funkcija    
z = f(u,v) apibr žta funkcij u ir v kitimo srityje G.
Teorema. Jei funkcija z = f(u, v) diferencijuojama taške M0(u0, v0)  G, o funkcijos v(x, y) 
ir u(x, y) diferencijuojamos taške P0(x0, y0)  D, tai ir sud tin  funkcija z=f{u(x, y), v(x, y)}
diferencijuojama taške P0(x0, y0)  D ir turi dalines išvestines, kurios skai iuojamos pagal 
formules

.

,

y

v

v

z

y

u

u

z

y

z
x

v

v

z

x

u

u

z

x

z

Aukštesniosios eil s dalin s išvestin s.
V l nagrin sime dviej  kintam j  funkcij . Tarkime, funkcija z = f(x, y) jos apibr žimo sri-
tyje D turi dalines išvestines ),( yxf x , ),( yxf y , kurios savo ruožtu yra diferencijuojamos 

dviej  kintam j  funkcijos srityje D. Tada egzistuoja funkcij ),( yxf x , ),( yxf y  išvestin s,

kurios bus funkcijos z = f(x, y)  antrosios eil s išvestin s. Gausime keturias dalines antro-
sios eil s išvestines, t.y. 

y

z

yy

z

x

z

xx

z
,

2

2

2

2

.

ir dvi mišrias išvestines, kurios tarpusavyje lygios: 

.,
22

y

z

xyx

z

x

z

yxy

z
  .

2 pavyzdys. Apskai iuokite funkcijos z = x3–2x2y2 + y3 antrosios eil s dalines išvestines. 
Sprendimas. Pirmosios eil s išvestin s bus tokios: 

.34,43 2222 yyx
y

z
xyx

x

z

Tada surasime ir antrosios eil s išvestines: 
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.64,46 2
2

2
2

2

2

yx
y

z
yx

x

z

Mišrios antrosios eil s dalin s išvestin s lygios 

.8,8
22

xy
xy

z
xy

yx

z

Kryptin  išvestin . Gradientas. 
Sakykime, kad funkcija ),,( zyxfu diferencijuojama taške P0 ),,( 000 zyx . Ties s, kuri eina 

per tašk P0 ),,( 000 zyx  ir kurios krypties koeficientas vektorius )cos,cos,(cose

lygtys yra: 

.cos

,cos

,cos

0

0

0

tzz

tyy

txx

Sud tin s funkcijos )cos,cos,cos( 000 tztytxfu išvestin  lygi 

.cos)cos,cos,cos(

cos)cos,cos,cos(

cos)cos,cos,cos(

000

000

000

tztytxf

tztytxf

tztytxfu

z

y

xt

Išvestin s tu  reikšm , kai 0t , vadinsime funkcijos išvestine taške P0 ),,( 000 zyx  kryptimi e

arba kryptine išvestine taške P0 ),,( 000 zyx  ir žym sime .
e

u

Kai 0t , gauname: 
.cos),,(cos),,(cos),,( 000000000 zyxfzyxfzyxfu zyxt

Analogiškai funkcijos ),( yxfz išvestin  taške P0 ),( 00 yx  kryptimi )cos,(cose  lygi

.cos),(cos),( 0000 yxfyxfu yxt

3 pavyzdys. Raskite funkcijos 22 2yxyxz  išvestin  taške A(1, 2) kryptimi, kuri su Ox

ašimi sudaro 060 kamp .
Sprendimas. Randame funkcijos dalines išvestines taške A(1, 2):

.9)2,1(,4;0)2,1(,2 yyxx zyxzzyxz

Pagal s lyg ,600  tai .3090 00  Taigi, gauname:

.
2

39
30cos)9(60cos0 00

e

z

Funkcijos z = f(x, y) gradientu taške P0 )( 0,0 yx  vadinsime vektori

0 0 0 0grad ( ( , ), ( , )).x yf x y f x yz  Panašiai apibr žiamas ir trij  bei daugiau kintam j  funkci-

jos gradientas. Gradiento kryptimi funkcija kei iasi grei iausiai ( 1)cos(x ).

4 pavyzdys. Raskite funkcijos 
z

y
xyu  gradiento taške A(1, 2, 1) modul .

Sprendimas. Apskai iuojame dalines išvestines: .,
1

,
2z

y
u

z
xuyu zyx  Skai iuojame

j  reikšmes nurodytame taške: .2)1,2,1(,0)1,2,1(,2)1,2,1( zyx uuu  Tada

grad (1, 2, 1) (2,0, 2)u  ir 2 2 2grad (1, 2, 1) 2 0 ( 2) 2 2.u
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5.3. Keleto kintam j  funkcijos ekstremumai 

V l nagrin sime dviej  kintam j  funkcij z = f(x, y), apibr žt  srityje D.
Apibr žimas. Taškas P0(x0, y0) bus funkcijos z = f(x, y) lokaliojo ekstremumo taškas, jei egzis-
tuoja tokia šio taško  – aplinka (|P – P0| <  ), kad visuose šios aplinkos taškuose galioja ne-
lygyb  f(P0) < f(P). Taškas vadinamas funkcijos ekstremumo tašku.
1 teorema. Jei taškas P0(x0, y0) yra funkcijos z = f(x, y) lokaliojo ekstremumo taškas, tai funkci-
jos pirmosios eil s dalin s išvestin s šiame taške lygios nuliui arba bent viena iš j  neegzistuoja.
2 teorema. Sakykime, kad funkcija z = f(x, y) turi antrosios eil s dalines išvestines ir taške 
P0(x0, y0) gali gyti ekstremum . Tada: 
1) jei antrosios eil s determinantas 

0
),(),(

),(),(
),(

00
''

00
''

00
''

00
''

00 yxfyxf

yxfyxf
yxW

yyxy

xyxx ,

tai funkcija taške P0 (x0, y0) gyja ekstremum : minimum , kai ),( 00 yxfxx >0, ir maksimum ,
kai ),( 00 yxfxx <0;
2) jei ),( 00 yxW <0, taške P0 (x0, y0) ekstremumo n ra;

3) jei ),( 00 yxW =0, reikia papildomai tirti. 

5.4. Dvilypio integralo apibr žimas ir savyb s

Skai iuodami kreivin s trapecijos plot ved me paprasto apibr žtinio integralo s vok .
Panašiai, nor dami apskai iuoti cilindroido (žr. 5.2 pav.) t r , vesime nauj  s vok  – dvily-
p  apibr žtin  integral . 5.2 pav. matome išskirt  cilindro pavidalo stulpel , apribot  iš apa-
ios xOy plokštumos dalimi Pi, o iš viršaus paviršiumi z =f(x,y). Jo t r  išreikšime taip:

Vi = f( ) Pi ; 
ia taškai i P, . Jei susumuosime vis n cilindr , kurie gali sudaryti cilindroid , atvaiz-

duot  5.2 pav., t rius Vi, gausime apytiksl  cilindroido t rio V
~

 reikšm .
n

i
iii

n

i
i PfVV

11

),(
~

.

Jei didinsime padalijim n skai i , tai riboje gausime tiksl  cilindroido t r :
n

i
iii

n
PfV

1

),(lim .

X

Y

Z

            5.2 pav. 

Dvilypis integralas skai iuojamas pertvarkant j  kartotin  integral . Parodysime, kaip tai 
yra daroma. Tarkime, turime apskai iuoti 5.3 pav. pavaizduoto k no t r .

Ši riba ir yra funkcijos f(x, y) dvilypis integralas srityje (P), jis 
žymimas

)(

),(
P

dPyxf  . 

Taigi dvilypis integralas yra paprasto apibr žtinio integralo s vo-
kos apibendrinimas. Cilindroido t ris dabar gali b ti užrašomas 
ir taip: 

)(

),(
P

dPyxfV .
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X

Z

Y

b

C
d

a

O
k

l

m

n

                   5.3 pav. 

c

b

dyyxfxS )()( 00  ir  
c

b

dyyxfxS ),()( , nes išsakyti samprotavimai tinka bet kuriam 5.4 

pav. pavaizduotos fig ros pj vio ploto apskai iavimui, kai x  [a, b]. Tada šios fig ros t r

galime parašyti taip: 
b

a

dxxSV )(  arba 
b

a

c

b

dyyxfdxV ),( . Kadangi šios fig ros t ris išreiš-

kiamas ir dvilypiu integralu, tai gauname lygyb

)(

),(),(
P

b

a

c

b

dyyxfdxdPyxf .        (5.1) 

5 pavyzdys. Suskai iuokite dvilyp  integral : .
1

1

0

1

0 2
3

22 yx

ydxdy
I

Sprendimas. Pasinaudoj  (5.1) formule, išreikškime dvilyp  integral  kartotiniu integralu 
1

0

1

0 2
3

221 yx

ydxdy
I  = 

1

0

1

0 2
3

221 yx

ydy
dx . Pirmiausia integruokime vidin  integral ,

laikydami x pastoviu, t.y.
1

0 2
3

221 yx

ydy
 = 

2

1

1

1
22 xx

.

Dabar gaut  išraišk statysime  kartotinio integralo formul  ir, panaudoj  kintam j

pakeitim xtxarx 21 22 , gausime: 

I = 
1

0
22

2ln2)31ln(2)21ln(
2

1

1

1
dx

xx
.

5.5. Laboratorinio darbo Nr. 5 pavyzdys. Maple programa 

Keli  kintam j  funkcij  panaudojimo uždaviniai 

Tikslas: Išmokti spr sti keli  kintam j  funkcij  diferencialinio ir integralinio skai iavimo
uždavinius pasinaudojant kompiuterin s algebros paketu Maple. 
Užduotys: 1. Suraskite dviej  kintam j  funkcijos 

yxxz 4y373 22

ekstremumus, nustatykite j  pob d , nubraižykite funkcijos grafik  ekstremumo aplinkoje. 
2. Apskai iuokite funkcijos xyzzyxu 52 222  išvestin  taške A( 1, 1, 2), sudaran i  su 
koordina i  ašimis atitinkamai 600, 450, 300 kampus.

Jo pagrindas xOy plokštumoje – sta iakampis [a,b,c,d]. 
Kirsdami š  k n  plokštuma x=x0 (x0  [a, b]), gauna-
me kreivin  trapecij  [k, l, m, n]. Kreiv s, apribojan ios
ši  trapecij , lygtis bus z=f(x0,y) (y  [b, c]), o plotas iš-
reiškiamas integralu. 
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3. Apskai iuokite t r  k no, apriboto paviršiais:

.,5.1 22 yxzz

> restart: # 1 užduotis
> f:=z1=3*x^2-7*x+3*y^2+4*y; 

;43731: 22 yyxxzf
> z:=3*x^2-7*x+3*y^2+4*y; 
> # randami galimi ekstremum  taškai 
> z_x:=diff(z,x); 

z_x := 6 x - 7 
> z_y:=diff(z,y); 

z_y := 6 y + 4 
> tsk:=solve({f_x=0,f_y=0},{x,y}); 

2 7
: { , }

3 6
tsk y x

> # nustatomas j  pob dis
> z_xx:=diff(z,x,x); 

z_xx := 6 
> z_xy:=diff(z,x,y); 

z_xy := 0 
> z_yy:=diff(z,y,y); 

z_yy := 6 

> d1:=array([[z_xx,z_xy],[z_xy,z_yy]]); 

60

06
1d

with(linalg):
> d1:=det(d1); 

361d
> evalf(subs(x=7/6,y=-2/3,z); 
# kadangi z_xx>0, tas taškas yra minimumo taškas 

-5.416666667
> # braižomas funkcijos grafikas ekstremumo aplinkoje 
> with(plots): 
> implicitplot3d(f,x=0..2.5,y=-2..2,z1=-6..-2,numpoints=10000, 
axes=boxed,color=green);
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> implicitplot(z=0,x=-2..3,y=-3..2,numpoints=20000); # paviršiaus
lygio linija, kai z=0 

> restart: # 2 užduotis
> with(linalg): 
> u:=x^2*y^2+2*z^2+5*x*y*z; 

2 2 2: 2 5u x y z xyz
> # randamos funkcijos dalin s išvestin s ir j  reikšm s duotame taške

> u_x:=diff(u,x); 
2_ : 2 5u x xy yz

> u_y:=diff(u,y); 
2_ : 2 5u y x y xz

> u_z:=diff(u,z); 
_ : 4 5u z z xy

> # suskai iuojamos dalini  išvestini  reikšm s nurodytame taške 
> u1:=subs(x=-1,y=1,z=2,u_x); 

u1 := 8 
> u2:=subs(x=-1,y=1,z=2,u_y); 

u2 := -8 
> u3:=subs(x=-1,y=1,z=2,u_z); 

u3 := 3 
> # randami kamp  kosinusai 
> f1:=cos(Pi/3);f2:=cos(Pi/4);f3:=cos(Pi/6); 

1
1:

2
f

1
2 : 2

2
f

1
2 : 3

2
f

> # skai iuojama išvestin  nurodyta kryptimi 
> isv:=evalf(u1*f1+u2*f2+u3*f3); 
      isv := .941221964 
> restart: # 3 užduotis 
> with(linalg):with(plots): # iškvie iami program  paketai, vedamos funkcijos
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> f1:=z=sqrt(x^2+y^2); 
2 21:f z x y

> f2:=z=1.5; 
2 : 1.5f z

> # braižomi funkcij  grafikai 
> implicitplot3d({f1,f2},x=-5..5,y=-5..5,z=0..2,axes=boxed); 

> # nustatomi integravimo r žiai
> solve({f1,f2,x=0},{x,y,z}); 

   {z = 1.500000000, y = 1.500000000, x = 0.}, 
    {z = -1.500000000, y = -1.500000000, x = 0.} 
> solve({f1,f2,y=0},{x,y,z}); 
   {x = 1.500000000, y = 0., z = 1.500000000}, 
   {y = 0., x = -1.500000000, z = -1.500000000} 
> # skai iuojamas t ris
> V:=evalf(int(int(sqrt(x^2+y^2),y=-1.5..1.5),x=-1.5..1.5)); 

33014217.10V

5.6. Laboratorinio darbo Nr. 5 variantai 

1 variantas

1. Suraskite dviej  kintam j  funkcijos 
xxyxz 6y4 22

ekstremumus, nustatykite j  pob d , nubraižykite funkcijos grafik  ekstremumo aplinkoje, 
pavaizduokite kelet  funkcijos lygio linij .
2. Apskai iuokite funkcijos u xy z xyz2 3  išvestin  taške A(1, 3, 2), sudaran i  su 
koordina i  ašimis atitinkamai 600, 450, 600 kampus.
3. Apskai iuokite t r  k no, apriboto paviršiais:

.0,432,122 zzyxyx

2 variantas

1. Suraskite dviej  kintam j  funkcijos 
yxyxz 6y22
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ekstremumus, nustatykite j  pob d , nubraižykite funkcijos grafik  ekstremumo aplinkoje, 
pavaizduokite kelet  funkcijos lygio linij .

2. Apskai iuokite funkcijos 222 zyxu  išvestin  taške A(1, 1, 1) vektoriaus 

kjia 22  kryptimi. 
3. Apskai iuokite t r  k no, apriboto paviršiais: 

.0,0,3,,1 22 xzxyxyyxz

3 variantas

1. Suraskite dviej  kintam j  funkcijos 
22 y-63 yxyxz

ekstremumus, nustatykite j  pob d , nubraižykite funkcijos grafik  ekstremumo aplinkoje, 
pavaizduokite kelet  funkcijos lygio linij .
2. Apskai iuokite funkcijos 22 zxyxyu  išvestin  taške A(1, 2, 1) kryptimi AB , jei 
taško B koordinat s yra (1, -2, -5). 
3. Raskite t r  k no, apriboto paviršiais: 

.0,2  x, 2222 zxyyxz

4 variantas

1. Suraskite dviej  kintam j  funkcijos 
22 y-5xxyxz

ekstremumus, nustatykite j  pob d , nubraižykite funkcijos grafik  ekstremumo aplinkoje, 
pavaizduokite kelet  funkcijos lygio linij .

2. Apskai iuokite funkcijos 223 zyxu  išvestin  taške A(1, 3, 4) vektoriaus 

a j k  kryptimi. 
3. Raskite t r  k no, apriboto paviršiais: 

.0,6z+ x,2, zxyxy

5 variantas

1. Suraskite dviej  kintam j  funkcijos 
22 y3- xyxz

ekstremumus, nustatykite j  pob d , nubraižykite funkcijos grafik  ekstremumo aplinkoje, 
pavaizduokite kelet  funkcijos lygio linij .
2. Apskai iuokite funkcijos )sin(3 xzxyu  išvestin  taške A(1, 1, /2) kryptimi AB , jei 
taško B koordinat s yra (1, 2, 3). 
3. Apskai iuokite t r  k no, apriboto paviršiais: 

.0,04595,4 zzyyx

6 variantas

1. Suraskite dviej  kintam j  funkcijos 
168y+ 22 xyxz
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ekstremumus, nustatykite j  pob d , nubraižykite funkcijos grafik  ekstremumo aplinkoje, 
pavaizduokite kelet  funkcijos lygio linij .

2. Apskai iuokite funkcijos u arctg
x

yz
 išvestin  taške A(2, 1, 1) kryptimi AB , jei taško 

B koordinat s yra (3, 2, 1). 
3. Apskai iuokite t r  k no, apriboto paviršiais: 

.0,0,0123+2x,
2

1 2 xzyyz

7 variantas

1. Suraskite dviej  kintam j  funkcijos 
yxyxz 63y- 22

ekstremumus, nustatykite j  pob d , nubraižykite funkcijos grafik  ekstremumo aplinkoje, 
pavaizduokite kelet  funkcijos lygio linij .
2. Apskai iuokite funkcijos u xy xy z2 2  didžiausi  kitimo greit  taške A(1, 2, 1).
3. Apskai iuokite t r  k no, apriboto paviršiais: 

.0,4,2 2222 zxyxzyx

8 variantas

1. Suraskite dviej  kintam j  funkcijos 
yxxyxz 26y32- 22

ekstremumus, nustatykite j  pob d , nubraižykite funkcijos grafik  ekstremumo aplinkoje, 
pavaizduokite kelet  funkcijos lygio linij .
2. Nustatykite kamp  tarp funkcij 22 69ir zxyxuxyzv  gradient  taške 

)
6

1
,

3

1
,1(A .

3. Apskai iuokite t r  k no, apriboto paviršiais: 
.9+y+ x,6,422 zzyxyx

9 variantas

1. Suraskite dviej  kintam j  funkcijos 
yxxz 43y+3 232

ekstremumus, nustatykite j  pob d , nubraižykite funkcijos grafik  ekstremumo aplinkoje, 
pavaizduokite kelet  funkcijos lygio linij .

2. Apskai iuokite funkcijos u x y z2 2 2  išvestin  taške A(1, 1, 1) vektoriaus 

)2,2,1(a  kryptimi. 
3. Apskai iuokite t r  k no, apriboto paviršiais: 

.1y01x0,22=z, 2222 yxzyx
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10 variantas

1. Suraskite dviej  kintam j  funkcijos 
2x+22 22 yxyxz

ekstremumus, nustatykite j  pob d , nubraižykite funkcijos grafik  ekstremumo aplinkoje, 
pavaizduokite kelet  funkcijos lygio linij .
2. Apskai iuokite funkcijos 222 zxyxu  išvestin  taške A(2, 3, 1) kryptimi AB , jei 
taško B koordinat s yra (4, 2, 3). 
3. Apskai iuokite t r  k no, apriboto paviršiais: 

.3=z,122 zyx

5.7. Laboratorinio darbo Nr. 5 kontroliniai klausimai 

1. Pateikite dviej  ir trij  kintam j  funkcij  pavyzdži , paaiškinkite, kaip atrodo funkcijo-
mis apibr žiamas paviršius. 

2. Paaiškinkite, kaip skai iuojamos dalin s išvestin s, pateikite pavyzdži .
3. Parašykite, kaip randamas pilnasis funkcijos diferencialas, pateikite pavyzdži .
4. Paaiškinkite sud tin s funkcijos diferencijavim , pateikite pavyzdži .
5. Paaiškinkite, kas yra funkcijos kryptin  išvestin  ir gradientas. 
6. Paaiškinkite, kaip surasti keleto kintam j  funkcijos ekstremumus ir nustatykite j  po-

b d . Pateikite pavyzdži .
7. Paaiškinkite, kaip apskai iuoti dvilyp  integral .
8. Raskite funkcijos 3452 22 yxxz  ekstremumus ir nustatykite j  pob d . Užrašy-

kite šio uždavinio sprendim  Maple kalba. 
9. Nubr žkite funkcijos 3452 22 yxxz  grafik . Užrašykite šio uždavinio sprendim

Maple kalba. 
10. Raskite funkcijos 3452 22 yxxz  dalines išvestines taške (1, 2,4). Užrašykite šio 

uždavinio sprendim  Maple kalba. 

11. Apskai iuokite integral : dxdyyxyxx
2

1

5

1

32 275 . Užrašykite šio uždavinio sprendi-

m  Maple kalba. 
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6. FUNKCIJ  EILUT S

Pirmiausiai apsibr šime skai i  sek . Begaline skai i  seka vadinama skaitin  funkcija, api-
br žta nat rali j  skai i  aib je N. Užrašant bendr j  sekos nar an kartu nurodomas ir kit

nari  užrašymo b das. Jei sekos { an }bendrasis narys 
2

1

n
an ,tai seka atrodys taip (n=1,

2, 3,...):

,...
25

1
,

16

1
,

9

1
,

4

1
,1

1
2n

.                  (6.1) 

Apibr žimas. Skai ius a vadinamas sekos { an } riba, jei bet kuriam teigiamam skai iui  ga-
lima surasti tok  nat ral j  skai i N, kad imant n > N, yra teisinga nelygyb aan .

Apibr žimas. Jei seka turi rib , ji vadinama konverguojan i ja seka, jei ribos neturi – diver-
guojan i ja seka. 
Apibr žimas. Reiškin , gaunama sud jus begalin s skai i  sekos narius, vadinsime begaline 
skai i  eilute.
Sekos (6.1) eilut  atrodys taip: 

...
25

1

16

1

9

1

4

1
1

1

1
2

n n
             (6.2) 

Kadangi tokia begalin  suma pati prasm s neturi, kalbama apie jos dalines sumas: 
;......;;; 21321321211 nn aaaSaaaSaaSaS

Skai iai S1, S2, S3,...Sn,...savo ruožtu sudaro skai i  sek .
Apibr žimas. Skai i  eilut  bus vadinama konverguojan i ja, jei jos dalini  sum  seka turi 
baigtin  rib .

1 pavyzdys. Suraskite eilut s
1 )2)(1(

1

n nn
sum .

Sprendimas. Parašysime eilut  kitu pavidalu 

1...
4

1

3

1

3

1

2

1

2

1
1

2

1

1

1

)2)(1(

1

11 nn nnnn
.

Visus eilut s narius galima prastinti , išskyrus pirm j  ir paskutin j , kuris yra nykstamasis 
dydis.
Ar konverguoja skai i  eilut , galima išsiaiškinti pasinaudojus konvergavimo požymiais.

Dalambero požymis. Jei
1n

na yra teigiama eilut  (an>0) ir egzistuoja baigtin  riba 

n

n

n a

a 1lim , tai
ldomai.tirti papi

verguojaeilut

akonverguojeilut

,1jei

,di,1jei

,,1jei

(6.3)

Koši požymis. Jei
1n

na yra teigiama eilut  (an>0) ir egzistuoja baigtin  riba 

n
n

n
alim , tai

ldomai.tirti papi

verguojaeilut

akonverguojeilut

,1jei

,di,1jei

,,1jei

(6.4)
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Eilu i  palyginimo požymis. Jei turime dvi teigiamas eilutes 
1n

na ,
1n

nb , tai jei egzistuoja 

baigtin  ir nelygi nuliui riba 
n

n

n b

a
lim , tai abi eilut s kartu konverguoja arba diverguoja. 

2 pavyzdys. Ar konverguoja eilut
1 3n

n

n
?

Sprendimas. Naudosim s Dalambero požymiu (6.3): 

nn

n
a

3
,

11 3

1
nn

n
a ir 1

3

1
)

1
1(lim

3

1

3

3)1(
limlim

1
1

nn

n

a

a
nn

n

n
n

n

n
.

Eilut  konverguoja. 
Eilut , kurioje vienas po kito eina teigiami ir neigiami nariai, vadinama alternuojan i ja
eilute. Pavyzdžiui,

...
4

1

3

1

2

1
1

1
)1(

1n

n

n
.                (6.5) 

Tokioms eilut ms taikomas paprastesnis Leibnico požymis. Jei alternuojan iosios eilut s
nari an moduli  seka sudaro nedid jan i  sek ......321 naaaa  ir 0lim n

n
a , tai 

eilut  konverguoja. Alternuojan iosioms eilut ms galioja nelygyb

1nn aSS ,

t.y. kad surandant eilut s sum  daroma paklaida yra mažesn  už paskutin j  atmetam  nar .
Eilut s, kuri nariai yra x  funkcijos ( Rx ), t.y. eilut s

...)(...)()()()()( 4321
1

xuxuxuxuxuxu n
i

i ,         (6.6) 

vadinamos funkcij  eilut mis. Tokios eilut s konvergavimas naudojantis konvergavimo po-
žymiais tikrinamas kiekvienai x x0  reikšmei ir surandama x  reikšmi  sritis, kurioms 
esant eilut  konverguoja. Ši reikšmi  sritis vadinama funkcij  eilut s konvergavimo sritimi.

3 pavyzdys. Suraskite eilut s konvergavimo srit
1 3n

n

nx
.

Sprendimas. Naudosim s Koši požymiu (6.4). 

1
3

||

3

||
lim

xx
n

n

n

n
 ir eilut s konvergavimo sritis bus 33 x .

6.1. Laipsnin s eilut s

Apibr žimas. Funkcin  eilut , kurios bendrasis narys yra c xn
n , vadinama laipsnine:

2
0 1 2 ... ...n

nc c x c x c x

Laipsnin s eilut s konvergavimo sritis yra simetriškas intervalas ),( rr . Kai eilut  konver-
guoja visoje reali j  skai i  srityje, galima laikyti, kad r , kai eilut  konverguoja tik taš-
ke x 0 , r 0 . Skai ius r  vadinamas laipsnin s eilut s konvergavimo spinduliu. 
Daugeliu atvej  laipsnin s eilut s konvergavimo spindulys randamas pasinaudojus Dalam-
bero požymiu. 

Jei egzistuoja riba lim
n

n

n

c

c
1 , tai laipsnin s eilut s su bendruoju nariu c xn

n

konvergavimo spindulys nustatomas iš s ryšio
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lim
n

n

n

c

c r
1 1

.

Laipsnin  eilut  jos konvergavimo intervale galima diferencijuoti ir integruoti panariui.

Funkcijos reiškimas laipsnine eilute. 
Praktiškai dažnai tenka skleisti funkcij  laipsnine eilute. Tai leidžia paprastai apskai iuoti
apytiksl  dalin s sumos (o kartu ir funkcijos) reikšm . Paprastai funkcija skleidžiama nau-
dojant Maklorino eilut :

f x f
f

x
f

x
f

n
x

n
n( ) ( )

( )

!

( )

!

( )

!

( )

0
0

1

0

2

02     (6.7) 

4 pavyzdys. Tarkime, f x ex( ) .

Sprendimas. Prisimin , kad ( )e e , galime parašyti 

f x f x f x f x en( ) ( ) ( ) ( )( ) .
Remdamiesi (6.7) formule gausime 

e
x x x x

n

n

1
1 2 3

2 3

! ! ! !
Ši lygyb  galioja bet kuriai reikšmei iš intervalo ),( .
5 pavyzdys. Tarkime, f x x( ) sin .

Sprendimas. f x x( ) cos , f x x( ) sin , f x x( ) cos , f x x( ) ( ) sin4 ,  …
Kai x 0 , gauname 
f ( )0 1, f ( )0 0 , f ( )0 1, f ( ) ( )4 0 0 , …, 

o toliau išvestin s v l prasideda nuo sin x , tod l išvestini  reikšm s taške x 0  kartosis ta 
pa ia tvarka: 1 0 1 0, , , . Kadangi f ( )0 0 , tai pagal (6.7) formul  gausime 

3 5 2 1

sin ( 1)
1! 3! 5! (2 1)!

n
nx x x x

x
n

Ši lygyb  taip pat teisinga intervale ( , ) .
Apibr žtini integral  skai iavimas panaudojant funkcij  eilutes.
Tarkime, reikia apskai iuoti „integralinio sinuso“ reikšm .

sin x

x
dx

0

1

.

Kadangi
sin x

x
dx  neišreiškiamas elementariosiomis funkcijomis, tai reikia naudotis arba 

specialiomis lentel mis, arba pointegralin s funkcijos skleidimu laipsnine eilute. Kaip 
žinome, sin x  skleidžiama tokia eilute: 

sin
! ! !

x x
x x x3 5 7

3 5 7
,

kuri teisinga intervale ( , ) . Padalij  panariui iš x , gausime formul

sin x

x
1

x x x2 4 6

3 5 7! ! !
,

ir dešin je pus je esanti eilut  konverguoja intervale ( , ) . Tuo galime sitikinti
pasinaudoj  Dalambero požymiu. Suintegrav  abi puses nuo 0  iki 1 , gausime išraišk
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1

0

6
1

0

4
1

0

2
1

0

1

0 !7

1

!5

1

!3

1sin
dxxdxxdxxdxdx

x

x
1

1

3 3

1

5 5

1

7 7! ! !

Gauta eilut  yra alternuojan ioji, tod l apytiksl  reikšm

sin x

x
dx

0

1

1+
1

3 3

1

5 5
0 9460

! !
, ,

o paklaida mažesn  už 
1

7 7

1

35280
0 0001

!
, .

6.2. Furj  eilut s

Be laipsnini  eilu i , pla iai naudojamos trigonometrini  funkcij  eilut s.

Periodini  funkcij  reiškimas Furj  eilute 
Jei funkcija f(x) yra integruojama intervale [ ; ] ir turi period 2 , tai trigonometrin
eilut

)2sin2cos()sincos(
2

)sincos()( 2211
0

1

xbxaxbxa
a

nxbnxaxf
n

nn

       + ( cos sin )a nx b nxn n ,                                        (6.8) 
kurios koeficientai apibr žiami formul mis

a f x dx0
1

( ) ,                      (6.9) 

an
1

f x nxdx( ) cos ( , , )n 1 2 ,                    (6.10) 

bn
1

f x nxdx( ) sin ( , , )n 1 2 ,                  (6.11)

vadinama funkcijos f x( )  Furj  eilute, o skai iai 0a , an  ir bn  – Furj  koeficientais. 
Pateikiame Dirichl  teorem , nusakan i , kokias funkcijas galima skleisti Furj  eilute. 
Teorema. Jei funkcija f x( ) , turinti period 2 , intervale ],[ yra atkarpomis 
diferencijuojama ir turi baigtin  skai i  pirmosios r šies tr kio tašk , tai jos Furj  eilut
kiekviename taške x x0  konverguoja ir: 

1) jos suma S f x0 0( ) , jei funkcija tolydi taške x x0 ;

2) jos suma S
f x f x

0
0 00 0

2

( ) ( )
, jei funkcija f x( )  taške x x0  yra tr ki.

6 pavyzdys. Išskleisti Furj  eilut  funkcija f x x( )  intervale [ ; ].
Sprendimas. Apskai iuosime tos eilut s Furj  koeficientus 

a f x dx x dx dx xdx0
1 1 1

( ) ( ) .

Antrasis integralas yra lygus nuliui, kaip nelygin s funkcijos integralas simetriniame 
intervale, tod l
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a dx0 2 .

Toliau apskai iuosime koeficientus am :

a f x mxdx x mxdxm
1 1

( ) cos ( ) cos cos cosmxdx x mxdx
1

.

Šie abu integralai lyg s nuliui (antrasis tod l, kad pointegralin  funkcija yra nelygin
simetriniame intervale). Tod l a a1 2 0 .
Dabar apskai iuosime koeficientus bm :

b f x mxdx x mxdxm
1 1

( ) sin ( ) sin sin sinmxdx x mxdx
1

.

Pirmasis ši  integral  lygus nuliui (nelygin  funkcija simetriniame intervale). Antrojo 
integralo pointegralin  funkcija yra lygin , nes yra nelygini  funkcij  sandauga, tod l

mxdxxbm sin
2

0

.

Š  integral  integruosime dalimis, laikydami u x , dv mxdxsin , du dx , v
m

mx
1

cos , t.y. 

b
x

m
mx

m
mxdx

m
mm

2 2 2

0 0

cos cos cos
2 2

1
2

12
0

1

m
mx

m m
m msin ( ) ( ) .

Tuo b du intervale ),(  funkcija f x( )  skleidžiama tokia Furj  eilute: 

f x
m

mx
m

m

( )
( )

sin2
1 1

1

2
2

2

3

3

4

4
sin

sin sin sin
x

x x x
.

Funkcijos grafikas ir Furj  eilute aprašomas grafikas pavaizduoti 6.1 pav.

6.1 pav. Ištisin  kreiv  atitinka funkcijos grafik , punktyrin  – Furj  eilut , kurioje paimti 5 nariai,
br kšnin  – 40 nari .
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Baigtiniame intervale apibr žtos funkcijos skleidimas Furj  eilute. 
Teorema. Jei funkcija yra periodin  (periodas 2l ) ir jai galioja Dirichl  s lygos, tuomet 
intervale ],[ ll  funkcija f x( )  gali b ti išreikšta Furj  eilute 

f x
a

a
m x

l
b

m x

lm m
m

( ) cos sin0

12
,                         (6.12) 

o koeficientai am  ir bm  apskai iuojami pagal formules 

a
l

f x
m x

l
dxm

l

l
1

( ) cos ,

b
l

f x
m x

l
dxm

l

l
1

( ) sin .                                   (6.13)

6.3. Laboratorinio darbo Nr. 6 pavyzdys. Maple programa 

Funkcij  eilu i  taikymo uždaviniai

Tikslas: išmokti suskai iuoti integralus, išreiškus juos funkcij  eilut mis, išd styti funkcijas 
Furj  eilut mis, pasinaudojant kompiuterin s algebros paketu Maple. 
Užduotys: 1. Išreikškite eilute ir apskai iuokite integral

2

1

.
sin

dx
x

x

2. Išd stykite funkcij ( ) 4 1f x x  intervale )1,1(  Furj  eilute. 
Rezultatus atvaizduokite grafiškai. 
3. Išd stykite funkcij

.0kai0,

ir0x-kai,
)(

x

x
xf

intervale ),(  Furj  eilute ir rezultatus atvaizduokite grafiškai. 

> restart: # 1 užduotis 
> # pointegralin  funkcija išskleidžiama Teiloro eilute(10 – nurodytas nari  skai ius
> eil:=series(sin(x)/x,x=0,10); 

2 4 6 8 91 1 1 1
: 1 ( )

6 120 5040 362880
eil x x x x O x

> s:=convert(eil,polynom); 

2 4 6 81 1 1 1
: 1

6 120 5040 362880
eil x x x x

> integ:=int(s,x=0..t); 

3 5 7 91 1 1 1
int :

18 600 35280 3265920
eg t t t t t

> ats:=evalf(subs(t=2,integ)-subs(t=1,integ)); 
: .6593344689ats

> # patikriname atsakym
> ats:=evalf(int(sin(x)/x,x=1..2)); 

: .6593299066ats
> restart: # 2 užduotis 
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> # užrašome Furj  eilut s intervale [-L, L] koeficient  išraiškas 
> a:=n->1/L*int(f*cos(n*Pi*x/L),x=-L..L); 

cos

:

L

L

n x
f dx

L
a n

L
> b:=n->1/L*int(f*sin(n*Pi*x/L),x=-L..L); 

sin

:

L

L

n x
f dx

L
b n

L
> # užrašoma Furj  eilut
> s:=n->value(a(0)/2+sum(a(m)*cos(m*Pi*x/L)+b(m)*sin(m*Pi*x/L), 
m=1..n));

1

1
: (0) ( ) cos ( )sin

2

n

m

m x m x
s n value a a m b m

L L

> L:=1:f:=4*x+1; # nurodomas intervalas ir vedama funkcija 
f:=4x+1

> s(5); 

)5sin(
5

8
)4sin(2)3sin(

3

8
)2sin(4)sin(81 xxxxx

> # br žiami grafikai imant 5 (punktyrin  kreiv ) ir 50 (br kšnin  kreiv ) skleidimo nari
> plot([f,s(5),s(50)],x=-1..1,y=-5..5,color=[black,black,black], 
linestyle=[1,2,3]);

> restart: # 3 užduotis 
> # užrašome Furj  eilut s koeficient  išraiškas 
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> a:=n->1/Pi*int(f*cos(n*x),x=-Pi..Pi); 

cos

:

f nx dx

a n

> b:=n->1/Pi*int(f*sin(n*x),x=-Pi..Pi); 

sin

:

f nx dx

b n

> # užrašoma Furj  eilut
> s:=n->value(a(0)/2+sum(a(m)*cos(m*x)+b(m)*sin(m*x),m=1..n)); 

1

1
: (0) ( ) cos ( )sin

2

n

m

s n value a a m mx b m mx

> # vedame ir br žiame intervalais tr ki j  funkcij
> f:=piecewise(x<=0 and x>=-Pi, x, x>0 and x<=Pi,0); 

0 0
:

0 0 0

x x and x
f

x and x
> plot(f,x=-Pi..Pi,y=-4..1); 

> # Furj  eilut , kai n=5 
> f10:=s(5); 

2 2
cos(3 ) cos(5 )1 2cos( ) 1 1 1 19 2510 : sin( ) sin(2 ) sin(3 ) sin(4 ) sin(5 )

4 2 3 4 5

x xx
f x x x x x

> # br žiami grafikai imant 5 (punktyrin  kreiv ) ir 40 (br kšnin  kreiv ) skleidimo nari
> plot([f,s(5),s(40)],x=-Pi..Pi,y=-4..1,
color=[black,black,black], linestyle=[1,2,3]); 
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6.4. Laboratorinio darbo Nr. 6 variantai 

1 variantas

1. Išreikškite eilute integral :
x

x dxex
0

2 .
2

2. Išd stykite funkcij f(x) = 2x 3 intervale )3,3(  Furj  eilute. Rezultatus atvaizduokite 
grafiškai.
3. Išd stykite funkcij

x0kai0,

ir0x-kai,2
)(

x
xf

 intervale ),(  Furj  eilute ir rezultatus atvaizduokite grafiškai. 

2 variantas

1. Išreikškite eilute integral :
x

dx
x

x

0
2

.
1

2. Išd stykite funkcij
2

)(
x

xf  intervale ),(  Furj  eilute. Rezultatus 

atvaizduokite grafiškai. 
3. Išd stykite funkcij

1x0kaix,-1

ir0x1-kai,1
)(xf

intervale )1,1(  Furj  eilute ir rezultatus atvaizduokite grafiškai. 
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3 variantas

1. Išreikškite eilute integral :
x

x

dx

0
4

.
1

2. Išd stykite funkcij xdxxxf cos)(  intervale ),(  Furj  eilute. Rezultatus atvaizduo-
kite grafiškai. 
3. Išd stykite funkcij

2<x0kai,
2

x

ir0x2-kai,0
)(xf

intervale )2,2(  Furj  eilute ir rezultatus atvaizduokite grafiškai. 

4 variantas

1. Išreikškite eilute integral :
x

dx
x

x

0

.
cos

2. Išd stykite funkcij )sin()( xxxf  intervale ),(  Furj  eilute. Rezultatus atvaizduo-
kite grafiškai. 
3. Išd stykite funkcij

3
2

3
kai,

2

3

,2/3x0kaix,

,0x3-kai,0

)(

x

xf

intervale )3,3(  Furj  eilute ir rezultatus atvaizduokite grafiškai. 

5 variantas

1. Išreikškite eilute integral
x

dx
x0

.
1

sin

2. Išd stykite funkcij xxf 3)(  intervale )2,2(  Furj  eilute. Rezultatus atvaizduokite 
grafiškai.
3. Išd stykite funkcij

x0kai3x,

ir0x-kai,2
)(

x
xf

intervale ),(  Furj  eilute ir rezultatus atvaizduokite grafiškai. 

6 variantas

1. Išreikškite eilute integral :
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x

dx
x

x

0
2

2

.
sin

2. Išd stykite funkcij 13)( xxf  intervale )2,2(  Furj  eilute. Rezultatus atvaizduokite 
grafiškai.
3. Išd stykite funkcij

x0kai3x,

,0x-kai,
)(

x
xf

intervale ),(  Furj  eilute ir rezultatus atvaizduokite grafiškai. 

7 variantas

1. Išreikškite eilute integral
x

dxx
0

5 .1

2. Išd stykite funkcij 18)( xxf  intervale )8,8(  Furj  eilute. Rezultatus atvaizduokite 
grafiškai.
3. Išd stykite funkcij

x0kaix,

ir0x-kai,0
)(xf

intervale ),(  Furj  eilute ir rezultatus atvaizduokite grafiškai. 

8 variantas

1. Išreikškite eilute integral
x

x

dx

0
3 2

.
1

2. Išd stykite funkcij 15)( xxf  intervale )5,5(  Furj  eilute. Rezultatus atvaizduokite 
grafiškai.
3. Išd stykite funkcij

x0kai1,

ir0x-kai,1
)(

x
xf

 intervale ),(  Furj  eilute ir rezultatus atvaizduokite grafiškai. 

9 variantas

1. Išreikškite eilute integral
x

dxxx
0

22 .)1ln(

2. Išd stykite funkcij
25

1
)(

x
xf  intervale )2,2(  Furj  eilute. Rezultatus atvaizduoki-

te grafiškai. 
3. Išd stykite funkcij
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x0kaix,

ir0x-kai,1
)(xf

 intervale ),(  Furj  eilute ir rezultatus atvaizduokite grafiškai. 

10 variantas

1. Išreikškite eilute integral
x

dxxx
0

2 .4sin

2. Išd stykite funkcij
53

1
)(

x
xf  intervale )1,1(  Furj  eilute. Rezultatus atvaizduokite 

grafiškai.
3. Išd stykite funkcij

2
x0kai1,x

ir0x
2

-kai,0
)(xf

intervale )
2

,
2

(  Furj  eilute ir rezultatus atvaizduokite grafiškai. 

6.5. Laboratorinio darbo Nr. 6 kontroliniai klausimai 

1. Pateikite laipsnin s eilut s apibr žim  ir paaiškinkite, kaip nustatyti jos konvergavimo 
interval .

2. Paaiškinkite, kaip funkcij  išreikšti laipsnine eilute. 
3. Užrašykite Furj  eilut  ir pateikite formules Furj  koeficientams periodin ms 2  peri-

odo funkcijoms nustatyti. 
4. Užrašykite Furj  eilut  ir pateikite formules Furj  koeficientams neperiodin ms ir bet 

kokio periodo funkcijoms nustatyti. 

5. Funkcij
2

2

3

cos

x

x
y  užrašykite Teiloro eilute. Užrašykite šio uždavinio sprendim  Map-

le kalba. 
6. Funkcij 25)( xxf  užrašykite Furj  eilute intervale )2,2( . Užrašykite šio uždavi-

nio sprendim  Maple kalba. 

7. Užrašykite funkcij
.20,0

;02,

x

xx
 Maple kalba ir nubr žkite jos grafik .



100

7. DIFERENCIALIN S LYGTYS 

Paprast ja diferencialine lygtimi vadinama lygtis, kurioje yra nurodomas ryšys tarp nepri-
klausomo kintamojo x, nežinomos funkcijos ( )y x  ir jos  išvestini '( )y x , ''( )y x , ..., ( )ny . Jos 
bendras pavidalas yra

( )( , , ',..., ) 0.nF x y y y                             (7.1) 
Diferencialin s lygties eil n  apsprendžia eil  didžiausios išvestin s, esan ios lygtyje. Pa-
vyzdžiui, lygtis

'' 0y y                                      (7.2) 
yra antrosios eil s diferencialin  lygtis. Jei nežinoma funkcija priklauso nuo keli  kintam -
j , tai diferencialin  lygtis yra vadinama dalini  išvestini  lygtimi. Mes nagrin sime tik pa-
prast sias diferencialines lygtis. Diferencialin s lygties sprendiniu yra vadinama funkcija  
y(x) tenkinanti diferencialin  lygt  (paver ianti ši  lygt  tapatybe). Pavyzdžiui, (7.2) lygties 
sprendinys yra funkcija siny x . Iš tikr j , ' cosy x , '' siny x . stat y  ir ''y  duot
lygt  gauname tapatyb sin sin 0x x . J  tenkins ir  1 2sin cosy C x C x , kur 1C  ir 2C

yra bet kokios konstantos. Tokius sprendinius paprastai vadiname bendraisiais sprendiniais. 
Jei lygtis yra pirmosios eil s, tai bendrasis sprendinys priklauso nuo vienos konstantos, jei 
antrosios – nuo dviej  konstant  ir t. t. 
Praktikoje dažnai reikia rasti ne bendr j , o atskir j  sprendin  tenkinant  papildomas s ly-
gas. Pavyzdžiui, rasti pirmosios eil s diferencialin s lygties 2' 3y x  sprendin , tenkinant
pradin  s lyg 0)0(y . Lygties sprendin  gausime atlik  integravim :

2 2 2 3' 3        dy 3        dy 3        y
dy

y x x dx x dx x C
dx

.

stat  s lyg 0kai,0 xy  (tada 0C ), gausime atskir j  sprendin 3y x . Geometriš-
kai (žr. 7.1. pav.) atskirasis sprendinys reiškia tam tikr  kreiv (br kšnin  kreiv ), o bendra-
sis 3y x C  kreivi  šeim .

7.1. pav. 

Surasti analizin  diferencialin s lygties sprendin  pavyksta tik atskirais atvejais. Kelet  toki
atvej , kai žinomi b dai sprendiniui užrašyti, mes panagrin sime.
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7.1. Pirmosios eil s diferencialin s lygtys 

Pirmosios eil s diferencialin  lygtis yra tokio pavidalo: 

( , , ') 0,F x y y
arba

' ( , )y f x y .                      (7.3)

Kadangi '
dy

y
dx

, tai (7.3) lygt  galima perrašyti pavidalu 

( , ) 0,dy f x y dx
arba bendriau 

( , ) ( , ) 0.P x y dx Q x y dy              (7.4) 

ia ( , )P x y  ir ( , )Q x y  yra dviej  kintam j  duotos funkcijos. 
Kaip mat me iš ankstesnio pavyzdžio tokios lygtys turi be galo daug sprendini . Norint iš-
skirti vien  sprendin  yra formuluojamas Koši uždavinys: rasti lygties (7.3) sprendin ( )y x ,
tenkinant  pradin  s lyg 0 0( )y x y . Sprendinio grafikas yra vadinamas integraline kreive.
Geometriškai pradin  s lyga reiškia, kad sprendin  atitinkanti integralin  kreiv  eina per 
tašk 0 0( ; )x y .
1 apibr žimas. Diferencialin s lygties (7.3) bendruoju sprendiniu vadinama funkcija 

( , )y x C , priklausanti nuo laisvosios konstantos C  ir tenkinanti tokias s lygas:
a) esant bet kuriai C reikšmei ji tenkina (7.3) lygt ;
b) bet kuriai pradinei s lygai 0 0( )y x y (taškas 0 0( ; )x y  turi priklausyti funkcijos 

( , )f x y  apibr žimo sri iai) visada galima parinkti parametro C  reikšm 0C , kad funkcija 

0( , )y x C b t  atitinkamo Koši uždavinio sprendinys.
2 apibr žimas. Diferencialin s lygties (7.3) atskiruoju sprendiniu vadinama funkcija

0( , )y x C ,

kuri yra gaunama iš bendrojo sprendinio, konstantai C  suteikus konkre i  reikšm 0C .
Dažnai sprendžiant diferencialin  lygt  sprendinys yra gaunamas neišreikštiniu pavi-

dalu ( , , ) 0x y C . Tokiu atveju lygtis ( , , ) 0x y C  yra vadinama diferencialin s lygties 
(7.3) bendruoju integralu, o lygtis 0( , , ) 0x y C – atskiruoju integralu.
3 apibr žimas. Diferencialin s lygties (7.3) ypatinguoju sprendiniu yra vadinamas sprendi-
nys ( )y x , kurio negalima gauti iš bendrojo sprendinio, kad ir kokia b t  C reikšm .

Per kiekvien  ypatingojo sprendinio tašk ( ; ( ))x x eina bent dvi integralin s krei-
v s. Tod l dažnai ypatingasis sprendinys yra apibr žiamas kaip sprendinys, kurio kiekviena-
me taške n ra sprendinio vienaties. Pavyzdžiui, imkime lygt

2/3' 3y y  .                     (7.5) 

Jos bendrasis sprendinys (ši lygtis yra su atskirtaisiais kintamaisiais, žr. 1 pavyzd  toliau) 
3( )y x C , o ypatingasis sprendinys 0y negaunamas iš bendrojo sprendinio, kad ir ko-

kia b t  C reikšm  (žr. 7.2 pav.). 
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7.2 pav. 

Per kiekvien  sprendinio 0y  tašk 0( ;0)x  eina du sprendiniai: ties 0y  ir kubin  para-

bol 3
0( )y x x . Tod l kiekviename sprendinio 0y  taške n ra vienaties.

7.1.1. Lygtys su atskirtaisiais kintamaisiais 

Diferencialin  lygtis vadinama lygtimi su atskirtaisiais kintamaisiais, jei esan ias
lygtyje x funkcijas galima perkelti  vien  lygties pus , o y –  kit . Tokio tipo yra lygtis 

' ( ) ( )y f x g y

arba

1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) 0.f x g y dx f x g y dy

1 pavyzdys. Išspr sime lygt 2/3' 3y y :

2/3 2 /3 1/3 1/3 31
3 ( ) ( )

3

dy
y y dy dx d y dx y x C y x C

dx
.

Dalydami lygt  iš 2/3y  mes praradome ypating j  sprendin 0y .
Ats. 3( ) , 0y x C y .
Sprendimas su Maple:
> eq:=diff(y(x),x)=3*y(x)^(2/3);

 := eq
d
d
x

( )y x 3 ( )y x
( )/2 3

> dsolve(eq);

( )y x
( )/1 3

x _C1 0

2 pavyzdys. Išspr sime lygt cos cos  sin sin 0x y dx x ydy .
Kintamieji atsiskiria ir galima atlikti integravim :

cos  sin  
cos cos  sin sin 0            

sin cos

(sin ) (cos ) (sin ) (cos )
            

sin cos sin cos

 ln|sin | ln|cos | ln| |   sin cos .

x dx y dy
x y dx x ydy

x y

d x d y d x d y

x y x y

x y C x y C

Pažym sime, kad, kai 0C , gauname sprendinius x k , , 0, 1, 2, ...
2

y k k .

Ats. sin cosx y C .
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7.1.2. Pirmosios eil s homogenin s diferencialin s lygtys 

Pirmosios eil s diferencialin  lygtis vadinama homogenine, jei jai galima suteikti form

'
y

y f
x

 arba ( , ) ( , ) 0,P x y dx Q x y dy

kurioje ( , )P x y ir ( , )Q x y yra homogenin s to paties laipsnio funkcijos. 
Funkcija f(x, y) vadinama k-ojo laipsnio homogenine funkcija, jei lygyb

),(),( yxfttytxf k  galioja visiems 0t . ia k – bet koks realusis skai ius. Pavyzdžiui, 
funkcija

22 -xy),( yxyxf
yra antrojo laipsnio homogenin  funkcija, nes 

),()(),( 22222222 yxftyxyxtyttxtyxttytxf .

Atlikus kintam j  pakeitim
y

z
x

 (tada , ' ' ,y zx y z x z dy xdz zdx ), gaunama lygtis 

su atskirtaisiais kintamaisiais.
3 pavyzdys. Išspr sime lygt ( ) ( ) 0x y dx y x dy . raš y zx , dy xdz zdx , gausime 

2

2

2

( ) ( )( ) 0  |  :

0

(1 2 ) ( 1) 0

( 1)
.

1 2

x zx dx zx x xdz zdx x

dx zdx xzdz z dx xdz zdx

z z dx x z dz

dx z dz

x z z
Atlik  dar vien  kintam j  pakeitim 21 2 -z   , (2 2 ) 2(1 )t z dt z dz z dz , sprendžiam
diferencialin  lygt  jau galime suintegruoti: 

2

( 1)
            2    

1 2 2

dx z dz dx dt dx dt

x z z x t x t
2

2 2 2 2

2 ln | | ln | | ln | |     x     

x (1 2 )      x 2 .

x t C t C

z z C xy y C

Paskutin je eilut je gr žtame prie pradini  kintam j .
Ats. 2 22 .x xy y C

7.1.3. Pirmosios eil s tiesin s diferencialin s lygtys 

Diferencialin  lygtis vadinama tiesine, jei ji tiesin  ieškomosios funkcijos y(x) ir jos išvesti-
n s atžvilgiu, t.y. funkcija ir išvestin eina pirmajame laipsnyje: 

' ( ) ( )y p x y f x .                        (7.6) 
Jei dešinioji pus ( ) 0f x , tai j  vadinsime tiesine homogenine lygtimi: 

' ( ) 0y p x y .                           (7.7) 
Panagrin sime tiesini  lyg i  sprendimo metod  atliekant kintam j  pakeitim . Pažym j

y uv , ///ytada uvvu .               (7.8) 
Gausime dvi lygtis atskirtaisiais kintamaisiais, kurias išsprend  gr žtame prie pradini
kintam j . Lygtis

012 x /2 xyy
šiuo metodu b t  sprendžiama taip: 

a) atliekame kintam j  pakeitim :
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.01ir02:lygtisdvigauname

,01)2(        x012x

012)(        x012 x

/2/2

/2/2/2/2

//2/2

vuxxvvx

xvvxuvuxuvuvxvu

xuvuvvuxyy

b) išsprendžiame pirm j  lygt :

;11jeiir

||ln||ln2||ln22

20202

2
2

/2

x
vCCvx

Cxv
x

dx

v

dv

x

dx

v

dv

v
dx

dv
xv

dx

dv
xxvvx

c) išsprendžiame antr j  lygt :

;1

01011         x01 x //
2

2/2

Cxudxdu
dx

du

uu
x

vu

d) gr žtame prie pradini  kintam j .
./)( 2xCxyuvy

Ats. .)(y 2xCx

7.1.4. Piln j  diferencial  lygtys 

Jei diferencialin s lygties 
0),()P(x, dyyxQdxy                      (7.9) 

kairioji lygyb s pus  yra funkcijos U(x,y) pilnasis diferencialas, t. y. 

( , ) ( , )
 ( , ) P(x,y)dx Q(x,y)dy

U x y U x y
dU x y dx dy

x y
,      (7.10) 

tai lygtis (7.9) vadinama piln j  diferencial  lygtimi. Tada j  galima užrašyti 

( , ) 0dU x y

ir jos bendrasis integralas yra 
( , )U x y C .

Kad lygtis (7.9) b t  piln j  diferencial  lygtimi, b tina ir pakankama, jog b t  pildoma 
s lyga:

P( , ) ( , )

y

x y Q x y

x
.

Bendr j  šios lygties sprendin  surasime pasinaudodami iš (7.10) lygybi  išplaukian iomis
išraiškomis:

( , )
( , ) ( , ) ( , ) ( )

U x y
P x y U x y P x y dx C y

x
,            (7.11)
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( ( , ) ( ))( , )
 ( , ).

P x y dx C yU x y
Q x y

y y
                      (7.12) 

(integruojant pagal x viršutin  lygyb , reikia prid ti nežinom  funkcij  nuo y ). 
4 pavyzdys. Išspr sime lygt :

2 232 cos  (8 sin 2 ) 0x y dx y x y dy .
Ši lygtis yra piln j  diferencial  lygtis, nes 

2

23

P( , ) (2 cos )
 2 ( 2cos sin ) 2 sin 2 ,  

(8 sin 2 )( , )
2 sin 2  , 

x y x y
x y y x y

y y

y x yQ x y
x y

x x

t.y. išvestin s lygios. T siame sprendim :

.6cosx),(

6)(

8)(8)(

)cossin22sin(sincos28)(sincos2
),(

(7.12).parodytakaiptoliau,

,)(cosx),(2xcos),(

),(P),(

:gauname(7.11)pagal

322

3

33/

23/2

222

CyyyyxU

CyyyC

dyyydCyyC

yyyyyxyyCyyx
y

yxU

yCyyxUxyyxU

xyxyxU

Ats. 2 2 3cos 6  x y y y C .

7.2. Aukštesn s eil s diferencialin s lygtys 

Kaip jau min jome, diferencialin s lygties eil  lemia eil  didžiausios išvestin s,
esan ios lygtyje. Lygtis 

( )( , , ',..., ) 0nF x y y y

vadinama bendr ja n-tosios eil s diferencialine lygtimi. Kai j  galima išspr sti ( )ny  atžvilgiu, 
ji užrašoma taip: 

( ) ( 1)( , , ',..., )n ny f x y y y .              (7.13) 
Bendrasis n-osios eil s lygties sprendinys priklauso nuo n konstant 1 2, ,..., nC C C  ir turi 
pavidal

1 2, , ,..., )ny x C C C  arba 1 2( , , , ,..., ) 0.nx y C C C  Norint išskirti atskir j  sprendin  yra 
formuluojamas Koši uždavinys: rasti (7.13) lygties sprendin , tenkinant  pradines s lygas:

(1) ( 1) ( 1)
0 0 0 0 0 0( ) , '( ) ,..., ( )n ny x y y x y y x y ;

ia (1) ( 1)
0 0 0, ,..., nx y y  – tam tikri skai iai.

Toliau nagrin sime atskirus lyg i  tipus ir sprendimo metodus. 
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7.2.1. Lygtys, kuri  eil  galima pažeminti 

a) ( ) ( )ny f x . Ši lygtis sprendžiama n kart  integruojant.
5 pavyzdys. Išspr sime lygt ''' cosy x . Nuosekliai integruodami gauname: 

1'' cos siny xdx x C ,

1 1 2' (sin ) cosy x C dx x C x C ,

Ats. 21
1 2 2 3( cos ) sin

2

C
y x C x C dx x x C x C .

Sprendimas su Maple: 
> eq:=diff(y(x),x$3)=cos(x);

 := eq
d

d3

x3
( )y x ( )cos x

> dsolve(eq);

( )y x ( )sin x
_C1 x2

2
_C2 x _C3

b) ( , ', '') 0F x y y . Lygtyje n ra ieškomosios funkcijos ( )y x . Pakeit 'z y  gauname pir-
mosios eil s lygt ( , , ') 0F x z z .
6 pavyzdys. Išspr sime lygt '' ' 0xy y . Pakeit 'z y , gauname 

1

1 1 1
1 2

' 0 0 ln ln ln

' ln | | .

dz dz dx
xz z x z z x C

dx z x
C C C

z y y dx C x C
x x x

Ats. 1 2ln | |y C x C .
Sprendimas su Maple: 
> dsolve(x*diff(y(x),x,x)+diff(y(x),x)=0);

( )y x _C1 _C2 ( )ln x

c) ( , ', '') 0F y y y . Lygtyje n ra nepriklausomo kintamojo x. Atlik  keitin

' ,  ''
dp dp dy dp

y p y p
dx dy dx dy

,

gauname pirmosios eil s lygt , , 0
dp

F y p p
dy

, kurioje nežinoma funkcija yra ( )p y , o ne-

priklausomas kintamasis yra y .

7 pavyzdys. Išspr sime Koši uždavin 3 '' 2 'y yy ,
1

(0) 0, '(0)
3

y y .

Lygt  perrašome taip: 

2 2
1 1

3 2      3 2       3 2  

 3    3 '     

dp
p yp dp ydy dp ydy

dy

p y C y y C
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Toliau naudodamiesi pradin mis s lygomis apskai iuojame 1C :

2
1 1

1
3 0 1

3
C C . Gauname lygt  su atskirtaisiais kintamaisiais: 23 ' 1y y .

J  sprendžiame taip: 

2
2 2

3 1 3 3
1 1

dy dy dy
y dx dx

dx y y

2 2

1 1 1 3
3 ln | 1| ln | 1|

2 1 1 2
dy x C y y x C

y y
.

Pasinaudoj  pradine s lyga (0) 0y gauname, kad 2 0C . Gavome sprendin

2
ln | 1| ln | 1|

3
y y x  arba 

2

3| 1|

| 1|

xy
e

y
.

7.2.2. Tiesin s antrosios eil s lygtys su pastoviaisiais koeficientais 

Tai diferencialin s lygtys
'' ' ( )y py qy f x ,                  (7.14) 

kur p ir q realieji skai iai, o f(x) – intervale (a, b) apibr žta funkcija. Jei f(x)=0 , t.y. 
'' ' 0y py qy ,                   (7.15) 

lygtis vadinama tiesine homogenine.
1 teorema. Jei 1 2  ir  yy  yra (7.15) lygties sprendiniai, tai ir suma

1 1 2 2y C y C y (7.16)
taip pat bus lygties (7.14) sprendinys. ia 1C  ir 2C  – bet kurios konstantos.

Determinantas 1 2 ' '
1 2 2 1' '

1 2

( )
y y

W x y y y y
y y

 yra vadinamas Vronskio determinantu. Dvi 

funkcijos 1 2  ir  yy ir yra vadinamos tiesiškai nepriklausomomis, kai 1

2

const
y

y
.

2 teorema. Tegu 1 2  ir  yy  yra (7.15) lygties sprendiniai. Tada jie yra tiesiškai nepriklausomi 
tada ir tik tada, kai j  Vronskio determinantas ( ) 0W x .
Šiuo atveju sakome, kad sprendiniai 1y  ir 2y  sudaro fundamentali j  sprendini  sistem .
3 teorema. Jei 1 2  ir  yy  yra (7.15) lygties tiesiškai nepriklausomi sprendiniai, tai lygties 
(7.15) bendrasis sprendinys išreiškiamas (7.16) formule. 
4 teorema. Jei 1 2  ir  yy  yra (7.15) lygties tiesiškai nepriklausomi sprendiniai, o y  yra atski-
rasis (7.14) lygties sprendinys, tai (7.14) lygties bendrasis sprendinys išreiškiamas formule: 

1 1 2 2y C y C y y .        (7.17) 
Kadangi 1 1 2 2hy C y C y  yra homogenin s lygties (7.15) sprendinys, tai (7.17) formul  gali-
ma užrašyti taip: hy y y . Tod l (7.14) lygties bendrasis sprendinys y lygus atitinkamos 
homogenin s lygties bendrojo sprendinio yh ir nehomogenin s lygties atskirojo sprendinio 
y  sumai. 

Min tos s vokos ir teoremos yra apibendrinamos n-tosios eil s tiesin ms diferencia-
lin ms lygtims. 
Homogenin s lygties sprendiniai ieškomi tokio pavidalo: 
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kxey .              (7.18) 
raš  sprendin  (7.18)  (7.15) lygt , gausime kvadratin  algebrin  lygt :

00 22 qpkkqepkeek kxkxkx .
Lygtis 02 qpkk vadinama diferencialin s lygties (7.15) charakteristine lygtimi.

Charakteristin s lygties 02 qpkk  šaknys gali b ti:
realios skirtingos 1 2k k  (D=p2-4q>0),

realios lygios k=k1=k2 (D=0) ir 
kompleksin s k i (D<0).

Bendrasis tiesin s homogenin s diferencialin s lygties (7.15) sprendinys min tais at-
vejais užrašomas taip: 

1 2
1 2

1 2 1 2

1 2

,  kai 0

, kai  0 ir 

( cos sin x)  ,    kai 0.

k x k x
h

kx kx
h

x
h

y C e C e D

y C e C xe D k k k

y e C x C D

8 pavyzdys. Tiesin s, homogenin s diferencialin s lygties
'' 5 ' 6 0y y y

charakteristin s lygties 065
2

kk  šaknys bus 1 2k  ir 2 3k . Tod l bendrasis dife-
rencialin s lygties sprendinys užrašomas taip:

xx
h eCeCy 3

2
2

1 .
9 pavyzdys. Diferencialin s lygties 

'' 6 ' 9 0y y y

charakteristin s lygties 096
2

kk  šaknys lygios k1=3 ir k2=3 , o bendrasis sprendinys 
tada užrašomas taip:

xx
h eCeCy 3

2
3

1 x .
10 pavyzdys. Lygties

'' 4 ' 5 0y y y

charakteristin s lygties 054
2

kk  diskriminantas neigiamas skai ius ( 4D ), šaknys 
kompleksiniai skai iai 1,2 2k i . Šiuo atveju gaunamas tokio pavidalo sprendinys: 

).sincos( 21
2 xCxCey x

h

Panagrin sime neapibr žt j  koeficient  metod , naudojam  nehomogenin s lygties (7.14) 
atskirajam sprendiniui y  surasti. Tegul diferencialin s lygties '' ' ( )y py qy f x  dešin je
pus je esanti funkcija yra tokia: 

];sin)(cos)([)( xxQxxPexf mn
x

ia ir  realieji skai iai, )(ir)( xQxP mn  – n-osios ir m-osios eil s polinomai su realiai-
siais koeficientais. Tada atskir j  lygties (7.14) sprendin  galime užrašyti taip: 

[ ( ) cos ( )sin ],r x
s sy x e M x x N x x

ia )(ir)( xNxM ss  s-tosios eil s polinomai (s – lygus didžiausiam iš skai i m ir n ) su rai-
diniais koeficientais, r atitinka kartotinum  , su kuriuo i  sutampa su atitinkamomis 
homogenin s lygties (7.15) charakteristin s lygties 02 qpkk  šaknimis.
Paaiškinsime pavyzdžiais: 
a) jei 0,0 , tai )()( xPxf n , o atskirasis nehomogenin s diferencialin s lygties 
sprendinys užrašomas taip: 
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1 1
1 1 0( ... ) r n n

n ny x A x A x A x A ;
ia 1r , jei viena atitinkamos charakteristin s lygties šaknis lygi 0 )0( , 2r , jei dvi 

šaknys lygios 0  ir 0r , jei nei viena atitinkamos charakteristin s lygties šaknis nelygi 0 .
11 pavyzdys. Išspr sime diferencialin  lygt

2'' 2 ' 3 2 9y y x x .
Atitinkamos homogenin s lygties '' 2 ' 0y y  charakteristin s lygties ( 022 kk )šaknys
lygios k1=0 ir k2=-2 ir jos bendrasis sprendinys užrašomas taip: 

x
h eCCy 2

21 .
Nehomogenin s lygties atskirojo sprendinio ieškosime šio pavidalo( 0nes,1 1kr , s =2):

2( )y x Ax Bx C .
Koeficientus A, B, C surasime raš  š  sprendin  nehomogenin  lygt  ir pareikalav , kad jis 
ši  lygt  tenkint :

2

2 2

2 2

' 3 2 ,

'' 6 2 ,

6 2 6 4 2 6 2 (3 2 ) 2 2   ir

6 2 (3 2 ) 2 2 3 2 9.

y Ax Bx C

y Ax B

Ax B Ax Bx C Ax x A B B C

Ax x A B B C x x

Iš paskutin s lygyb s išplaukia: 

.419922

,41123

,2136

CCB

BBA

AA

Tada
3 2

2
1 2

19

2 4 4
x

h

x x x
y y y C C e  .

Ats.
3 2

2
1 2

19
.

2 4 4
x x x x

y C C e

Neapibr žt j  koeficient  skai iavimas gali b ti atliktas su Maple taip: 
> eq:=diff(y(x),x,x)+2*diff(y(x),x)=3*x^2+2*x+9;

 := eq
d

d2

x2
( )y x 2

d
d
x

( )y x 3 x2 2 x 9

> eqh:=lhs(eq)=0; 

 := eqh
d

d2

x2
( )y x 2

d
d
x

( )y x 0

> yh:=rhs(dsolve(eqh)); 

 := yh _C1 _C2 e
( )2 x

> ya:=x*(A*x^2+B*x+C); 
 := ya x ( )A x2 B x C

> subs(y(x)=ya,eq); 
2

x2
( )x ( )A x2 B x C 2

x
( )x ( )A x2 B x C 3 x2 2 x 9

> T:=expand(%);
 := T 6 A x 2 B 6 A x2 4 B x 2 C 3 x2 2 x 9

> solve(identity(T,x),{A,B,C});
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{ }, ,A
1
2

B
-1
4

C
19
4

> ya:=subs(%,ya);

 := ya x
1
2

x2 1
4

x
19
4

> ats:=y(x)=yh+ya;

 := ats ( )y x _C1 _C2 e
( )2 x

x
1
2

x2 1
4

x
19
4

b) jei 0 , tai )()( xPexf n
x , o atskirasis nehomogenin s diferencialin s lygties spren-

dinys užrašomas pavidalu 
 x 1 1

1 1 0e ( ... ) r n n
n ny x A x A x A x A ;

ia r – charakteristin s lygties šakn  lygi skai ius.
12 pavyzdys. Išspr sime diferencialin  lygt 4'' 8 ' 16 10 .xy y y e

Atitinkamos homogenin s lygties charakteristin s lygties ( 01682 kk ) šaknys yra 
k1=k2=-4 ir šios lygties bendrasis sprendinys užrašomas taip: 

x
h exCCy 4

21 )( .

Nehomogenin s lygties atskirojo sprendinio ieškosime tokio pavidalo(s=0, nes P0=-10,
4nes,2 21 kkr ,  =0):

2 4xy Ax e .
Surasime koeficient A. rašome  pradin  lygt  parinkt  sprendin :

2 4 4

2 4 4 4

2 4 4 4 2 4 4 2 4 4

' 4 2 ,

'' 16 16 2 ,

16 16 2 32 16 16 10 

x x

x x x

x x x x x x x

y Ax e Axe

y Ax e Axe Ae

Ax e Axe Ae Ax e Axe Ax e e

4 4

2 4

2 10             5

ir     5 .

x x

x

Ae e A

y x e

Ats. 4 2 4
1 2( ) 5 .x xy C C x e x e

c) jei 0ir,)(0 mnii , tai xBxAxf sincos)( . Atskirasis nehomo-
genin s diferencialin s lygties sprendinys užrašomas pavidalu 

( cos sin )ry x A x B x ;
ia r – charakteristin s lygties šakn  lygi i skai ius.

13 pavyzdys. Išspr sime diferencialin  lygt '' 4 3cos .y y x

Homogenin s lygties charakteristin s lygties ( 042k ) šaknys yra ik 22,1 , o šios lygties 

bendrasis sprendinys užrašomas taip: 
.2sin2cos 21 xCxCyh

Nehomogenin s lygties atskirojo sprendinio ieškosime tokio pavidalo: 
cos siny A x B x .

raš  j  diferencialin  lygt  nustatome konstantas A ir B. Gausime: 
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' sin cos ,               '' cos sin ,   tada

cos sin 4 cos 4 sin 3 cos 3 sin 3cos

ir   1,  0.

y A x B x y A x B x

A x B x A x B x A x B x x

A B

Ats. 1 2cos 2 sin 2 cos .hy y y C x C x x

7.3. Tiesini  diferencialini  lyg i  sistem  sprendimas 

Nagrin sime dviej  tiesini  diferencialini  lyg i  sistem :

.54

,45

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 ia x=x(t), y=y(t) nežinomos kintamojo t funkcijos. rodoma, jog atvejais, kai lygtys tiesi-
n s, visada galima pereiti prie vienos antrosios eil s diferencialin s lygties (šis teiginys tei-
singas ir kada tiesini  lyg i  sistema sudaryta iš daugiau lyg i ).

Sistema sprendžiama eliminavimo metodu. Diferencijuojame pirm j  sistemos lygt
ir raš  išvestin s dtdy  reikšm  iš antrosios sistemos lygties, o y reikšm  iš pirmosios lyg-
ties, gauname: 

,09105
4

5
445

)54(4545

2

2

2

2

2

2

2

2

x
dt

dx

dt

xd
x

dt

dx
x

dt

dx

dt

xd

yx
dt

dx

dt

xd

dt

dy

dt

dx

dt

xd

t.y. vien  tiesin  antrosios eil s diferencialin  lygt , kuri  jau mokame išspr sti. Pastarosios 
sprendinys (charakteristin  lygtis k2-10 k+9=0 ir šaknys k1=1, k2=9 ) gaunamas toks: 

.9
21

tt eCeCx
Tada iš pirmosios lygties išreiškiame y(x): 

tttttt eCeCeCeCeCeCx
dt

dx
y 9

21
9

21
9

21 559
4

1
5

4

1
.

Ats. tt eCeCx 9
21 , tt eCeCy 9

21 .
Maple:
> eq1:=diff(x(t),t)=5*x(t)+4*y(t):
> eq2:=diff(y(t),t)=4*x(t)+5*y(t):
> dsolve({eq1,eq2},{x(t),y(t)});

{ },( )y t _C1 e t _C2 e
( )9 t

( )x t _C1 e t _C2 e
( )9 t

7.4. Artutiniai diferencialini  lyg i  sprendimo metodai 

Diferencialini  lyg i  ir j  sistem  sprendiniai retai gaunami analiziniu pavidalu. Ki-
tais atvejais jos sprendžiamos skaitmeniniais metodais, kurie ypa  populiar s tapo dabar, iš-
augus skai iavimo technikos galimyb ms.
Spr sime pirmosios eil s diferencialin  lygt

' ( , )y f x y                           (7.19) 
ir ieškosime atskirojo sprendinio intervale [a,b], tenkinan io pradin  s lyg 00 )( yxy , t.y. 
spr sime Koši uždavin . Intervalas, kuriame ieškomas sprendinys dalijamas n dali
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( 0 1 0 2 1,   , , ..., nx a x x h x x h x b , o nabh )(  – žingsnis). Skaitinio diferenciali-
n s lygties sprendimo esm  paaiškinsime aprašydami Oilerio metod . Šiuo atveju diferen-
cialin s lygties (7.19) integralin  kreiv  (sprendinys y(x)) kiekviename intervale ],[ 1ii xx

pakei iama šios kreiv s liestine, einan ia per tašk ],[ ii yx . Tada

1 0 0 0( , ) ,y y hf x y

o žinant 1y galime surasti ...,, 32 yy  t.y.: 

1 0 0 2 1 1 3 2 2,  , ,  ...,y y hf y y hf y y hf

ia )( ii xyy , '
iy ),( ii yxf . Kuo mažesnis žingsnis h, tuo geriau liestin  sutampa su inte-

graline kreive, tuo gauname geresn  tikslum . Didinant tikslum  smarkiai did ja skai iavi-
m  apimtys ir praktikoje Oilerio metodas n ra taikomas.

Panagrin sime du pla iai taikomus metodus: Rung s ir Kutos metod  bei Adamso 
skirtumin  metod . Didesnis tikslumas pasiekiamas skaitant daugiau Teiloro eilut s nari
(Oilerio formul je skaitomi du pirmieji nariai). Aukštesni j  eili  išvestin s skai iuojamos
netiesiogiai. Panaudojant interpoliacinius daugianarius (integralin  kreiv  kei iama aukš-
tesn s eil s parabole), surastos patogios skai iavimams formul s.

Rung s ir Kutos ketvirtosios eil s (tikslumas vienam žingsniui O(h5) ) formul s už-
rašomos taip: 

,22
6

1
32101 kkkkyy ii                 (7.20) 

ia
0

0 1

1
2 3 2

( , ),                    ( , ),
2 2

( , ),    ( , ).
2 2

i i i i

i i i i

kh
k hf x y k hf x y

kh
k hf x y k hf x h y k

Tikrinant, ar pasiektas norimas tikslumas visame intervale, skai iuojama su žingsniais h ir 
h/2. Jei skai iavim  rezultatai visuose intervalo dalijimo taškuose skiriasi mažiau negu rei-
kalaujamas tikslumas, tai norimas tikslumas pasiektas. Priešingu atveju reikia mažinti pada-
lijimo interval .
Mažesn s skai iavim  s naudos reikalingos sprendžiant uždavin  Adamso metodu. Atsi-
žvelgiant  norim  skai iavim  tikslum  naudojamos šios formul s:

)(,
8

3

15

2

2

1

)(,
15

2

2

1

)(,
2

1

5
3

3
2

2
11

4
2

2
11

3
11

hOqqqqyy

hOqqqyy

hOqqyy

iiiiii

iiiii

iiii

)(.
720

251

8

3

15

2

2

1 6
4

4
3

3
2

2
11 hOqqqqqyy iiiiiii   (7.21) 

ia
...,,

,,,),(

1
33

1
4

1
22

1
3

11
2

11
/

iiiiii

iiiiiiiiii

qqqqqq

qqqqqqhyxfhyq

i
k q – k -osios eil s i-asis baigtinis skirtumas. Baigtiniams skirtumams surasti dažnai 

naudojama lentel  ( ia 4i ):
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0x 0y 0q 0q
0

2q 0
3q 0

4q

1x 1y 1q 1q
1

2q 1
3q

2x 2y 2q 2q
2

2q

3x 3y 3q 3q

4x 4y 4q     

Naudojantis Adamso metodu atitinkamas skai iavim  tikslumas (kiekvienos formu-
l s tikslumas vienam žingsniui nurodytas dešin je) pasiekiamas atlikus mažiau skai iavim
negu Rung s ir Kutos metodu, bet, norint skai iuoti O(h5) tikslumu, reikia žinoti iy  reikš-
mes keturiuose taškuose – 321 ,,, iiii yyyy . Surasti trys nežinomas reikšmes (pradin  s lyga
atitinka reikšm  viename taške, tarkim, taške 3iy ) galima Rung s ir Kutos metodu. 
Koeficientai (7.21) formul se gali b ti skai iuojami taip: 

1

0 !

)1)...(1(
dt

n

nttt
an  .

Su  Maple: 
> seq(int(product(t+m,m=0..i-1)/i!,t=0..1),i=0..6);

, , , , , ,1
1
2

5
12

3
8

251
720

95
288

19087
60480

7.5. Laboratorinio darbo Nr. 7 pavyzdys. Maple programa 

Diferencialini  lyg i  sprendimas su Maple 

Tikslas: išmokti spr sti diferencialin  lygt  ar lyg i  sistem  ir ištirti gautus sprendinius, pa-
sinaudojant kompiuterin s algebros paketu  Maple . 

1. Išspr skite diferencialin  lygt 2'' ' 2 3 xy y y e x  esant pradin ms s lygoms
(1) 2,   '(1) 1y y  ir sprendinius pavaizduokite grafiškai. 

2. Išspr skite diferencialini  lyg i  sistem :
2' 2 ,

' 2 cos

tx x y e

y y x t

esant pradin ms s lygoms x(0) = 1, y(0) = 0. Sprendinius pavaizduokite grafiškai.
3. Žinoma, kad automato kulk , lekian i  ore viršgarsiniu grei iu, veikia pasipriešinimo 

j ga 80
3

v
kF ; ia

g

dk
k

211000
 – oro pasipriešinimo koeficientas, 48,01k  – nuo 

kulkos formos priklausantis koeficientas, md 00545,0  – kulkos kalibras, 2/8,9 smg  – 
laisvojo kritimo pagreitis, gm 4,3  – kulkos mas , =930 m/sv  – kulkos pradinis greitis. 
Suraskite „metimo kamp “, kulkos galin  greit , trajektorijos aukšt , l kio laik , kritimo 
kamp . Taikinio nuotolis mL 500 .

# 1 užduotis
> restart; 
> # vedame lygt , pradines s lygas
> lygtis:=diff(y(x),x,x)+diff(y(x),x)-2*y(x)=3*exp(2*x)-x; 
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 := lygtis
d

d2

x2
( )y x

d
d
x

( )y x 2 ( )y x 3 e
( )2 x

x

> prad_sal:=y(1)=2,D(y)(1)=1; 
 := prad_sal ,( )y 1 2 ( )( )D y 1 1

> # surandame bendr j  sprendin
> bspr:=dsolve(lygtis,y(x)); 

 := bspr ( )y x e
( )2 x

_C2 ex _C1
3
4

e
( )2 x x

2
1
4

> # surandame atskir j  sprendin  ir nubraižome jo grafik

> spr1:=dsolve({lygtis,prad_sal},y(x)); 

 := spr1 ( )y x
ex ( )1 e2

e
1
4

e
( )2 x

( )1 e2

e
( )-2

3
4

e
( )2 x x

2
1
4

> y1:=rhs(spr1): 

> plot(y1,x=0..2); 

> # 2 užduotis
> restart; 
> # vedama diferencialini  lyg i  sistema, pradin s s lygos
> sist:=diff(x(t),t)=x(t)-y(t)-2*exp(-*t), 
    diff(y(t),t)=y(t)+2*x(t)-cos(t); 

 := sist ,
d
d
t

( )x t ( )x t ( )y t 2 e
( )2 t

d
d
t

( )y t ( )y t 2 ( )x t ( )cos t

> prad_sal:=x(0)=1,y(0)=0; 
 := prad_sal ,( )x 0 1 ( )y 0 0

> # sprendžiama sistema, apibr žta pradin mis s lygomis, braižomi grafikai
> dsolve({sist,prad_sal},{x(t),y(t)}): 
> spr:=combine(%): 
> x1:=subs(spr,x(t)); y1:=subs(spr,y(t)); 
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 := x1
3
44

e t ( )sin 2 t 2
9
44

e t ( )cos 2 t
6
11

e
( )2 t 1

4
( )cos t

1
4

( )sin t

 := y1
3
22

e t ( )cos 2 t
9
44

e t ( )sin 2 t 2
1
2

( )cos t
4
11

e
( )2 t

> plot(x1,t=0..4); 

> plot(y1,t=0..4); 

> plot([x1,y1,t=0..4]); 

> # 3 užduotis
> restart; 
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> # pirmoji lygtis (Lx) aprašo oro pasipriešinimo j gos poveik , antroji (Lz) – žem s
traukos poveik .
> Lx:=m*diff(x(t),t,t)=-k*(diff(x(t),t)/3-80); 

80)(
3

1
)(:

2

2

tx
dx

d
ktx

dt

d
mLx

> Lz:=m*diff(z(t),t,t)=-m*g; 

mgtz
t

d
mLz )(*:

2

2

> prad_x := x(0) = 0, D(x)(0) = v0 cos(alpha); 
 prad_z:=z(0)=0,D(z)(0)=v0*sin(alpha); 

prad_x:=x(0)=0,D(x)(0)=v0*cos(alpha);
prad_z:=z(0)=0,D(z)(0)=v0*sin(alpha);

> # sprendžiamos abi lygtys esant pradin ms s lygoms.
> xs:=rhs(dsolve({Lx,prad_x},x(t))); 

t
k

m

kt
mlphav

xs 240
3

exp1))cos(0240(3

:

> zs:=rhs(dsolve({Lz,prad_z},z(t))); 

tlphavgtzs )sin(0
2

1
: 2

> g:=9.8:m:=0.0034: 
> k1:=0.48:k:=1000*k1*0.00545^2: 
> v0:=900: 
> L:=500: 
> # surandamas greitis vx (pirmoji išvestin ) ir pagreitis ax (antroji išvestin )
> vx:=diff(xs,t);vz:=diff(zs,t); 

vx := 1.000000000 (-240 +900 cos(alpha))exp(-1.397764706 t) + 
240

       vz := -9.800000000 t + 900 sin(alpha) 

> ax:=diff(vx,t); 

 ax := -1.397764706 (-240 + 900 cos(alpha)) exp(-1.397764706 t) 
> # rašius  sprendinius xs ir zs žinomas konstant  reikšmes, gaunamos dvi lygtys su neži-
nomaisiais ir t
> lygs:=fsolve({xs=L,zs=0},{t,alpha},t=0..20,alpha=-Pi/3..Pi/4); 
> assign(lygs): 

    lygs := {t = 0.7785633866, alpha = 0.004238857799} 
> alpha1:=evalf(alpha*3000/Pi); 
 tn:=t; 
 xt:=xs; 
 vg:=evalf(sqrt(vx^2+vz^2)); 
 kam:=evalf(arctan(-vz/vx)*3000/Pi); 
 vx;vz; 
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            alpha1 := 4.047811031 
            tn := 0.7785633866 
            xt := 499.9999999 
            vg := 462.3049240 
            kam := 7.880211034 
            462.2891832 
            -3.814960595 
> t:='t':plot([xs,zs,t=0..tn],color=black);# kulkos trajektorija. 

> tm:=fsolve(vz=0,t); 
 t:=tm:hm:=zs; 
            tm := 0.3892816933 
            hm := 0.7425471600 

> # surandami: l kio laikas, galinis greitis, kritimo kampas t kstantosiomis ir kiti parametrai
> Taikinio_nuotolis:=L; 
 Taikymo_kampas=alpha1; 
 Kritimo_kampas=kam; 
 L kio_laikas=tn;
 Galutinis_greitis=vg; 
 Trajektorijos_aukštis=hm; 

          Taikinio_nuotolis := 500 
          Taikymo_kampas = 4.047811031 
          Kritimo_kampas = 7.880211034 
          L kio_laikas = 0.7785633866 
          Galutinis_greitis = 462.3049240 

Trajektorijos_aukštis = 0.7425471600 

>
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7.6. Laboratorinio darbo Nr. 7 variantai

Diferencialini  lyg i  sprendimas su Maple 

Tikslas: išmokti išspr sti diferencialin  lygt  ar lyg i  sistem  ir ištirti gautus sprendinius, 
pasinaudojant kompiuterin s algebros paketu Maple. 

1 variantas 

1. Išspr skite diferencialin  lygt '' 3 ' 2 siny y y x  esant pradin ms s lygoms
(1) 1,   '(1) 1y y  ir sprendinius pavaizduokite grafiškai. 

2. Išspr skite diferencialini  lyg i  sistem :
' 7 ,

' 5 3

x x y

y x y

esant pradin ms s lygoms x(0) = 1, y(0) = 2. Sprendinius pavaizduokite grafiškai. 
Nubr žkite kryp i  lauk .
3. Žinoma, kad automato kulk , judan i  ore viršgarsiniu grei iu, veikia pasipriešinimo j ga

80
3

v
kF ; ia

g

dk
k

211000
 – oro pasipriešinimo koeficientas, 48,01k ,

md 00545,0  – kulkos kalibras, 2/8,9 smg  – laisvojo kritimo pagreitis, gm 4,3  – 
kulkos mas , =930 m/sv  – kulkos pradinis greitis. Suraskite „metimo kamp “, kulkos galin
greit , trajektorijos aukšt , l kio laik , kritimo kamp . Taikinio nuotolis mL 750 .

2 variantas

1. Išspr skite diferencialin  lygt 2'' 2 ' 3 3 xy y y e  esant pradin ms s lygoms
(1) 3,   '(1) 2y y  ir sprendinius pavaizduokite grafiškai. 

2. Išspr skite diferencialini  lyg i  sistem :
2' 4 ,

' 2

tx x y e

y y x

esant pradin ms s lygoms x(1) = 1, y(1) = 2. Sprendinius pavaizduokite grafiškai.
3. Žinoma, kad automato kulk , judan i  ore viršgarsiniu grei iu, veikia pasipriešinimo j ga

80
3

v
kF ; ia

g

dk
k

211000
 – oro pasipriešinimo koeficientas, 48,01k ,

md 00545,0  – kulkos kalibras, 2/8,9 smg  – laisvojo kritimo pagreitis, gm 4,3  – 
kulkos mas , =930 m/sv  – kulkos pradinis greitis. Suraskite „metimo kamp “, kulkos galin
greit , trajektorijos aukšt , l kio laik , kritimo kamp . Taikinio nuotolis mL 400 .

3 variantas

1. Išspr skite diferencialin  lygt 2'' 4 ' 4 xy y y xe  esant pradin ms s lygoms
(1) 1,   '(1) 0y y  ir sprendinius pavaizduokite grafiškai. 

2. Išspr skite diferencialini  lyg i  sistem :
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3' 5 3 2 ,

' 5

t

t

x x y e

y x y e

esant pradin ms s lygoms x(0) =1 ir y(0) =2. Sprendinius pavaizduokite grafiškai. 
3. Žinoma, kad automato kulk , judan i  ore viršgarsiniu grei iu, veikia pasipriešinimo j ga

80
3

v
kF ; ia

g

dk
k

211000
 – oro pasipriešinimo koeficientas, 48,01k ,

md 00545,0  – kulkos kalibras, 2/8,9 smg  – laisvojo kritimo pagreitis. gm 4,3  – 
kulkos mas , =930 m/sv  – kulkos pradinis greitis. Suraskite „metimo kamp “, kulkos galin
greit , trajektorijos aukšt , l kio laik , kritimo kamp . Taikinio nuotolis mL 650 .

4 variantas 

1. Išspr skite diferencialin  lygt 2'' 5 ' 3 sin 5y y x x  esant pradin ms s lygoms
(1) 0, '(1) 0y y  ir sprendinius pavaizduokite grafiškai. 

2. Išspr skite diferencialini  lyg i  sistem :
' 2 ,

' 3

x x y

y x y

esant pradin ms s lygoms x(0) = 2 ir y(0) = 3. Sprendinius pavaizduokite grafiškai. 
33. Žinoma, kad automato kulk , judan i  ore viršgarsiniu grei iu, veikia pasipriešinimo 

j ga 80
3

v
kF ; ia

g

dk
k

211000
 – oro pasipriešinimo koeficientas, 48,01k ,

md 00545,0  –kulkos kalibras, 2/8,9 smg  – laisvojo kritimo pagreitis, gm 4,3  – 
kulkos mas , =930 m/sv  - kulkos pradinis greitis. Suraskite „metimo kamp “, kulkos galin
greit , trajektorijos aukšt , l kio laik , kritimo kamp . Taikinio nuotolis mL 850 .

5 variantas

1. Išspr skite diferencialin  lygt ''' '' ' 0y y y y  esant pradin ms s lygoms
(1) 0,   '(1) 1y y  ir sprendinius pavaizduokite grafiškai. 

2. Išspr skite diferencialini  lyg i  sistem :
' ,

' 2 4

x x y

y x y

esant pradin ms s lygoms x(0) =0 ir y(0) = -1. Sprendinius pavaizduokite grafiškai. 
3. Žinoma, kad automato kulk , judan i  ore viršgarsiniu grei iu, veikia pasipriešinimo j ga

80
3

v
kF , ia

g

dk
k

211000
 – oro pasipriešinimo koeficientas, 48,01k ,

md 00545,0  kulkos kalibras, 2/8,9 smg  – laisvojo kritimo pagreitis, gm 4,3  – kulkos 
mas , =930 m/sv  – kulkos pradinis greitis. Suraskite metimo kamp , kulkos galin  greit ,
trajektorijos aukšt , l kio laik , kritimo kamp . Taikinio nuotolis mL 1000 .

6 variantas 

1. Išspr skite diferencialin  lygt '' 3 ' 2 siny y y x  esant pradin ms s lygoms
(1) 1,   '(1) 1y y  ir sprendinius pavaizduokite grafiškai. 
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2. Išspr skite diferencialini  lyg i  sistem :
' 2 ,

' 3 4

x x y

y x y

esant pradin ms s lygoms x(0) = 1 ir y(0) = 1. Sprendinius pavaizduokite grafiškai. 
3. Žinoma, kad automato kulk , judan i  ore viršgarsiniu grei iu, veikia pasipriešinimo j ga

80
3

v
kF ; ia

g

dk
k

211000
 – oro pasipriešinimo koeficientas, 48,01k ,

md 00545,0  kulkos kalibras, 2/8,9 smg  – laisvojo kritimo pagreitis, gm 4,3  – kulkos 
mas , =930 m/sv  – kulkos pradinis greitis. Suraskite „metimo kamp “, kulkos galin  greit ,
trajektorijos aukšt , l kio laik , kritimo kamp . Taikinio nuotolis mL 900 .

7.7. Laboratorinio darbo Nr. 7A pavyzdys. Maple programa 

Artutinis diferencialini  lyg i  sprendimas su  Maple 

Tikslas: išmokti spr sti diferencialin  lygt  artutiniais metodais ir ištirti gautus sprendinius, 
pasinaudojant kompiuterin s algebros paketu  Maple. 

1. Išspr skite diferencialin  lygt

02
2

2

xy
dx

dy

dx

yd
x

esant pradin ms s lygoms 0)1(,1)1( 'yy  dviem b dais: skaitmeniškai ir pasinaudodami 
laipsnin mis eilut mis. Sprendinius pavaizduokite grafiškai. 
2. Suraskite diferencialin s lygties 

2

(3 2 )
'

x y
y

x
esant pradin ms s lygoms 1,0)1(y  analizin  sprendin  ir artutin  sprendin  Rung s ir 
Kutos metodu ir Adamso metodu intervale [1, 2]. Sprendinius pavaizduokite grafiškai.
Išspr skite skaitmeniškai diferencialini  lyg i  sistem

),(
)(

),()(
)(

tcx
dt

tdx

tytgx
dt

tdx

aprašan i  kovos veiksmus tarp partizan x(t) ir reguliari j  dalini y(t). Partizanai (30 ka-
ri ) sureng  pasal  keliu jud jusiam daliniui (80 kari ). Nubr žkite kryp i  lauk  ir laiki-
nes kari  skai iaus padaliniuose priklausomybes. Ugnies galias (paj gumus) ir pataikymo 
tikimybes parinkite patys. 

> # 1 užduotis
>restart;
> # vedame diferencialin  lygt  ir pradines s lygas

> L:=x*diff(y(x),x,x)+2*diff(y(x),x)-y(x)*x=0; 

0)(
)(

2
)(

:
2

2

xxy
dx

xdy

dx

xyd
xL

> ps:=y(1)=1,D(y)(1)=0; 
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           ps := y(1) = 1, D(y)(1) = 0

> # sprendžiame lygt  panaudodami eilutes
> Order:=20:spr1:=rhs(dsolve({L,ps},y(x),type=series)); 

))1((
120002502985605

)1(71719207969456

840003766102179

)1(314091385471565

0002223046256

)1(4798178130767

04226826240

)1(11554962475

09340531200

)1(13436189398

6706022400

)1(2467007773

172972800

)1(63633137

43545600

)1(16019531

3991680

)1(1468457

44800

)1(16481

45360

)1(16687

5760

)1(2119

280

)1(103

144

)1(53

30

)1(11

8

)1(3

3

)1(

2

)1(
1:1

20
191817

16151413

12111098

765432

xO
xxx

xxxx

xxxxx

xxxxxx
spr

> # paver iame eilut  polinomu ir paruošiame br žin , atvaizduosime sprendin  taškais
> spr1:=convert(spr1,polynom): 
> br1:=plot(spr1,x=0.1..2.1,style=point,color=black): 
> # sprendžiame diferencialin  lygt  esant pradin ms s lygoms (sinh(x) ir cosh(x) yra hi-
perboliniai sinusas ir kosinusas)
> spr:=simplify(rhs(dsolve({L,ps},y(x)))); 

x

xyx
spr

)1exp())(cosh)(sinh(
:

> br2:=plot(spr,x=0.1..3,color=red): 
> with(plots):display(br1,br2); 
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# 2 užduotis
> restart;
> f:=(x,y)->(3+2*x)*y/x^2; 

2

)23(
),(:

x

yx
yxf

> a:=1:b:=3:n:=20:y1[1]:=0.1: 
> # parenkame intervalo padalijim  skai i  ir surandame žingsn h
> h:=(b-a)/n; 
               h := 1/10 

> x1:=[seq(0.9+i*0.1,i=1..21)]; 

 x1 := [1.0,1.1,1.2,1.3,1.4,1.5,1.6,1.7,1.8,1.9,2.0,2.1,2.2,2.3, 
     2.4,2.5,2.6,2.7,2.8,2.9,3.0] 
> # surandame Rung s ir Kutos metodo koeficientus ir suskai iuojame funkcijos 
reikšmes dalijim  taškuose
> for i to 21 do 
 k1:=h*f(0.9+i*h,y1[i]); 
 k2:=h*f(0.9+i*h+h/2,y1[i]+k1/2); 
 k3:=h*f(0.9+i*h+h/2,y1[i]+k2/2); 
 k4:=h*f(0.9+i*h+h,y1[i]+k3); 
 y1[i+1]:=y1[i]+(k1+2*k2+2*k3+k4)/6; 
 od: 
> T:=[seq([0.9+j*h,y1[j]],j=1..21)]; 

 T := [[1.000000000, 0.1], [1.100000000, 0.1589189670], 
    [1.200000000, 0.2373715912], [1.300000000, 0.3376418439], 
    [1.400000000, 0.4617470841], [1.500000000, 0.6114594123], 
    [1.600000000, 0.7883313086], [1.700000000, 0.9937217318], 
    [1.800000000, 1.228820748], [1.9, 1.494671832], 
    [2.000000000, 1.792191591], [2.100000000, 2.122186937], 
    [2.200000000, 2.485369931], [2.300000000, 2.882370528], 
    [2.400000000, 3.313747498], [2.500000000, 3.779997775], 
    [2.600000000, 4.281564462], [2.700000000, 4.818843678], 
    [2.800000000, 5.392190443], [2.9, 6.001923729], 
    [3.000000000, 6.648330810]] 
> # surandame analizin  diferencialin s lygties sprendin  ir abu sprendinius atvaizduoja-
me viename br žinyje (taškais atvaizduotas skaitmeninis sprendinys
> L:=diff(y(x),x)=(3+2*x)*y(x)/x^2; 
 spr:=rhs(dsolve({L,y(1)=0.1},y(x))); 

2

)()23()(
:

x

xyx

dx

xdy
L

)3exp(10

)/3exp(
:

xx
spr

> br1:=plot(spr,x=1..3,color=black): 
> br2:=plot(T,style=point,color=black): 
> with(plots): 
 display(br1,br2,title=`Runges-Kuto 
 metodas`,font=[TIMES,ITALIC,16],titlefont=[TIMES,ITALIC,16]); 
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> # t  pa i  diferencialin  lygt  sprendžiame Adamso metodu. Reikšmes pirmuose ketu-
riuose taškuose gavome Rung s ir Kutos metodu
> y11[1]:=y1[1];y11[2]:=y1[2];y11[3]:=y1[3];y11[4]:=y1[4]; 

              y11[1] := 0.1 
            y11[2] := 0.1589189670 
            y11[3] := 0.2373715912 
            y11[4] := 0.3376418439 
> # suskai iuojame Adamso metodo koeficientus
> q[1]:=f(x1[1],y11[1])*h;q[2]:=f(x1[2],y11[2])*h; 
> q[3]:=f(x1[3],y11[3])*h;q[4]:=f(x1[4],y11[4])*h; 

            q[1] := 0.05000000000 
            q[2] := 0.06829575441 
            q[3] := 0.08901434667 
            q[4] := 0.1118813211 

> q1[1]:=q[2]-q[1];q1[2]:=q[3]-q[2];q1[3]:=q[4]-q[3]; 

            q1[1] := 0.01829575441 
            q1[2] := 0.02071859226 
            q1[3] := 0.02286697443 

> q2[1]:=q1[2]-q1[1];q2[2]:=q1[3]-q1[2]; 

            q2[1] := 0.00242283785 
            q2[2] := 0.00214838217 

Rung s ir Kuto metodas 
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> q3[1]:=q2[2]-q2[1]; 

            q3[1] := -0.00027445568 

> for i from 5 to 21 do 
 y11[i]:=y11[i-1]+q[i-1]+q1[i-2]/2+5*q2[i-3]/12+3*q3[i-4]/8; 
 q[i]:=f(x1[i],y11[i])*h; 
 q1[i-1]:=q[i]-q[i-1]; 
 q2[i-2]:=q1[i-1]-q1[i-2]; 
 q3[i-3]:=q2[i-2]-q2[i-3]; 
 od: 
> T1:=[seq([x1[j],y11[j]],j=1..21)]; 

T1 := [[1.0, 0.1], [1.1, 0.1589189670], [1.2, 0.2373715912], 
[1.3, 0.3376418439],[1.4, 0.4617488905], [1.5, 0.6114601350], 
[1.6, 0.7883269288], [1.7, 0.9937103542], [1.8, 1.228801359], 
[1.9, 1.494643248], [2.0, 1.792152711], [2.1, 2.122136874], 
[2.2, 2.485307844], [2.3, 2.882295558], [2.4, 3.313658776], 
[2.5, 3.779894423], [2.6, 4.281445575], [2.7, 4.818708332], 
[2.8, 5.392037689], [2.9, 6.001752597], [3.0, 6.648140312]] 
> br3:=plot(T1,style=point): 
> # skaitmeniškai surastas sprendinys pavaizduotas taškais
> display(br1,br3,title=`Adamso metodas`, 
 font=[TIMES,ITALIC,16],titlefont=[TIMES,ITALIC,16]); 
>

> # 3 užduotis
> # užrašome Lan esterio lygtis ir pradines s lygas kovojan ioms pus ms
> restart; 
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> L1:=diff(x(t),t)=-py*x(t)*y(t); 
> L2:=diff(y(t),t)=-px*x(t); 

)()()(:1 tytxpytx
dt

d
L

)()(:2 txpxty
dt

d
L

> ps:=x(0)=30,y(0)=100; 

           ps := x(0) = 30, y(0) = 100 

> px:=0.1;py:=0.0003; 

               px := 0.1 
               py := 0.0003 
> # sprendžiame lygtis skaitmeniškai, pasinaudoj  „odeplot“ komanda atvaizduojame 
sprendinius
> spr:=dsolve({L1,L2,ps},{x(t),y(t)},numeric); 

         spr := proc(x_rkf45) ... end proc 

>
with(plots):odeplot(spr,[[t,y(t)],[t,x(t)]],0..20,color=black);

> # gali b ti gaunamos sprendinio reikšm s atskiruose taškuose (reikšmi  masyvas)
> spr1:=dsolve({L1,L2,ps},{x(t),y(t)},numeric, 
 output=array([0,3,7,11,15,20])); 
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      [         [t, x(t), y(t)]         ] 
      [                          ] 
      [[0.       30.          100.    ]] 
      [[                         ]] 
      [[3.   27.5259917193136944  91.3819938097538796]] 
      [[                         ]] 
  spr1 := [[7.   24.8249787329452474  80.9320120365585468]] 
      [[                         ]] 
      [[11.  22.6578700745288516  71.4510262634638310]] 
      [[                         ]] 
      [[15.  20.9064270666463940  62.7504349820694004]] 
      [[                         ]] 
      [[20.  19.1737114893085519  52.7491515297717656]] 

> a1:=evalm(spr1[2,1]); 

          [0.     30.      100.  ] 
          [                 ] 
          [3.   27.52599172  91.38199381] 
          [                 ] 
          [7.   24.82497873  80.93201204] 
       a1 := [                 ] 
          [11.  22.65787007  71.45102626] 
          [                 ] 
          [15.  20.90642707  62.75043498] 
          [                 ] 
          [20.  19.17371149  52.74915153] 

> b1:=[seq([a1[i,1],a1[i,2]],i=1..6)]; 
> b2:=[seq([a1[i,1],a1[i,3]],i=1..6)]; 

 b1 := [[0., 30.], [3., 27.52599172], [7., 24.82497873], 

    [11., 22.65787007], [15., 20.90642707], [20., 19.17371149]] 

 b2 := [[0., 100.], [3., 91.38199381], [7., 80.93201204], 

    [11., 71.45102626], [15., 62.75043498], [20., 52.74915153]] 
> # atvaizduojami gauti sprendinio taškai arba fazin  diagrama
> plot([b1,b2],style=point,color=black); 
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>with(DEtools):phaseportrait([L1,L2],[x(t),y(t)],t=0..20,[[ps]],
   scene=[x(t),y(t)],color=black,linecolor=black); 
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7.8. Laboratorinio darbo Nr. 7A variantai

Artutinis diferencialini  lyg i  sprendimas su  Maple 

Tikslas: išmokti spr sti diferencialin  lygt  ar lyg i  sistem  artutiniais metodais ir ištirti 
gautus sprendinius, pasinaudojant kompiuterin s algebros paketu Maple. 

1 variantas

1. Išspr skite diferencialin  lygt
2 '' 2 ' (1 ) 0x y xy y x

esant pradin ms s lygoms '(1) 1 ir (1) 3y y  dviem b dais: skaitmeniškai ir pasinaudo-
dami laipsnin mis eilut mis. Sprendinius pavaizduokite grafiškai. 
2. Suraskite diferencialin s lygties 

1 3
'

( 1)

xy
y

x x
esant pradin ms s lygoms (2) 1y  analizin  ir artutin  (Adamso metodu) sprendinius. Abu 
sprendinius pavaizduokite grafiškai.

3. Išspr skite skaitmeniškai diferencialini  lyg i  sistem

),(
)(

),()(
)(

tcx
dt

tdx

tytgx
dt

tdx

aprašan i  kovos veiksmus tarp partizan x(t) ir reguliari j  dalini y(t). Partizanai (20 ka-
ri ) sureng  pasal  keliu jud jusiam daliniui (80 kari ). Nubr žkite kryp i  lauk  ir laiki-
nes kari  skai iaus padaliniuose priklausomybes. Ugnies galias (paj gumus) ir pataikymo 
tikimybes parinkite patys.

2 variantas 

1. Išspr skite diferencialin  lygt
2'' ' 0y xy y

esant pradin ms s lygoms '(0) 2  ir  (0) 1y y  dviem b dais: skaitmeniškai ir pasinaudoda-
mi laipsnin mis eilut mis. Sprendinius pavaizduokite grafiškai. 
2. Suraskite diferencialin s lygties 

3' ( )y x y y
esant pradin ms s lygoms 1,0)1(y  analizin  sprendin  ir artutin  (Rung s ir Kutos meto-
du) sprendin . Abu sprendinius pavaizduokite grafiškai.
3. Išspr skite skaitmeniškai diferencialini  lyg i  sistem

),(
)(

),()(
)(

tcx
dt

tdx

tytgx
dt

tdx

aprašan i  kovos veiksmus tarp partizan x(t) ir reguliari j  dalini y(t). Partizanai (40 ka-
ri ) sureng  pasal  keliu jud jusiam daliniui (90 kari ). Nubr žkite kryp i  lauk  ir laiki-



129

nes kari  skai iaus padaliniuose priklausomybes. Ugnies galias (paj gumus) ir pataikymo 
tikimybes parinkite patys. 

3 variantas 

1. Išspr skite diferencialin  lygt
2'' ' 0y y xy

esant pradin ms s lygoms '(0) 1  ir (0) 2y y  dviem b dais: skaitmeniškai ir pasinaudo-
dami laipsnin mis eilut mis. Sprendinius pavaizduokite grafiškai. 
2. Suraskite diferencialin s lygties 

2

(3 2 )
'

x y
y

x
,

esant pradin ms s lygoms 1,0)1(y , analizin  ir artutin  (Adamso metodu) sprendinius. 
Abu sprendinius pavaizduokite grafiškai.
3. Išspr skite skaitmeniškai diferencialini  lyg i  sistem

),(
)(

),()(
)(

tcx
dt

tdx

tytgx
dt

tdx

aprašan i  kovos veiksmus tarp partizan x(t) ir reguliari j  dalini y(t). Partizanai (40 ka-
ri ) sureng  pasal  keliu jud jusiam daliniui (80 kari ). Nubr žkite kryp i  lauk  ir laiki-
nes kari  skai iaus padaliniuose priklausomybes. Ugnies galias (paj gumus) ir pataikymo 
tikimybes parinkite patys. 

4 variantas 

1. Išspr skite diferencialin  lygt
2'' 4 ' 6 0y xy x y

esant pradin ms s lygoms '(1) 1  ir  (1) 1y y  dviem b dais: skaitmeniškai ir pasinaudoda-
mi laipsnin mis eilut mis. Sprendinius pavaizduokite grafiškai. 
2. Suraskite diferencialin s lygties 

3' ( )y x y y

esant pradin ms s lygoms 1,0)1(y  analizin  ir artutin  (Adamso metodu) sprendinius. 
Abu sprendinius pavaizduokite grafiškai.
3. Išspr skite skaitmeniškai diferencialini  lyg i  sistem

),(
)(

),()(
)(

tcx
dt

tdx

tytgx
dt

tdx

aprašan i  kovos veiksmus tarp partizan x(t) ir reguliari j  dalini y(t). Partizanai (30 ka-
ri ) sureng  pasal  keliu jud jusiam daliniui (95 kariai). Nubr žkite kryp i  lauk  ir laiki-
nes kari  skai iaus padaliniuose priklausomybes. Ugnies galias (paj gumus) ir pataikymo 
tikimybes parinkite patys. 
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5 variantas

1. Išspr skite diferencialin  lygt
2 2'' ' ( 2) 0x y x y y x

esant pradin ms s lygoms '(2) 1  ir  (2) 1y y  dviem b dais: skaitmeniškai ir pasinaudoda-
mi laipsnin mis eilut mis. Sprendinius pavaizduokite grafiškai. 
2. Suraskite diferencialin s lygties 

2' ( 1)y y xy
esant pradin ms s lygoms 3)5(y  analizin  ir artutin  (Rung s ir Kutos metodu) sprendi-
nius. Abu sprendinius pavaizduokite grafiškai.
3. Išspr skite skaitmeniškai diferencialini  lyg i  sistem

),(
)(

),()(
)(

tcx
dt

tdx

tytgx
dt

tdx

aprašan i  kovos veiksmus tarp partizan x(t) ir reguliari j  dalini y(t). Partizanai (35 ka-
ri ) sureng  pasal  keliu jud jusiam daliniui (80 kari ). Nubr žkite kryp i  lauk  ir laiki-
nes kari  skai iaus padaliniuose priklausomybes. Ugnies galias (paj gumus) ir pataikymo 
tikimybes parinkite patys. 

6 variantas

1. Išspr skite diferencialin  lygt
'' 2 ' 0xy y xy

esant pradin ms s lygoms '(1) 0  ir  (1) 1y y  dviem b dais: skaitmeniškai ir pasinaudoda-
mi laipsnin mis eilut mis. Sprendinius pavaizduokite grafiškai. 
2. Suraskite diferencialin s lygties 

2' ( 1)y y xy
esant pradin ms s lygoms 3)5(y  analizin  sprendin  ir artutin  (Adamso metodu) spren-
dinius. Abu sprendinius pavaizduokite grafiškai.
3. Išspr skite skaitmeniškai diferencialini  lyg i  sistem

),(
)(

),()(
)(

tcx
dt

tdx

tytgx
dt

tdx

aprašan i  kovos veiksmus tarp partizan x(t) ir reguliari j  dalini y(t). Jei partizanai (30 
kari ) sureng  pasal  keliu jud jusiam daliniui (80 kari ). Nubr žkite kryp i  lauk  ir laiki-
nes kari  skai iaus padaliniuose priklausomybes. Ugnies galias (paj gumus) ir pataikymo 
tikimybes parinkite patys. 

7 variantas 

1. Išspr skite diferencialin  lygt
2 '' ' ( 2) 0x y xy y x

esant pradin ms s lygoms '(1) 0 ir (1) 1y y  dviem b dais: skaitmeniškai ir pasinaudodami 
laipsnin mis eilut mis. Sprendinius pavaizduokite grafiškai. 
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2. Suraskite diferencialin s lygties 
1 2

'
( 1)

xy
y

x x
esant pradin ms s lygoms 3)4(y  analizin  ir artutin  (Rung s ir Kutos metodu) sprendi-
nius. Abu sprendinius pavaizduokite grafiškai.
3. Išspr skite skaitmeniškai diferencialini  lyg i  sistem

),(
)(

),()(
)(

tcx
dt

tdx

tytgx
dt

tdx

aprašan i  kovos veiksmus tarp partizan x(t) ir reguliari j  dalini y(t). Jei partizanai (40 
kari ) sureng  pasal  keliu jud jusiam daliniui (100 kari ). Nubr žkite kryp i  lauk  ir lai-
kines kari  skai iaus padaliniuose priklausomybes. Ugnies galias (paj gumus) ir pataikymo 
tikimybes parinkite patys. 

8 variantas 

1. Išspr skite diferencialin  lygt
2 '' ' (1 ) 0x y xy y x

esant pradin ms s lygoms '(1) 2 ir (1) 2y y  dviem b dais: skaitmeniškai ir pasinaudo-
dami laipsnin mis eilut mis. Sprendinius pavaizduokite grafiškai. 
2. Suraskite diferencialin s lygties 

1 2
'

( 1)

xy
y

x x
esant pradin ms s lygoms 3)4(y  analizin  ir artutin  (Adamso metodu) sprendinius. Abu 
sprendinius pavaizduokite grafiškai.
3. Išspr skite skaitmeniškai diferencialini  lyg i  sistem

),(
)(

),()(
)(

tcx
dt

tdx

tytgx
dt

tdx

aprašan i  kovos veiksmus tarp partizan x(t) ir reguliari j  dalini y(t). Jei partizanai (30 
kari ) sureng  pasal  keliu jud jusiam daliniui (70 kari ). Nubr žkite kryp i  lauk  ir laiki-
nes kari  skai iaus padaliniuose priklausomybes. Ugnies galias (paj gumus) ir pataikymo 
tikimybes parinkite patys.

7.9. Laboratorinio darbo Nr. 7 ir 7A kontroliniai klausimai 

1. Pateikite pirmosios eil s diferencialin s lygties sprendinio, bendrojo sprendinio, atski-
rojo sprendinio ir ypatingojo sprendinio apibr žimus.

2. Paaiškinkite, kaip suformuluoti pradin  arba Koši uždavin n-tosios eil s diferencialinei 
lyg iai.

3. Užrašykite kelis pradini  uždavini  sprendimo pavyzdžius su Maple. 
4. Diferencialin s lygties su atskirtaisiais kintamaisiais sprendimas. 
5. Pirmosios eil s homogenin s lygties sprendimas. 
6. Tiesin s pirmosios eil s diferencialin s lygties sprendimas. 
7. Piln j  diferencial  lygties sprendimas. 
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8. Diferencialin s lygties eil s sumažinimo atvejai. 
9. Kas yra Vronskio determinantas ir kam jis naudojamas ? 
10. Tiesini  homogenini  diferencialini  lyg i  su pastoviaisiais koeficientais sprendimas. 
11. Tiesini  nehomogenini  diferencialini  lyg i  bendrojo sprendinio formul .
12. Atskirojo sprendinio suradimas neapibr žt j  koeficient  metodu. 
13. Diferencialini  lyg i  sprendimas eilu i  pagalba. Pateikti pavyzd  su Maple. 
14. Kokius žinote diferencialini  lyg i  taikymo uždavinius? 
15. Diferencialini  lyg i  sistemos ir j  sprendimas. 
16. Kokius žinote skaitinius diferencialini  lyg i  sprendimo metodus? 
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8. TIKIMYBI  TEORIJA

8.1. Tikimyb  ir veiksmai su tikimyb mis

Tikimybi  teorija nagrin ja d sningumus, kurie slypi masiniuose reiškiniuose arba 
daug kart  atliekamuose bandymuose. Tie d sningumai susij  su atsitiktiniais vykiais ir dy-
džiais. Tai toks vykis, kuris, pakartojus bandym  tomis pa iomis s lygomis, gali vykti arba 
ne vykti. vykio pasirodymo galimyb s nusakomos skai iais, esan iais tarp nulio ir vieneto, 
kurie vadinami vykio pasirodymo tikimyb mis. Tikimybi  teorija remiasi atsitiktinio vykio
A  pasirodym  skai iaus stabilumu, kuomet atliekamas didelis bandym  skai ius. Tarkime, 
kad vienodomis (identiškomis) s lygomis atliekame n  bandym , ir kiekviename bandyme 
A  gali vykti arba ne vykti. Tegu k  žymi vykio A  pasirodym  skai i  (palanki  bandym
skai ius). Santykis 

n A
k

n
( )                               (8.1) 

vadinamas vykio A santykiniu dažniu. Šis santykinis dažnis nesmarkiai skiriasi vairioms
bandym  serijoms, t.y. artimas tam tikrai konstantai. Ši santykinio dažnio savyb  ir yra jo 
stabilumas, o toji konstanta laikoma vykio A tikimybe p A( ) . Iš (8.1) s ryšio matyti, kad 
0 1p A( ) .

Tam tikromis s lygomis atsitiktiniai vykiai gali virsti determinuotais, t.y. b tinais ar-
ba negalimais. B tin j vyk  žym sime , negalim j  – . Du vykiai vadinami nesutaiko-
mais, jei nagrin jamame bandyme jie negali vykti kartu. Kai kurie iš vyki  b na vienodai
galimi arba vienodai tik tini. Atliekant bandymus vienodai galim vyki  santykiniai dažniai 
yra apytikriai vienodi (galimyb  metant lošimo kauliuk  pasirodyti vienam iš skai i  1...6). 
Šie vykiai neskaidytini ir nesutaikomi, vienas iš j  b tinai vyksta. vykiai, kurie sudaryti iš 
vienos baigties, vadinami elementariaisiais vykiais, o visi kiti – sud tiniais. Aib  vis  elemen-
tari j vyki , susijusi  su kuriuo nors eksperimentu, vadinama elementari j vyki  erdve,
arba baig i  aibe (žymime ).

Tarkime, kad kurio nors eksperimento elementari j vyki  aib  yra sudaryta iš 
s vienodai galim  elementari j vyki . Jei iš ši vyki r  elementari j vyki  palank s vy-
kiui A, tai vykio A  tikimybe laikoma

P A
r

s
( ) .                              (8.2) 

Tai klasikinis tikimyb s apibr žimas. Atvejais, kai elementari j vyki  erdv  nežinoma, ti-
kimyb  surandama pasinaudojant formule (8.1), kai eksperiment  skai ius labai didelis, t.y. 
vykio A  tikimyb  bus užrašoma taip: 

n

k
AP

n
lim)(  .                           (8.3) 

Apibr šime veiksmus su vykiais. Dviej vyki A ir B suma vadinsime vyki C , kuris 
reiškia jog vyko vykis A arba B . vyki A ir B sandauga vadinsime vyk D, kuris reiškia, 
kad vyko abu vykiai A ir B. Veiksmus su vykiais geometriškai patogu interpretuoti Veno 
diagramomis 8.1 paveiksle: 
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A B BA

a) b)

8.1 pav. 

vyki  aib s taškai atvaizduoti tam tikra kreive išskirtais plokštumos taškais. 8.1 pa-
veiksle (a) parodyta vyki  suma ( BABA ), o (b) – vyki  sandauga 
( BABA ). Jei vykiai A ir B nepriklausomi, fig ros nesusikerta ir j  apriboti plotai 
bendr  tašk  neturi. 

Išvardysime tikimybi  savybes, kurios pateikiamos kaip aksiomos ir kuriomis grin-
džiama visa tikimybi  teorija. 
Tegu A  ir B  yra nesutaikomi vykiai. Tuomet teisinga lygyb

P A B P A P B( ) ( ) ( ) .                        (8.4) 
Jei A  ir B – bet kokie vykiai (neb tinai nesutaikomieji), tada tur sime toki  lygyb :

P A B P A P B P A B( ) ( ) ( ) ( ) .             (8.5) 
Ši formul  darosi aiški atidžiau panagrin jus 8.1 paveikslo antr j  (b) br žin  (bendroji ai-
bi A  ir B  dalis sumoje skaitoma du kartus, o ji lygi aibi  sandaugai). 

Nagrin jant vyki  sandaugos tikimyb , svarbi s lygin s tikimyb s s voka. Jei 
vykis A  yra vyk s, tai vykio B  tikimyb  žymima P BA ( )  ir vadinama s lygine tikimybe 

esant s lygai A .
Pavyzdys. Parduotuv je yra n  vienodos mark s televizori , iš j m  surinkta Šiauliuose. 
Tarp j  – j  televizori  su Panev žio „Ekrano“ kineskopu. Pirk jas renkasi televizori . Ko-
kia tikimyb , kad jam teks „Ekrano“ kineskopas, jei paaišk jo, kad pasirinktas televizorius 
Šiauli  gamybos. 

Sprendimas. Pažym kime vyk B – pasirinktas Šiauli  gamybos televizorius, A – tele-
vizorius su „Ekrano“ kineskopu. Mus dominanti s lygin  tikimyb  užrašoma )(APB , j
lengva rasti. Tai j m . Kita vertus, teisinga lygyb

)(

)(
)(

BP

ABP

nm

nj

nm

nj

m

j
APB .

Mus dominanti s lygin  tikimyb  išreikšta dviej  bes lygini  tikimybi  santykiu. Analogiš-
ka formul  teisinga bet kuriems atsitiktiniams dydžiams. Gaunamos lygyb s

)()()()()( BPAPAPBPABP BA ,                         (8.6) 
kurios vadinamos tikimybi  daugybos formul mis.

8.2. Pilnosios tikimyb s ir Bejeso formul s

Tarkime, kad A  yra vykis, kuris gali vykti tik tada, kai vyksta vienas iš vyki
H H Hn1 2, , , kurie yra poromis nesutaikomi ir sudaro elementari j vyki  erdv

1)(
1

n

i
iHP .

Tokie vykiai vadinami hipotez mis. Tuomet 
A AH AH AHn1 2  ir AH i ni ( , )1  yra poromis nesutaikomi, tod l
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n

i
Hi

n

i
i APHPAHPAP

i
11

)()()()( .                     (8.7) 

Ši formul  vadinama pilnosios tikimyb s formule. 
Bejeso formul s naudojamos hipotezi  realizavimosi tikimyb ms )( iA HP  apskai iuo-

ti. Pasinaudoj  tikimybi  daugybos formule (8.6) gausime: 

)(

)()(
)(

AP

APHP
HP i

Hi

iA ),2,1( ni .                    (8.8) 

8.3. Atsitiktiniai dydžiai, j  skaitin s charakteristikos

Su kiekvienu vykiu galima susieti skai i , su atsitiktiniais vykiais siejami atsitiktiniai 
dydžiai. Atsitiktin  dyd X , kuris gyja baigtin  reikšmi  skai i , vadiname diskre iuoju atsi-
tiktiniu. Šio dydžio skirstiniu vadinsime lentel , kurioje nurodytos tikimyb s
p P X x j kj j{ }, , ,1 2  realizuotis atitinkamai atsitiktinio dydžio reikšmei. 

X x1 x2 ... kx

P p1 p2 ... kp
1

1

k

jp

Yra daugiau atsitiktinio dydžio charakteristik . Atsitiktinio dydžio X vidurkiu vadi-
name skai i

MX x pi
k

n

i
1

.                              (8.9) 

Jo reikšmi  išsisklaidymo apie vidurk  laipsniui apib dinti naudojama dispersija ir vi-
dutinis kvadratinis nuokrypis.

Atsitiktinio dydžio X dispersija vadinsime skai i

2

1

2

1

22 )()( MxpxpMxxMXXMDX
n

i
ii

n

i
ii ,              (8.10) 

o vidutinis kvadratinis nuokrypis  išreiškiamas taip: 
DX .

8.4. Bernulio atsitiktiniai dydžiai 

Tarkime, kad n  kart  atliekamas tas pats bandymas, o kiekviename bandyme gali 
vykti arba ne vykti vykis A . Bandymus laikysime nepriklausomais, o tikimyb , kad vyks
vykis A , pasirodys ta pati visuose bandymuose, t.y. p p A( )  ir p A p q( ) 1 . Tegu X

yra atsitiktinis dydis, reiški s vykio A  pasirodym  skai i  po n  bandym . Tai ir yra Bernulio 
atsitiktinis dydis. 

Šio atsitiktinio dydžio galimos reikšm s yra 0 1, , ,n , o atitinkamos tikimyb s
         P X k p k k nn{ } ( ), ( , , )0 1
apskai iuojamos pagal Bernulio formul
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p k C p qn n
k k n k( ) .                           (8.11) 

1 pavyzdys: Greitašaudži  kulkosvaidži  paleista 1000 š vi  priešo l ktuv . Kiekvieno š -
vio pataikymo tikimyb  0,02. Raskite tikimyb , kad pataikyta nuo 15 iki 25 kart .
Sprendimas. Ieškom j  tikimyb  pažym kime P k1000 15 25{ } , tuomet pagal (8.11) for-
mul  gausime 

P k P k c p q
k

k k k

k
1000 1000

15

25

1000
1000

15

25

15 25{ } { } .

Skai iavim  apimt  galima sumažinti pasinaudojus Laplaso integraline teorema. 
rodoma, kad esant didel ms n  reikšm ms teisinga apytiksl  lygyb

P k k kn{ } ( ( ) ( ))1 2 ,                   (8.12) 
kurioje n  – bandym  skai ius Bernulio schemoje, p p A( ) , q p1 , o

k np

npq
1 ,           

k np

npq
2 .

( )x
1

2
e dt

tx 2

2

0

         .......................(8.13) 

yra Laplaso funkcija, kurios reikšm s pateikiamos lentel je. Pasinaudoj  formul mis (8,12), 
(8,13) ir atitinkama lentele, gausime:

          
15 1000 0 02

1000 0 02 0 98

5

19 6
113

,

, , ,
, , 113,

ir
P k1000 15 25 113 113 2 113 0 74152{ } ( , ) ( , ) ( , ) , .

8.5. Pasiskirstymo funkcijos ir j  savyb s

Ne visada atsitiktiniams dydžiams aprašyti pakanka diskre i j  modeli . Toki
dydži  pavyzdžiai: matavimo paklaida, atstumas, kur  nulekia iššautas sviedinys, kliento 
aptarnavimo trukm  kurioje nors staigoje ir pan. Šiais atvejais galim  reikšmi  aib  gali 
b ti visas baigtinis arba begalinis intervalas. Tod l ši  dydži  reikšmi  negalima surašyti 
lentel , taip pat negalima nurodyti tikimybi , kurioms esant gyjamos atskiros reikšm s.
Tolydžiojo atsitiktinio dydžio X  pasiskirstymo funkcija vadinsime funkcij F x( ) , lygi
tikimybei, kuriai esant atsitiktinis dydis X gyja reikšmes, mažesnes už x , t.y. 

F x P X x P X x( ) { } { ( , )} .                          (8.14) 
Ši funkcija visiškai apib dina atsitiktin  dyd . Pateiksime pagrindines pasiskirstymo funkcij
savybes.

1. Kadangi esant bet kuriai x  reikšmei F x( )  yra vykio { }X x  tikimyb , tai galioja 
nelygyb

0 1F x( ) .
2. Kadangi vykis { }X  yra b tinas, o vykis { }X  negalimas, tai iš ši

tvirtinim  galima išvesti, kad 
F F x

x
( ) lim ( ) 1 , F F X

x
( ) lim ( ) 0 .

3. Žinant atsitiktinio dydžio X  pasiskirstymo funkcij F x( ) , galima apskai iuoti šio 
dydžio patekimo  interval [ ; )x x1 2  tikimyb :

P x X x F x F x{ } ( ) ( )1 2 2 1 .                  (8.15) 
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4. Iš (8.15) matyti, kad pasiskirstymo funkcija yra nemaž janti, nes 
P x X x{ }1 2 0 , tod l

F x F x( ) ( )2 1 0 .

8.6. Tankio funkcijos ir j  savyb s

Toliau mus domins absoliu iai tolyd s atsitiktiniai dydžiai, t.y. tokie dydžiai, kuri
pasiskirstymo funkcija gali b ti išreikšta formule 

F x p u du
x

( ) ( ) .                         (8.16) 

Funkcija p u( )  vadinama dydžio X  tankio funkcija. Iš žinomos diferencialinio skai iavimo
formul s gauname 

F x p x( ( ( ) ,

Iš pasiskirstymo funkcij  savybi  ir tankio funkcijos apibr žimo išplaukia šios tankio savy-
b s:

          1. p x( ) .0                         2. P x X x p t dt
x

x

{ } ( )1 2

1

2

.

          3. F x p t dt
x

( ) ( ) .            4. p t dt( ) 1.

8.7. Normalusis skirstinys 

Normalusis skirstinys - vienas iš svarbiausi  tikimybi  teorijoje. 
Apibr žimas. Atsitiktinis dydis su tankio funkcija 

a

x a

x e,

( )

( )
1

2

2

22                     (8.17) 

vadinamas normaliuoju atsitiktiniu dydžiu. ia 0 , a  – bet koks realus skai ius. Jei 
(8.17) formul je 1 0, a , turime standartin  normal j  skirstin , t.y. atsitiktin  dyd  su 
tankio funkcija 

( ) ( ),x x e
x

0 1
2

1

2

2

.                 (8.18) 

Pasiskirstymo funkcija standartinio normaliojo skirstinio atveju bus tokia: 

dtex
x t

2
1,0

2

2

1
)( .                    (8.19) 

Standartiniu normaliojo atsitiktinio dydžio tankio ir pasiskirstymo funkcij  grafikai 
pavaizduoti 8.2 paveiksl lyje.
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0,1

0,4

0,2

0,3

x

y

x

(x)1

0,5

8.2 pav. 

Tegu X  – normalusis atsitiktinis dydis su (8.17) pasiskirstymo funkcija. Iš (8.13) ir (8.19) 
formuli , pasinaudoj  tankio funkcijos ir integral  savyb mis, gausime 

}|{|}{ axPaXaP .        (8.20) 

Tod l

P x a{| | } 2 .

Jei 3 , tur sime
P a X a{ } ( ) ,3 3 2 3 0 9973,            (8.21) 

t.y. tikras vykis. Formul  (8.21) vadinama 3  taisykle. 

8.8. Laboratorinio darbo Nr. 8 pavyzdys. Maple programa

Maple taikymas tikimybi  teorijos skai iavimuose

Tikslas: Išmokti surasti atsitiktini  dydži  skaitmenines charakteristikas, pavaizduoti 
grafiškai rezultatus, pasinaudojant kompiuterin s algebros paketo  Maple galimyb mis.

Užduotys: 1. Tolydžiojo atsitiktinio dydžio X pasiskirstymo tankio funkcija yra

.1xjei,0

,1xjei,
1)( 2x

a

xf

Raskite parametro a reikšm , pasiskirstymo integralin  funkcij , atsitiktinio dydžio X vidur-
k , dispersij  ir vidutin  kvadratin  nuokryp .

2. Nubr žkite normaliojo skirstinio a=5, =0.5 tankio funkcijos ir pasiskirstymo 
funkcijos grafikus. Nubr žkite Stjudento t skirstinio su 5 ir 25 laisv s laipsniais grafik .

3. Šaunama  taikin : pirm j  kart  – 10, o antr j  kart  – 50 š vi , pataikymo tikimy-
b  p=0,8. Atvaizduokite grafiškai taškus, kad pataikyta k=1, 2, 3, …,10 ir k=1, 2, … , 50 
kart . Kartu pavaizduokite atitinkam  normal j  skirstin .

> restart; 
> f:=a/sqrt(1-x^2);# vedame tikimyb s tankio funkcij

21
)(

x

a
xf

> f1:=int(f,x=-1..1); # integruojame tankio f-j  intervale ( ; ), tiksliau inter-
vale, kur š  f-ja nelygi nuliui 
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af :1
> a:=solve(f1=1,a); # integralas turi b ti lygus vienetui. Iš šios s lygos surandame a.

1
:a

> F:=int(f,x=-1..t); # surandame pasiskirstymo funkcij

2

)arcsin(2
:

t
F

> br1:=plot(f,x=-1..1,y=0..1,color=black): 
> br2:=plot(F,t=-1..1,color=black,linestyle=3): 
> with(plots):display(br1,br2); 

> # ištisin  kreiv  – tankio f-ja, br kšniuota – pasiskirstymo f-ja
> Mx:=int(x*f,x=-1..1); # vidurkis
                Mx := 0 
> Dx:=int((x-Mx)^2*f,x=-1..1); # dispersija
               Dx := 1/2 
> sigma:=evalf(sqrt(Dx)); # vidutinis kvadratinis nuokrypis
            sigma := 0.7071067810 
# 2 užduotis
> restart; 
> phi:=exp(-(x-a)^2/2/sigma^2)/sqrt(2*Pi*sigma^2); # normaliojo
skirstinio tankio f-ja (a – vidurkis, sigma – vid. kvadr. nuokr.)

2

2

2

)(

2

1
:

ax

e

> a:=5;sigma:=0.5; 
                a := 5 
               sigma := 0.5 
> br1:=plot(phi,x=3..7,color=black): 
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> Phi:=int(phi,x=-infinity..t); # pasiskirstymo f-ja 

 Phi:=0.5000000000+0.5000000000 erf(1.414213562 t – 7.071067812) 

> br2:=plot(Phi,t=3..7,color=black,linestyle=3): 
> with(plots):display(br1,br2); 

# Normaliojo skirstinio tankio (ištisin  kreiv ) f-ja, br kšniuota – pasiskirstymo f-ja
> with(stats);with(statevalf); 

 [anova, describe, fit, importdata, random, statevalf, 
statplots,
    transform] 
         [cdf, dcdf, icdf, idcdf, pdf, pf] 

> plot([pdf[normald](x),pdf[studentst[2]](x),pdf[studentst[25]] 
    (x)],x=-5..5,color=[black,black,black],linestyle=[1,2,3]); 
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> # dvi praktiškai sutampan ios kreiv s yra normaliojo skirstinio tankio f-ja ir Stjudento t
skirstinio su 25 laisv s laipsniais funkcija, tre ioji kreiv  – t skirstinys su 2 laisv s laipsniais
> # 3 užduotis
> restart; 
> with(stats): with(combinat): # „combinat“ kombinatorikos paketas
> p:=0.8;q:=1-p; 
                p := 0.8 
                q := 0.2 

> phi:=exp(-(n-a)^2/2/sigma^2)/sqrt(2*Pi*sigma^2); # N(a, )

2

2

2

)(

22

1
:

an

e

> n:=5;a:=n*p;sigma:=sqrt(n*p*q); 
                n := 5 
                a := 4.0 
            sigma := 0.8944271910 

> p1:=[seq([i,binomial(n,i)*p^i*q^(n-i)],i=1..n)]; # pataikymo tiki-
myb s, surandamos naudojantis Bernulio formule 

p1:=[[1,0.00640],[2,0.05120],[3,0.20480],[4,0.40960],[5,
0.32768]]

> n:='n':with(plots): 
> display(plot(p1,style=point,color=black),plot(phi,n=1..5, 
     color=black)); 
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> # ištisin  – kreiv  atitinkamas normalusis skirstinys, taškai – pataikymo tikimyb s, gau-
tos pasinaudojus Bernulio formule 
> n:=50;a:=n*p;sigma:=sqrt(n*p*q); # pakartojama 50 š vi
                n := 50 
                a := 40.0 
             sigma := 2.828427125 
> p1:=[seq([i,binomial(n,i)*p^i*q^(n-i)],i=1..n)]: 
> n:='n': 
> display(plot(p1,style=point,color=black),plot(phi,n=1..50, 
     color=black)); 
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8.9. Laboratorinio darbo Nr. 8 variantai

1 variantas 

Užduotys: 1. Tolydžiojo atsitiktinio dydžio X pasiskirstymo tankio funkcija yra

./6> xarba0< xjei,0

,/6x0jei,3cos
)(

xa
xf

Raskite parametro a reikšm , pasiskirstymo integralin  funkcij , atsitiktinio dydžio X vidur-
k , dispersij  ir vidutin  kvadratin  nuokryp .

2. Nubr žkite normaliojo skirstinio a=2, =5 tankio funkcijos ir pasiskirstymo funk-
cijos grafikus. Nubr žkite Stjudento t skirstinio su 15 ir 30 laisv s laipsni  grafik .

3. Šaunama  taikin : pirm j  kart  – 15, o antr j  kart  – 50 š vi , pataikymo tikimy-
b  p=0,85. Atvaizduokite grafiškai taškus, kad pataikyta k=1, 2, 3, …,15 ir k=1, 2, … , 50 
kart . Kartu pavaizduokite atitinkam  normal j  skirstin .

2 variantas 

Užduotys: 1. Tolydžiojo atsitiktinio dydžio X pasiskirstymo tankio funkcija yra

2.> xarba0< xjei,0

,2x0jei,2
)(

2 xax
xf

Raskite parametro a reikšm , pasiskirstymo integralin  funkcij , atsitiktinio dydžio X vidur-
k , dispersij  ir vidutin  kvadratin  nuokryp .

2. Nubr žkite normaliojo skirstinio a=0,5, =2 tankio funkcijos ir pasiskirstymo 
funkcijos grafikus. Nubr žkite Stjudento t skirstinio su 10 ir 25 laisv s laipsniais grafik .

3. Šaunama  taikin : pirm j  kart  – 5, o antr j  kart  – 50 š vi , pataikymo tikimyb
p=0,9. Atvaizduokite grafiškai taškus, kad pataikyta k=1, 2, 3, …,5 ir k=1, 2, … , 50 kart .
Kartu pavaizduokite atitinkam  normal j  skirstin .

3 variantas 

Užduotys: 1. Tolydžiojo atsitiktinio dydžio X pasiskirstymo tankio funkcija yra

.1< xjei,0

,1 xjei,)( 4x

a
xf

Raskite parametro a reikšm , pasiskirstymo integralin  funkcij , atsitiktinio dydžio X vidur-
k , dispersij  ir vidutin  kvadratin  nuokryp .

2. Nubr žkite normaliojo skirstinio a=3, =3 tankio funkcijos ir pasiskirstymo funk-
cijos grafikus. Nubr žkite Stjudento t skirstinio su 5 ir 25 laisv s laipsniais grafik .

3. Šaunama  taikin : pirm j  kart  – 10, o antr j  kart  – 50 š vi , pataikymo tikimy-
b  p=0,75. Atvaizduokite grafiškai taškus, kad pataikyta k=1, 2, 3, …,10 ir k=1, 2, … , 50 
kart . Kartu pavaizduokite atitinkam  normal j  skirstin .

4 variantas 

Užduotys: 1. Tolydžiojo atsitiktinio dydžio X pasiskirstymo funkcija yra
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2. xjei1,

2,< x<0jei,
,0 xjei,0

)( 2axxF

Raskite parametro a reikšm , pasiskirstymo tankio funkcij , atsitiktinio dydžio X vidurk ,
dispersij  ir vidutin  kvadratin  nuokryp .

2. Nubr žkite normaliojo skirstinio a=0,2, =7 tankio funkcijos ir pasiskirstymo 
funkcijos grafikus. Nubr žkite Stjudento t skirstinio su 3 ir 20 laisv s laipsni  grafik .

3. Šaunama  taikin : pirm j  kart  – 7, o antr j  kart  – 55 š viai, pataikymo tikimy-
b  p=0,9. Atvaizduokite grafiškai taškus, kad pataikyta k=1, 2, 3, …,7 ir k=1, 2, … , 55 
kartus. Kartu pavaizduokite atitinkam  normal j  skirstin .

5 variantas 

Užduotys: 1. Tolydžiojo atsitiktinio dydžio X pasiskirstymo tankio funkcija yra 

.4 xjei,0
,4<x<0jei,

0, xjei,0
)( 4axxf

Raskite parametro a reikšm , pasiskirstymo integralin  funkcij , atsitiktinio dydžio X vidur-
k , dispersij  ir vidutin  kvadratin  nuokryp .

2. Nubr žkite normaliojo skirstinio a=4,5, =0,3 tankio funkcijos ir pasiskirstymo 
funkcijos grafikus. Nubr žkite Stjudento t skirstinio su 3 ir 28 laisv s laipsniais grafik .

3. Šaunama  taikin : pirm j  kart  – 8, o antr j  kart  – 45 š viai, pataikymo tikimy-
b  p=0,8. Atvaizduokite grafiškai taškus, kad pataikyta k=1, 2, 3, …,8 ir k=1, 2, … , 45 
kartus. Kartu pavaizduokite atitinkam  normal j  skirstin .

6 variantas 

Užduotys: 1. Tolydžiojo atsitiktinio dydžio X pasiskirstymo funkcija yra

4.> xjei,

,4x0jei,
4

0, xjei,0

)(

a

xxF

Raskite parametro a reikšm , pasiskirstymo tankio funkcij , atsitiktinio dydžio X vidurk ,
dispersij  ir vidutin  kvadratin  nuokryp .

2. Nubr žkite normaliojo skirstinio a=10, =0,2 tankio funkcijos ir pasiskirstymo 
funkcijos grafikus. Nubr žkite Stjudento t skirstinio su 3 ir 30 laisv s laipsni  grafik .

3. Šaunama  taikin : pirm j  kart  – 6, o antr j  kart  – 53 š viai, pataikymo tikimy-
b  p=0,85. Atvaizduokite grafiškai taškus, kad pataikyta k=1, 2, 3, …,6 ir k=1, 2, … , 53 
kartus. Kartu pavaizduokite atitinkam  normal j  skirstin .

7 variantas

Užduotys: 1. Tolydžiojo atsitiktinio dydžio X pasiskirstymo funkcija yra 
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4.> xjei,

,4x0jei,
4

0, xjei,0

)(

a

xxF

Raskite parametro a reikšm , pasiskirstymo tankio funkcij , atsitiktinio dydžio X vidurk ,
dispersij  ir vidutin  kvadratin  nuokryp .

2. Nubr žkite normaliojo skirstinio a=3, =3 tankio funkcijos ir pasiskirstymo funk-
cijos grafikus. Nubr žkite Stjudento t skirstinio su 5 ir 25 laisv s laipsniais grafik .

3. Šaunama  taikin : pirm j  kart  – 6, o antr j  kart  – 53 š viai, pataikymo tikimy-
b  p=0,85. Atvaizduokite grafiškai taškus, kad pataikyta k=1, 2, 3, …,6 ir k=1, 2, … , 53 
kartus. Kartu pavaizduokite atitinkam  normal j  skirstin .

8.10. Laboratorinio darbo Nr. 8 kontroliniai klausimai 

1. Tikimyb s apibr žimas.
2. Tikimybi  suma. Tikimybi  sandauga, s lygin  tikimyb .
3. Pilnosios tikimyb s ir Bejeso formul s.
4. Bernulio formul .
5. Diskretusis atsitiktinis dydis, jo skirstinys. 
6. Atsitiktinio dydžio vidurkis, dispersija, vidutinis kvadratinis nuokrypis. 
7. Tolydusis atsitiktinis dydis, jo skaitin s charakteristikos. 
8. Normalusis skirstinys. 
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9. MATEMATIN  STATISTIKA 

Matematin  statistika nagrin ja steb jimo rezultat  matematinio aprašymo ir analizavimo 
b dus. Tiriamieji objektai paprastai apib dinami skai iais, kuri  visuma sudaro generalin
aib . Vis  generalin s visumos objekt  tyrimas dažniausiai yra ne manomas (pvz., kalbama 
kartu apie detales, kurios jau pagamintos ir kurios dar tik bus pagamintos) arba labai bran-
gus, tod l jos požymio pasiskirstymas ir kitos savyb s surandami atrinkus dal  jos objekt  – 
imt . Ši imtis turi b ti reprezentatyvi, t.y. tinkamai atspind ti tiriamo objekto charakteristi-
kas. Tarkime iš generalin s aib s (pateikti automatini  stakli  pagamint  detali  ilgiai 0,1 
cm tikslumu) atrinkome 30 element  masyv :

[13,0; 13,1; 13,1; 13,2; 12,7; 13,2; 12,8; 12,8; 13,0; 13,2; 12,7; 13,0; 13,2; 12,7; 12,8; 
13,1; 12,7; 13,0; 12,8; 13,0; 12,8; 12,7; 13,0; 13,1; 12,8; 13,1; 13,0; 13,1; 12,8; 13,0] . 

Šias atsitiktinio dydžio X reikšmes galima surašyti did jimo tvarka variacin  sek . Skirtin-
gos X reikšm s vadinamos variantais, o j  pasikartojim  skai ius – dažniais. Vietoje sekos 
patogiau naudotis lentele, kurios pirmoje eilut je nurodomos atsitiktinio dydžio X reikš-
m s, o antroje – t  reikšmi  pasikartojimo dažniai: 

X 12,7 12,8 13,0 13,1 13,2  
ni 5 7 8 6 4 

inn =30

Padalij  kiekvien  dažnio reikšm  iš j  sumos n gausime kit  lentel , vadinam empiriniu
skirstiniu (empiriniu pasiskirstymo d sniu):

X 12,7 12,8 13,0 13,1 13,2 
ni 5/30 7/30 8/30 6/30 4/30 

Jei reikšmi  daug ir beveik visos jos skirtingos, užrašomas intervalinis skirstinys

X [a1; a2) [a2; a3) [a3; a4) ...  
ni n1/n n2/n n3/n ... 

n

ni =1

Empiriniu vidurkiu vadinsime skai i
k

i
ii nx

n
x

1

1
.                               (9.1) 

Empirin  dispersija lygi imties reikšmi  nuokrypi  nuo empirinio vidurkio kvadrat
vidurkiui ir apskai iuojama naudojantis formule 

k

i
ii nxx

n
xS

1

22 )(
1

)( .                        (9.2) 

Empirin s dispersijos vidutiniu kvadratiniu nuokrypiu vadinamas dydis )()( 2 xSxs .
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9.1. Skirstini  parametr  taškiniai ir intervaliniai ver iai

Tegul yra vertinamas parametras, o *  – to parametro statistinis vertinimas. Tada *  turi 
tenkinti tokius reikalavimus: 

vertis turi b ti nepaslinktasis, t.y. *M ,
vertis turi b ti efektyvusis, t.y. jo dispersija *D  turi b ti mažiausia, 

vertis turi b ti pagr stasis, t.y. *,n .
rodyta, kad imties vidurkis (empirinis vidurkis) x  yra generalin s aib s vidurkio Mx ver-

tis, tenkinantis visus išvardytus reikalavimus. Empirin  dispersija )(2 xS yra efektyvusis, pa-
gr stasis, bet paslinktasis dispersijos Dx vertis. Naudojantis pagal (9.2) išraišk  surandama 
empirin s dispersijos reikšme, visada gaunamos mažesn s nei realios Dx reikšm s. Visus 
tris reikalavimus tenkina pataisytoji (padidinta) empirin  dispersija: 

k

i
ii nxx

n
xS

n

n
xS

1

222
1 )(

1

1
)(

1
)( .                    (9.3) 

Jei tiriamas generalin s aib s požymis, t.y. atsitiktinis dydis X, yra pasiskirst s pagal norma-
l j  skirstin , tada jis nusakomas dviem parametrais – vidurkiu a ir dispersija  ( ),(aN ).

Ši  parametr  taškiniai ver iai yra empirinis vidurkis )(ir 1 xsx  – nepaslinktosios dispersijos 
vidutinis kvadratinis nuokrypis. Be to, apytiksl s lygyb s )(ir 1 xsxa  tuo geriau pildo-
si, kuo didesnis n (kuo didesn  yra imtis). Ši  lygybi  tikslum  (pasikliautin j  interval )
normaliojo skirstinio atveju lemia pasikliovimo tikimyb (dažniausiai lygi 0,9; 0,95;0,97):

}{|| xaxPaxP .                    (9.4) 
Empirinis vidurkis x savo ruožtu yra atsitiktinis dydis, t.y. skirting  tos pa ios generalin s
aib s im i  empiriniai vidurkiai šiek tiek skirsis. vertinsime atsitiktinio dydžio x vidurk  ir 
vidutin  kvadratin  nuokryp :

.//)(

,
1

)...(
1

,
1

)...(
1

2

2

2212

21

nnx

nn

DX
nDX

n
DxDxDx

n
xD

anMX
n

MxMxMx
n

xM

n

n

Taigi normalusis atsitiktinis dydis x aprašomas d sniu
n

a,N . Pasinaudoj  formule 

(8.20), gausime: 

n
xaxP 2 .

Skai i t, kuriam esant )(2 t , surasime atitinkamose lentel se arba pasinaudoj  Maple 
programa. Tada galime surasti ir pasikliautin j  interval  su pasikliovimo tikimybe .

n
;

n
ir

n

t
x

t
x

t
.                     (9.5) 

1 pavyzdys: Tiriant automatini  stakli , štampuojan i  tam tikras detales, darbo kokyb ,
buvo išmatuota 10 detali  ilgiai. Gauti tokie duomenys (mm):

xi 10,8 10,9 11,0 11,1 11,2 11,3 
ni 2 1 2 2 2 1 
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Vidutinis kvadratinis nuokrypis = 1,17. Suraskite 99 % pasikliautin j  interval  detali
ilgio vidurkiui a.
Sprendimas: Surandame empirin  vidurk :

04,1113,1122,1121,1120,1119,1028,10
10

1
x .

Pasikliovimo tikimyb P=0,99 ir pagal lenteles t=2,58. Paklaida ir pasikliautinasis 
intervalas bus tokie: 

]99,11,09,10[ir95,0
10

58,217,1
.

Jei nežinomas ir imtis didel n>50, tai vietoje  naudojamas nepaslinktosios dispersijos 
vidutinis kvadratinis nuokrypis )(1 xs . Kada n<50, vietoje normaliojo skirstinio taikomas 
Stjudento t skirstinys, o t pakei iamas Stjudento t skirstinio lentel se surastu dydžiu 1,n

( ia =1-P yra reikšmingumo lygmuo, n-1 – laisv s laipsni  skai ius).

9.2. Statistini  hipotezi  tikrinimas

Bet kuri  prielaid  apie stebimojo atsitiktinio dydžio (arba generalin s visumos) pa-
siskirstymo d sn  vadiname statistine hipoteze. Paprastai iškeliama hipotez , kuri  reikia tik-
rinti (vadinamoji nulin  hipotez H0  ir jai priešinga hipotez H1  – hipotez s H0  alternaty-
va). Jei hipotez  formuluojama parametru atžvilgiu, tai ji vadinama parametrine hipoteze.

Taisykl , pagal kuri  remiantis imties duomenimis hipotez  priimama arba atmeta-
ma, vadinama statistiniu kriterijumi. Tikrindami hipotez H0  parenkame speciali  atsitikti-
n s imties funkcij T T( x x xn1 2, , , ) , vadinam statistika, ir jos reikšmi  aib W  taip, 
kad galiojant hipotezei H0  tikimyb }{ WTP  b t  maža (aib W  vadinama kritine sri-
timi, o tikimyb  – kriterijaus reikšmingumo lygmeniu). Jei, panaudojus konkre ios imties 
duomenis, apskai iuota funkcijos T  reikšm  patenka  kritin  srit W , tai hipotez H0  at-
metama. Priešingu atveju sakoma, kad imties duomenys neprieštarauja hipotezei H0 .

9.3. Hipotez s apie dviej  normali j  dydži  vidurki  lygyb  tikrinimas 

Tarkime, kad X  ir Y  yra normalieji atsitiktiniai dydžiai. Atsakysime  klausim : ar iš 
esm s skiriasi nagrin jam j  atsitiktini  dydži  vidurkiai? 

Tegu atsitiktini  dydži X  ir Y  nepriklausomose imtyse yra n1  ir n2  element .
suformuluot j  klausim  galima atsakyti patikrinus hipotez H0 : MX MY  esant 
alternatyvai H1 : MX MY  (reikšmingumo lygmuo ).

Panagrin kime du atvejus. 
1. Atsitiktini  dydži X  ir Y  dispersijos 2

1  ir 2
2  žinomos. Šiuo atveju hipotezei pa-

tikrinti si loma tokia statistika: 

2

2
21

2
1 nn

yx
T .                     (9.6) 

Šis dydis, jei atsitiktini  dydži X ir Y vidurkiai lyg s, pasiskirst s pagal standartin

normal j  skirstin N(0,1) (vidurkis yx  ir dispersija 
2

2
2

1

2
1

nn
).
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Kritin  sritis bus );();( CCW . Kai reikšmingumo lygmuo , skai i C
rasime pasinaudoj  Laplaso funkcijos lentel mis:

2

1

2

1
)(

0

2

2

dxeC
C x

.

Taigi, jei WT , tai m s  statistiniai duomenys neprieštarauja hipotezei H0 . Priešingu 
atveju, kai T patenka  kritin  srit , hipotez H0  atmetame. 

2. Atsitiktini  dydži X  ir Y  dispersijos nežinomos. Tada hipotezei H0  patikrinti 
užrašomas atsitiktinis dydis (statistika): 

21

2121

2
12

2
11

)2(

)()1()()1( nn

nnnn

ysnxsn

yx
T ,                 (9.7) 

ia )(),( 2
1

2
1 ysxs  – atsitiktini  dydži  nepaslinktosios dispersijos. Jei n1, n2 daugiau už 30, 

tada kritin  sritis surandama naudojantis Laplaso funkcijos lentel mis, t.y. taip pat, kaip ir 
pirmuoju atveju. Jei 30, 21 nn , tai dydis T yra pasiskirst s pagal Stjudento d sn  su 

221 nnk  laisv s laipsni  . 
Kritin  sritis bus tokia: 

);();( ,, kk ttW ;

ia ,kt  – Stjudento skirstinio lentel je surandamas dydis. Laikysime, kad imties duomenys 

neprieštarauja hipotezei H0 , jei WT , t.y. dydis T nepatenka  kritin  srit . Priešingu 
atveju hipotez  atmetama, vidurkiai skiriasi iš esm s.

9.4. Hipotez s apie pasiskirstymo d sn  tikrinimas. Pirsono kriterijus 

Praktikoje atsitiktini  dydži  pasiskirstymo d sniai dažniausiai b na nežinomi. 
Tod l tikrinama hipotez  – teiginys apie generalin s aib s pasiskirstymo d sn .
Panagrin sime vien  iš labiausiai paplitusi  hipotez s tikrinimo kriterij  – Pirsono kriterij .

Tarkime, kad atsitiktinio dydžio X  imtyje yra n  element . Pasirink  reikšmingumo 
lygmen  tikrinsime hipotez H0 , kad atsitiktinis dydis X pasiskirst s pagal normal j
d sn .

Srit ,  kuri  patenka imties duomenys, padalykime k  interval [ , )b bi i1 ,
i k1 2, , . Surandame atsitiktin  dyd

n
np

n

np

npn
V

k

i i

i
k

i i

ii
sk

1

2

1

2

1

)(
,                                   (9.8) 

ia in  – skai ius imties reikšmi , patekusi i - j  interval [ , )b bi i1 , pi – tikimyb , kad 
atsitiktinio dydžio X reikšm  pateks  š  interval , kai jis pasiskirst s pagal normal j
skirstin ))(;( 1 xsxN , t.y. normal j  skirstin  su vidurkiu x ir nepaslinktosios dispersijos 
vidutiniu kvadratiniu nuokrypiu )(1 xs . Šie dydžiai surandami pasinaudojant imties 
duomenimis. Tikimyb pi skai iuojama kompiuteriu pagal formul

dxe
xs

p
i

i

ib

b

xs

xx

i

1

2
1

2

)(2

)(

1 )(2

1
,

arba naudojantis lentel mis.
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Yra rodyta [4] , kad Vk s 1 asimptotiškai pasiskirst s pagal 2  d sn  su ( )k s 1
laisv s laipsniu (s yra surast  parametr  skai ius. Paprastai s = 2, nes surandami empirinis 
vidurkis ir empirin  dispersija). Kritin  sritis bus

W k s[ ; ),1
2 .

Dydžio 2
,1sk  reikšmes, esant nurodytam reikšmingumo lygmeniui , galima rasti 

atitinkamose statistin se lentel se. Laikysime, kad hipotez H0  neatmetama, jei kriterijaus 
reikšm  nepatenka  kritin  srit  ( WV sk 1 ).

9.5. Laboratorinio darbo Nr. 9 pavyzdys.  Maple programa 

Statistini  hipotezi  tikrinimas

Tikslas: išmokti surasti imties skaitines charakteristikas ir patikrinti hipotez  apie skirstin
pasinaudojant kompiuterin s algebros paketu  Maple. 

Užduotys: Turime duomenys apie 100 atsitiktinai parinkt  vyr g  (cm):
177, 172, 173, 176, 186, 176, 172, 184, 175, 179, 175, 164, 182, 176, 179, 
176, 174, 171, 183, 176, 175, 176, 169, 173, 167, 175, 181, 176, 180, 170, 
172, 176, 183, 176, 171, 172, 177, 178, 176, 178, 171, 174, 172, 186, 178, 
184, 174, 171, 168, 167, 176, 181, 174, 178, 176, 178, 170, 168, 175, 170, 
176, 166, 174, 172, 181, 174, 174, 171, 177, 171, 168, 175, 170, 176, 166, 
174, 180, 176, 169, 181, 171, 175, 179, 188, 163, 174, 178, 182, 168, 184, 
169, 167, 180, 162, 189, 169, 180, 175, 170, 165

1. Suraskite empirinius: vidurk , nepaslinkt j  dispersij , vidutin  kvadratin  nuokryp .
2. Patikrinkite, ar šie rezultatai pasiskirst  pagal normal j  d sn . Naudokit s

Pirsono 2  kriterijumi, imdami reikšmingumo lygmen .05,0
3. Suraskite tikimyb , kad atsitiktinis dydis yra intervale )180,170(h .

> restart; 

># 1 užduotis
>
A:=[177,172,173,176,186,176,172,184,175,179,175,164,182,176,179,

176,174,171,183,176,175,176,169,173,167,175,181,176,180,170,172,

176,183,176,171,172,177,178,176,178,171,174,172,186,178,184,174,

171,168,167,176,181,174,178,176,178,170,168,175,170,176,166,174,

172,181,174,174,171,177,171,168,175,170,176,166,174,180,176,169,

181,171,175,179,188,163,174,178,182,168,184,169,167,180,162,189,
 169,180,175,170,165]: 
> n:=nops(A); # surandame masyvo element  skai i

                n := 100 
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> with(stats);with(describe);with(transform);with(statevalf);
# išsikvie iame statistikos program  paketus, kuriuos panaudosime vykdydami užduot
 [anova, describe, fit, importdata, random, statevalf, 
statplots,
    transform] 
[coefficientofvariation, count, countmissing, covariance, 
decile, geometricmean, harmonicmean, kurtosis, 
linearcorrelation, mean, meandeviation, median, mode, moment, 
percentile,quadraticmean, quantile, quartile, range, skewness, 
standarddeviation, sumdata, variance] 
[apply, classmark, cumulativefrequency, deletemissing, divideby, 
frequency, moving, multiapply, scaleweight, split, 
standardscore, statsort, statvalue, subtractfrom, tally, 
tallyinto]
         [cdf, dcdf, icdf, idcdf, pdf, pf] 

> mx:=evalf(mean(A),3); # surandame imties empirin  vidurk
               mx := 175. 

> D1:=evalf(variance[1](A),3);s1:=sqrt(D1); # surandame nepaslinkt j
empirin  dispersij  ir vidutin  kvadratin  nuokryp
               D1 := 30.1 
             s1 := 5.486346690 
# 2 užduotis

> A:=sort(A); # išd stome duomenis did jimo tvarka

 A := [162, 163, 164, 165, 166, 166, 167, 167, 167, 168, 168, 
 168,168, 169, 169, 169, 169, 170, 170, 170, 170, 170, 171, 
 171,171, 171, 171, 171, 171, 172, 172, 172, 172, 172, 172,173, 
 173, 174, 174, 174, 174, 174, 174, 174, 174, 174, 175, 175, 
 175, 175, 175, 175, 175, 175, 176, 176, 176, 176, 176, 176, 
 176, 176, 176, 176, 176, 176, 176, 176, 176, 177, 177, 177, 
 178, 178, 178, 178, 178, 178, 179, 179, 179, 180, 180, 180, 
 180, 181, 181, 181, 181, 182, 182, 183, 183, 184, 184, 184, 
 186, 186, 188, 189] 

> A1:=[seq(157+3*i..160+3*i,i=1..10)]; # sudarome gi  intervalus

 A1 := [160 .. 163, 163 .. 166, 166 .. 169, 169 .. 172, 172 .. 
175,175 .. 178, 178 .. 181, 181 .. 184, 184 .. 187, 187 .. 190] 

> B:=statsort(tallyinto(A,A1)); # surandame, kiek duomen  masyvo reikš-
mi  pakli va  kiekvien  interval

 B := [160 .. 163, Weight(163 .. 166, 3), Weight(166 .. 169, 9), 
    Weight(169 .. 172, 16), Weight(172 .. 175, 17), 
    Weight(175 .. 178, 26), Weight(178 .. 181, 13), 
    Weight(181 .. 184, 8), Weight(184 .. 187, 5), 
    Weight(187 .. 190, 2)] 
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> daznis:=frequency(B); 
       daznis := [1, 3, 9, 16, 17, 26, 13, 8, 5, 2] 

> k:=nops(daznis); # surandame dalijimo interval  skai i
                k := 10 
> F:=(a1,a2)->evalf(int(exp(-(t-
mx)^2/2/D1),t=a1..a2)/sqrt(2*Pi*D1)); # užrašome normaliojo dydžio 
pasiskirstymo funkcij , leidžian i  surasti tikimyb , kad atsitiktinis dydis paklius  interval
[a1, a2] 

2

1

2

)
12

)(
exp(

)12(

1
)2,1(:

a

a

dt
D

mxt

PiDsqrt
evalfaaF

> p[1]:=F(-infinity,163);p[10]:=F(187,infinity); 

            p[1] := 0.01436221762 
            p[10] := 0.01436221762 

> b1:=160: 
> for j from 2 to 9 do 
> b1:=b1+3;b2:=b1+3; 
> p[j]:=F(b1,b2); 
> od; 
               b1 := 163 
               b2 := 166 
            p[2] := 0.03609506671 
               b1 := 166 
               b2 := 169 
            p[3] := 0.08660269147 
               b1 := 169 
               b2 := 172 
            p[4] := 0.1551939861 
               b1 := 172 
               b2 := 175 
            p[5] := 0.2077460381 
               b1 := 175 
               b2 := 178 
            p[6] := 0.2077460381 
               b1 := 178 
               b2 := 181 
            p[7] := 0.1551939861 
               b1 := 181 
               b2 := 184 
            p[8] := 0.08660269147 
               b1 := 184 
               b2 := 187 
            p[9] := 0.03609506671 

> sum(p[i],i=1..10); # patikriname, ar gerai buvo apskai iuotos tikimyb s (suma, 
t.y. tikimyb  b ti intervale ( , ), turi b ti lygi 1)
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               1.000000000 

> V:=sum((daznis[i]-n*p[i])^2/p[i],i=1..10)/n; # surandame atsitiktin
dyd , kuris palyginamas su funkcijos reikšme
              V := 3.480 

> K:=icdf[chisquare[7]](0.95); # surandame 2 funkcijos reikšm . Kritin
sritis yra ),067,14[
              K := 14.067 

> if V<K then print(`H[0] hipoteze neatmetama`) else print(`H[0] 
> hipoteze atmesta`) fi; 

           H[0] hipoteze neatmetama 
> # 3 užduotis

> );170,160(F:}180,170{P  # surandame tikimyb , kad atsitiktinis dydis tur s reikšm
nurodytame intervale 
              0.7258772484 

9.6. Laboratorinio darbo Nr. 9 variantai 

Statistini  hipotezi  tikrinimas

1 variantas 

Užduotys: Pateikti 30 atsitiktinai parinkt  vyr gio matavimo duomenys 

177, 172, 173, 176, 186, 176, 172, 184, 175, 179, 175, 164, 182, 176, 179, 176, 174, 171, 183, 
176, 175, 176, 169, 173, 167, 165, 185, 177, 181, 172. 

1. Suraskite empirinius: vidurk , nepaslinkt j  dispersij , vidutin  kvadratin  nuokryp .
2. Patikrinkite, ar šie rezultatai pasiskirst  pagal normal j  d sn . Naudokit s Pirsono 2

kriterijumi, imdami reikšmingumo lygmen .05,0
3. Suraskite tikimyb , kad atsitiktinis dydis yra intervale )178,173(h .

2 variantas 

Užduotys: Lentel je pateikti 1000 moter gio matavimo duomenys: 

gis,
cm

140-146 146-152 152-158 158-164 164-170 170-176 176-182 

Skai ius 5 69 274 405 204 40 3 

1. Suraskite empirinius: vidurk , nepaslinkt j  dispersij , vidutin  kvadratin  nuokryp .
2. Patikrinkite, ar šie rezultatai pasiskirst  pagal normal j  d sn . Naudokit s Pirsono 2

kriterijumi, imdami reikšmingumo lygmen .05,0
3. Suraskite tikimyb , kad atsitiktinis dydis yra intervale )168,163(h .
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3 variantas 

Užduotys: Brangi chemin  medžiaga išfasuota pakeliais, kuri  kiekvieno svoris tur t  b ti 1 
kg. Atsitiktinai parinkt  20 pakeli  svoriai buvo tokie: 

0,9473; 0,9655; 0,9703; 0,9757; 0,9775; 0,9788; 0,9861; 0,9887; 0,9964; 0,9974; 1,0002; 
1,0016; 1,0077; 1,0084; 1,0102; 1,0132; 1,0182; 1,0225; 1,0248; 1,0306. 

1. Suraskite empirinius: vidurk , nepaslinkt j  dispersij , vidutin  kvadratin  nuokryp .
2. Patikrinkite, ar šie rezultatai pasiskirst  pagal normal j  d sn . Naudokit s Pirsono 2

kriterijumi, imdami reikšmingumo lygmen .05,0
3. Suraskite tikimyb , kad atsitiktinis dydis yra intervale )01,1;99,0(h .

4 variantas 

Užduotys: Tikrinami automatini  tekinimo stakli  tikslum  buvo paimtos 25 jomis ištekintos 
detal s ir išmatuoti nuokrypiai nuo numatyto matmens. Buvo gauti tokie rezultatai 
(nuokrypiai m):

1; 11; 7,5; 14,5; 19,5; 10; 7; 5; -12,5; -4,5; -17,5; -13,5; 0,5; 4,5; 12; 13; -9; 1,5; -1; 7,5; 19; 17,5; 
15,5; 8,5; -2. 

1. Suraskite empirinius: vidurk , nepaslinkt j  dispersij , vidutin  kvadratin  nuokryp
2. Patikrinkite, ar šie rezultatai pasiskirst  pagal normal j  d sn . Naudokit s Pirsono 2

kriterijumi, imdami reikšmingumo lygmen .05,0
3. Suraskite tikimyb , kad atsitiktinis dydis yra intervale )10,10(h .

5 variantas 

Užduotys: Lentel je pateikti 130 elektronini  prietais  varža [omais]: 

Interva-
las

3,0-3,6 3,6-4,2 4,2-4,8 4,8-5,4 5,4-6,0 6,0-6,6 6,6-7,2 

Skai ius 2 8 35 43 22 15 5 

1. Suraskite empirinius: vidurk , nepaslinkt j  dispersij , vidutin  kvadratin  nuokryp
2. Patikrinkite, ar šie rezultatai pasiskirst  pagal normal j  d sn . Naudokit s Pirsono 2

kriterijumi, imdami reikšmingumo lygmen .05,0
3. Suraskite tikimyb , kad atsitiktinis dydis yra intervale )5,5;5,3(h .

6 variantas 

Užduotys: Lentel je pateikti 68 detali  matavimo duomenys (mm): 

Interva-
las

2,9-3,9 3,9-4,9 4,9-5,9 5,9-6,9 6,9-7,9 

Skai ius 5 15 23 19 6 
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1. Suraskite empirinius: vidurk , nepaslinkt j  dispersij , vidutin  kvadratin  nuokryp
2. Patikrinkite, ar šie rezultatai pasiskirst  pagal normal j  d sn . Naudokit s Pirsono 2

kriterijumi, imdami reikšmingumo lygmen .05,0
3. Suraskite tikimyb , kad atsitiktinis dydis yra intervale )5,5;5,3(h .

9.7. Laboratorinio darbo Nr. 9 kontroliniai klausimai 

1. Generalin  aib . Im i  sudarymo metodai. 
2. Empirinis skirstinys. 
3. Intervalinis skirstinys. 
4. Empirinis vidurkis. 
5. Empirin  dispersija. 
6. Normaliojo atsitiktinio dydžio taškiniai ir intervaliniai ver iai.
7. Normaliojo atsitiktinio dydžio pasikliautinasis intervalas, kai  žinomas. 
8. Normaliojo atsitiktinio dydžio pasikliautinasis intervalas, kai nežinomas.
9. Hipotez s s voka, kritin  sritis. 
10.  Hipotez s apie Mx=My lygyb  tikrinimas, kai žinomas.
11. Hipotez s apie Mx=My lygyb  tikrinimas, kai nežinomas.
12. Hipotez s apie skirstin  tikrinimas (paaiškinti esm ).

9.8. Atsitiktini  dydži  statistinis priklausomumas 

Dviej  atsitiktini  dydži priklausomum  , kai vieno atsitiktinio dydžio kitimas vei-
kia kito dydžio pasiskirstymo d sn , vadinsime statistiniu. Jis tiriamas tikimybi  teorijos ir 
matematin s statistikos metodais. Skirtingai nuo funkcin s prieklausos, šiuo atveju kiekvie-
n X  reikšm  gali atitikti ne viena, o keletas skirting Y  reikšmi . Pavyzdžiui, žmogaus 

gis (dydis X ) lemia, nors nevienareikšmiškai, jo svor  (dyd Y ). Pagal tirtos imties rezulta-
tus (buvo išmatuotas gis ir svoris 115 žmoni ) sudaroma atsitiktini  dydži X  ir Y korelia-
cin  lentel :

1 lentel

      X 

Y 165 170 175 180 185 190

ni

60 15 7 1 0 0 0 23 

70 8 20 m23=26 2 1 0 57 

80 0 3 3 13 5 3 27 

90 0 0 0 3 4 1 8 

mk 23 30 30 18 10 4 n=115
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Šioje lentel je nurod me atitinkamus dažnius, t.y. skai ius imties objekt , kai 
kxX , iyY . Paskutin je lentel s eilut je ir paskutiniame stulpelyje rašytos atitinkam

dažni  sumos, t.y. 
l

i
ikk mm

1

,
s

k
iki nn

1

.

Paskutin s eilut s ir paskutinio stulpelio dažni  suma yra lygi imties element  skai iui n. 
Pirmoji koreliacin s lentel s eilut  kartu su kiekviena dažni  eilute (išskyrus 

paskutin ) yra požymio X  pasiskirstymo, atitinkan io požymio Y  duot j  reikšm ,
variacin  eilut , pavyzdžiui, reikšm 2yY  atitinka požymio X  variacin  eilut :

Y     X 165 170 175 180 185 190  

y2=70 8 20 26 2 1 0 57 

Ji apibr žia požymio X  s lygin  skirstin , kai 2yY . S lyginis X vidurkis 2

_

x , kai 
702yY , bus toks: 

17257/)01901185218026175201708165(2

_

x .
Pirmoji ir paskutin  koreliacin s lentel s eilut  nusako požymio X  (bes lygišk )

empirin  skirstin , o pirmasis ir paskutinis stulpeliai – Y empirin  skirstin .
1 pavyzdys. Raskite 1 lentel je pateikt  atsitiktini  dydži X ir Y empirinius vidurkius, 
nepaslinkt sias dispersijas ir vidutinius kvadratinius nuokrypius. 
Sprendimas: Atsitiktini  dydži X ir Y empirinius vidurkius, nepaslinkt sias dispersijas ir 
vidutinius kvadratinius nuokrypius surasime pasinaudoj  formul mis (9.2), (9.3). Iš 
atsitiktinio dydžio X empirinio skirstinio (žr. 1 lentel ) išplaukia: 

X 165 170 175 180 185 190 

mk
115

23

115

30

115

30

115

18

115

10

115

4

87,173115/)41901018518180301753017023165(
_

x ,

,08,46114/)4)174190(10)174185(18)174180(

30)174175(30)174170(23)174165(()(
222

2222
1 xS

.79,608,46)(1 xS

Analogiškai empirines charakteristikas surasime ir atsitiktiniam dydžiui Y :

Y 60 70 80 90 

ni

115

23

115

57

115

27

115

8
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74,71115/)890278057702360(
_

y ,

,89,68114/)8)74,7190(

27)74,7180(57)74,7170(23)74,7160(()(
2

2222
1 yS

.30,889,68)(1 yS

Viena iš skaitini  charakteristik , nusakan i  priklausomum  tarp atsitiktini
dydži , yra koreliacijos koeficientas ),( yx , t. y. skai ius:

)()()()(

)))(((
),(

YX

MXMYMXY

YX

MYYMXXM
yx .

Koreliacijos koeficientui galioja nelygyb s 1),(1 yx .
Jei turime iš imties duomen  sudaryt  koreliacin  lentel  (žr. 1 lentel  ), tai galime 

surasti empirin  koreliacijos koeficient :

)()( 11

_____

ysxs

yxxy
rxy ;                       (9.9) 

ia
_

x ,
_

y  – empiriniai vidurkiai, o dydis 
___

xy  (sandaugos vidurkis) surandamas sudauginant ir 
po to sudedant visas atsitiktini  dydži X ir Y reikšmes su atitinkam  stulpeli  sankirtoje 
esan ia dažnio reikšme: 

l

i

k

j
jiij xym

n
xy

1 1

___ 1
.                 (9.10) 

Jei atsitiktiniai dydžiai Y  ir X  statistiškai priklausomi, tuomet s lyginis atsitiktinio 
dydžio vidurkis yx  yra x  funkcija, kitaip tariant 

y f xx ( ) .                       (9.11) 
Šiuo atveju sakoma, kad tarp dydži Y  ir X  yra koreliacinis priklausomumas. Lygtis (9.11) 
vadinama empirine regresijos lygtimi, o funkcijos f x( )  grafikas – empirine regresijos kreive.

Koreliacinio priklausomumo tyrimo uždaviniuose yra svarbu pagal steb jim
duomenis nustatyti (bent apytiksliai) funkcijos f x( )  pavidal  bei jos parametrus. Jei 
steb jimo duomenis pateiktume koreliacine lentele, kiekvienai X  reikšmei 
x i si ( , , )1 2  galima rasti j  atitinkant Y  s lygin  vidurk y yi xi

. Atid j  plokštumoje 

taškus, kuri  koordinat s ( , )x yi i , funkcij f x( )  turime parinkti taip, kad šie taškai b t
kuo mažiau nutol  nuo funkcijos grafiko. Dažniausiai šis uždavinys sprendžiamas 
mažiausi j  kvadrat  metodu. Tai reiškia, kad funkcija f x( )  parenkama taip, kad suma 

s

i
ii xfyS

1

2_

)(                    (9.12) 

gyt  mažiausi  reikšm . Šios sumos minimizavimo uždavinys papras iausiai sprendžiamas, 
kai funkcija f x( )  yra tiesin  funkcija (regresijos ties ), t.y. 

y ax bx .                           (9.13) 
Toki  atsitiktini  dydži X  ir Y  priklausomumo form  vadinsime tiesine koreliacija. Tada 
(9.121) suma gaus pavidal

s

i
ii baxyS

1

2_

.                (9.14) 

Ieškosime funkcijos ),( baS  minimumo tašk , spr sdami lyg i  sistem
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.0

,0

b

S
a

S

Apskai iav  dalines išvestines ir atlik  elementariuosius lyg i  pertvarkymus, tur sime

.

,

1

_

1

1

_

11

2

s

i
i

s

i
i

s

i
ii

s

i
i

s

i
i

ysbxa

yxxbxa

               (9.15) 

Išsprend  lyg i  sistem  gal sime užrašyti ties s (9.13) lygt .
2 pavyzdys. Raskite 1 lentel je pateikt  atsitiktini  dydži  empirin  koreliacijos koeficient
ir parašykite regresijos lygt y ax bx .

Sprendimas: Atsitiktini  dydži X ir Y empirinius vidurkius ( ,87,173
_

x 74,71
_

y ), bei 
nepaslinkt j  dispersij  vidutinius kvadratinius nuokrypius ( ,79,6)(1 xS 30,8)(1 yS )

suradome 1 pavyzdyje . Sandaugos vidurk
___

xy  apskai iuosime pagal formul  (9.10): 

09,125160

)190118541803(90)1903

18551801317531703(80)18511802

17526170201658(70)170716515(60
1

1 1

___ l

i

k

j
jiij xym

n
xy .

Empirin  koreliacijos koeficient  surasime pasinaudoj  išraiška (9.9): 

.76,0
30,879,6

74,7187,17309,125160

)()( 11

_____

ysxs

yxxy
rxy

Iš 1 lentel s sudarome atsitiktinio dydžio Y s lyginius skirstinius (atitinkami stulpeliai) 
esant atskiroms X reikšm ms

     X 

Y

x1=

165

x2=

170

x3=

175

x4=

180

x5=

185

x6=

190

60
23

15

30

7

30

1 0 0 0 

70
23

8

30

20

30

26

18

2

10

1 0

80 0 
30

3

30

3

18

13

10

5

4

3

90 0 0 0 
18

3

10

4

4

1
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ir surandame Y s lyginius vidurkius: 

,49,6323/)8701560(
1xy ,67,6830/)3802070760(

2xy

,67,7030/)3802670160(
3xy ,56,8018/)3901380270(

4xy

,0,8310/)490580170(
2xy .5,824/)190380(

6xy

Suskai iuojame lyg i  sistemos (9.15) koeficientus 

.73,897122130

,83,1600872130378950

ba

ba

Išsprend  sistem , gauname regresijos ties s lygt :

3,758457,0 xyx .

Žinoma, kad empirinis koreliacijos koeficientas r  yra suderintasis koreliacijos 
koeficiento vertis. Be to, rodyta, kad esant dideliam imties element  skai iui n ,
empirinis koreliacijos koeficientas r  apytiksliai yra pasiskirst s pagal normal j  d sn

N n( , ( ) )1 2 , arba atsitiktinis dydis 

z
r

n( )1 2                        (9.16) 

yra pasiskirst s pagal standartin  normal j  skirtin N ( , )0 1 . Tada 

1)(ˆ2
)1( 2

zz
n

r
zP ;

ia  – pasikliovimo tikimyb ,  – pasikliovimo lygmuo, ( )z reikšm s randamos 
atitinkamose lentel se. Pasikliautinasis koreliacijos koeficiento  intervalas (vietoje 
rašome r) surandamas panaudojant formul

n

rz
r

n

rz
r

)1(
,

)1( 22

.

9.9. Laboratorinio darbo Nr. 10 pavyzdys.  Maple programa

Regresin  analiz

Tikslas: išmokti nustatyti s ryš  tarp atsitiktini  dydži , atlikti duomen  regresin  analiz
pasinaudojant kompiuterin s algebros paketu  Maple. 

Užduotys: Pateikta koreliacin  lentel :
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       X 

Y  165 170 175 180 185 190

ni

60 15 7 1 0 0 0 23 

70 8 20 26 2 1 0 57 

80 0 3 3 13 5 3 27 

90 0 0 0 3 4 1 8 

mk 23 30 30 18 10 4 n=115

Pagal turimus duomenis:
1. Suraskite 95 % pasikliautin j  interval  normaliojo atsitiktinio dydžio Y 

vidurkiui.
2. Apskai iuokite atsitiktini  dydži  Y ir X empirin  koreliacijos koeficient ,

suraskite jo pasikliautin j  interval  su pasikliovimo tikimybe 0,95. 
3. Suraskite Y tiesin s regresijos X atžvilgiu lygt , nubr žkite (X, Y) išsisklaidymo 

grafik  ir regresijos ties .

> restart; 

> with(stats);with(statevalf); # iškvie iame statistikos program  paketus 

 [anova, describe, fit, importdata, random, statevalf, 
statplots, transform] 
         [cdf, dcdf, icdf, idcdf, pdf, pf] 

> X1:=[165,170,175,180,185,190]; 

         X1 := [165, 170, 175, 180, 185, 190] 

> Y1:=[60,70,80,90]; 

            Y1 := [60, 70, 80, 90] 

>
A:=array(1..4,1..6,[[15,7,1,0,0,0],[8,20,26,2,1,0],[0,3,3,13,5,3
], [0,0,0,3,4,1]]); # vedame atsitiktini  dydži  pasikartojimo dažni  lentel

           [15   7   1   0  0  0] 
           [               ] 
           [ 8  20  26   2  1  0] 
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        A := [               ] 
           [ 0   3   3  13  5  3] 
           [               ] 
           [ 0   0   0   3  4  1] 
> # pirma užduotis 

> for j to 6 do 
> nx[j]:=sum(A[i,j],i=1..4); 
> od; 
               nx[1] := 23 
               nx[2] := 30 
               nx[3] := 30 
               nx[4] := 18 
               nx[5] := 10 
               nx[6] := 4 
> # suradome atskir  atsitiktinio dydžio X reikšmi  pasikartojimo dažnius
> n:=sum(nx[i],i=1..6); # element  skai ius koreliacin je lentel je
                n := 115 

> mx:=evalf(sum(X1[i]*nx[i],i=1..6)/n); # a.d. X empirinis vidurkis

             mx := 173.8695652 

> sx:=sum((X1[i]-mx)^2*nx[i],i=1..6)/(n-1);sx1:=sqrt(sx); # a.d. X
nepaslinktoji empirin  dispersija ir vidutinis kvadratinis nuokrypis 

             sx := 46.07932875 
             sx1 := 6.788175657 
> a1:=evalf(mx-icdf[normald](0.95)*sx1/sqrt(n)); 
a2:=evalf(mx+icdf[normald](0.95)*sx1/sqrt(n));

             a1 := 172.8283718 
             a2 := 174.9107586 

> [a1,a2]; # a.d. X vidurkio pasikliautinasis intervalas su 0,95% pasikliovimo tikimybe 
           [172.8283718, 174.9107586] 

> # antra užduotis 

> for j to 4 do 
> ny[j]:=sum(A[j,i],i=1..6); 
> od; 

               ny[1] := 23 
               ny[2] := 57 
               ny[3] := 27 
               ny[4] := 8 

> my:=evalf(sum(Y1[i]*ny[i],i=1..4)/n); # a.d. Y empirinis vidurkis

             my := 71.73913043 
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> sy:=sum((Y1[i]-my)^2*ny[i],i=1..4)/(n-1);sy1:=sqrt(sy); # a.d. Y
nepaslinktoji empirin  dispersija ir vidutinis kvadratinis nuokrypis 

             sy := 68.87871854 
             sy1 := 8.299320366 

> mxy:=sum(sum(X1[i]*Y1[k]*A[k,i],i=1..6),k=1..4)/n; # a.d. XY
sandaugos empirinis vidurkis 

                  287870 
              mxy := ------ 
                   23 
> rxy:=(mxy-mx*my)/sx1/sy1; # empirinis koreliacijos 
koeficientas

             rxy := 0.7603414118 

> b1:=evalf(rxy-icdf[normald](0.95)*(1-rxy^2)/sqrt(n)); 
b2:=evalf(rxy+icdf[normald](0.95)*(1-rxy^2)/sqrt(n));

             b1 := 0.6956318828 
             b2 := 0.8250509408 
> [b1,b2]; # empirinio koreliacijos koeficiento pasikliautinasis 
intervalas su 0,95% pasikliovimo tikimybe 
           [0.6956318828, 0.8250509408] 
> # tre ia užduotis 
> for j to 6 do 
> ys[j]:=evalf(sum(Y1[i]*A[i,j],i=1..4)/sum(A[i,j],i=1..4)); 
> od; 
             ys[1] := 63.47826087 
             ys[2] := 68.66666667 
             ys[3] := 70.66666667 
             ys[4] := 80.55555556 
               ys[5] := 83 
             ys[6] := 82.50000000 
# a.d. Y s lyginiai vidurkiai esant atitinkamoms X reikšm ms

plot([seq([X1[i],ys[i]],i=1..6)],style=point,labels=[ugis,svoris
],

font=[TIMES,ITALIC,16],titlefont=[TIMES,ITALIC,16],color=black);
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> # a.d. Y s lygini  vidurki  tašk  sklaida (priklausomumas nuo X )
> S:=sum((ys[i]-a*X1[i]-b)^2,i=1..6); # a.d. Y s lygini  vidurki  tašk
atstum  nuo regresijos ties s y=ax+b kvadrat  suma 
                2              2 
 S := (63.47826087 - 165 a - b) + (68.66666667 - 170 a - b) 
                  2              2 
     + (70.66666667 - 175 a - b) + (80.55555556 - 180 a - b) 
              2              2 
     + (83. - 185 a - b) + (82.50000000 - 190 a - b) 

> L1:=diff(S,a)=0;L2:=diff(S,b)=0; # ieškome a ir b reikšmi , kurioms esant 
funkcionalas S bus mažiausias (mažiausi j  kvadrat  metodo s lyga)

       L1 := -160087.8261 + 378950 a + 2130 b = 0 
        L2 := -897.7342994 + 2130 a + 12 b = 0 

> solve({L1,L2},{a,b});assign(%);# sprendžiame gaut  lyg i  sistem

         {a = 0.8457005217, b = -75.30065099} 

> y:=a*x+b; 

         y := 0.8457005217 x - 75.30065099 

> br2:=plot(y,x=165..190,color=black): 
>
br1:=plot([seq([X1[i],ys[i]],i=1..6)],style=point,color=black):

gis
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>
with(plots):display(br1,br2,labels=[ugis,svoris],font=[TIMES,ITA
LIC,16], titlefont=[TIMES,ITALIC,16]); # paruošiame abu br žinius (taškai 
ir juos atitinkantis tiesinis priklausomumas tarp a.d. X ir Y) ir rodome kartu 

> # a.d. Y nuo X regresijos ties  ir Y s lygini  vidurki  sklaidos taškai 

9.10. Laboratorinio darbo Nr. 10 variantai 

1 variantas 

Užduotys: Pateikta koreliacin  lentel :

       Y 
X

0 1 2 3 4 5 6 7 

25 2 1 0 0 0 0 0 0 
35 0 5 3 0 0 0 0 0 
45 0 0 4 2 4 0 0 0 
55 0 0 0 0 2 3 1 5 
65 0 0 0 0 0 0 6 2 

Pagal turimus duomenis:
1. Suraskite 95 % pasikliautin j  interval  normaliojo atsitiktinio dydžio Y vidurkiui. 
2. Apskai iuokite atsitiktini  dydži  Y ir X empirin  koreliacijos koeficient ,

suraskite jo pasikliautin j  interval  su pasikliovimo tikimybe 0,95. 

gis
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3. Suraskite Y tiesin s regresijos X atžvilgiu lygt , nubr žkite (X, Y) išsisklaidymo 
grafik  ir regresijos ties .

2 variantas 

Užduotys: Pateikta koreliacin  lentel :

        Y 
X

40-50 50-60 60-70 70-80 

10-11 2 11 3 2 
11-12 1 19 2 4 
12-13 3 6 27 6 
13-14 1 5 15 9 
15-16 2 3 3 11 

Pagal turimus duomenis:
1. Suraskite 95 % pasikliautin j  interval  normaliojo atsitiktinio dydžio Y vidurkiui. 
2. Apskai iuokite atsitiktini  dydži  Y ir X empirin  koreliacijos koeficient ,

suraskite jo pasikliautin j  interval  su pasikliovimo tikimybe 0,95. 
3. Suraskite Y tiesin s regresijos X atžvilgiu lygt , nubr žkite (X, Y) išsisklaidymo 

grafik  ir regresijos ties .

3 variantas 

Užduotys: Pateikta koreliacin  lentel :

       Y 
X

130 150 170 190 210 230 250 

15 0 0 0 0 7 5 3 
25 0 0 0 5 4 2 0 
35 0 0 3 4 2 0 0 
45 0 2 6 4 0 0 0 
55 3 5 3 0 0 0 0 
65 4 2 0 0 0 0 0 

Pagal turimus duomenis:
1. Suraskite 95 % pasikliautin j  interval  normaliojo atsitiktinio dydžio Y vidurkiui. 
2. Apskai iuokite atsitiktini  dydži  Y ir X empirin  koreliacijos koeficient ,

suraskite jo pasikliautin j  interval  su pasikliovimo tikimybe 0,95. 
3. Suraskite Y tiesin s regresijos X atžvilgiu lygt , nubr žkite (X, Y) išsisklaidymo 

grafik  ir regresijos ties .
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4 variantas 

Užduotys: Pateikta koreliacin  lentel :

       Y 
X

5-15 15-25 25-35 35-45 45-55 55-65 

10-20 5 7 0 0 0 0 
20-30 0 20 23 0 0 0 
30-40 0 0 30 47 2 0 
40-50 0 0 10 11 20 6 
50-60 0 0 0 9 7 3 

Pagal turimus duomenis:
1. Suraskite 95 % pasikliautin j  interval  normaliojo atsitiktinio dydžio Y vidurkiui. 
2. Apskai iuokite atsitiktini  dydži  Y ir X empirin  koreliacijos koeficient ,

suraskite jo pasikliautin j  interval  su pasikliovimo tikimybe 0,95. 
3. Suraskite Y tiesin s regresijos X atžvilgiu lygt , nubr žkite (X, Y) išsisklaidymo 

grafik  ir regresijos ties .

5 variantas 

Užduotys: Pateikta koreliacin  lentel :

          Y 
X

30-50 50-70 70-90 90-110 110-130 130-150 150-170 

50-70 5 0 0 0 0 0 0 
70-90 2 3 4 0 0 0 0 

90-110 0 1 7 6 0 0 0 
110-130 0 0 1 8 4 0 0 
130-150 0 0 1 1 5 2 0 
150-170 0 0 0 0 0 5 0 
170-190 0 0 0 0 0 0 2 
190-210 0 0 0 0 0 0 2 

Pagal turimus duomenis:
1. Suraskite 95 % pasikliautin j  interval  normaliojo atsitiktinio dydžio Y vidurkiui. 
2. Apskai iuokite atsitiktini  dydži  Y ir X empirin  koreliacijos koeficient ,

suraskite jo pasikliautin j  interval  su pasikliovimo tikimybe 0,95. 
3. Suraskite Y tiesin s regresijos X atžvilgiu lygt , nubr žkite (X, Y) išsisklaidymo 

grafik  ir regresijos ties .
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6 variantas 

Užduotys: Pateikta koreliacin  lentel :

             Y 
X

7,0-7,2 7,2-7,4 7,4-7,6 7,6-7,8 7,8-8,0 

2,15-2,45 5 4 0 0 0 
2,45-2,75 0 12 8 1 0 
2,75-3,05 0 0 5 5 0 
3,05-3,35 0 0 4 7 0 
3,35-3,65 0 0 0 12 1 
3,65-3,95 0 0 0 0 1 

Pagal turimus duomenis:
1. Suraskite 95 % pasikliautin j  interval  normaliojo atsitiktinio dydžio Y vidurkiui. 
2. Apskai iuokite atsitiktini  dydži  Y ir X empirin  koreliacijos koeficient ,

suraskite jo pasikliautin j  interval  su pasikliovimo tikimybe 0,95. 
3. Suraskite Y tiesin s regresijos X atžvilgiu lygt , nubr žkite (X, Y) išsisklaidymo 

grafik  ir regresijos ties .

7 variantas 

Užduotys: Pateikta koreliacin  lentel :

         Y 
X

160-165 165-170 170-175 175-180 180-185 185-190 

55-60 5 3 0 0 0 0 
60-65 9 6 4 0 0 0 
65-70 2 17 23 10 1 0 
70-75 1 15 30 11 2 0 
75-80 0 1 9 27 13 2 
80-85 0 0 2 7 14 3 
85-90 0 0 0 1 2 1 

Pagal turimus duomenis:
1. Suraskite 95 % pasikliautin j  interval  normaliojo atsitiktinio dydžio Y vidurkiui. 
2. Apskai iuokite atsitiktini  dydži  Y ir X empirin  koreliacijos koeficient ,

suraskite jo pasikliautin j  interval  su pasikliovimo tikimybe 0,95. 
3. Suraskite Y tiesin s regresijos X atžvilgiu lygt , nubr žkite (X, Y) išsisklaidymo 

grafik  ir regresijos ties .
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8 variantas 

Užduotys: Pateikta koreliacin  lentel :

         Y 
X

55-60 60-65 65-70 70-75 75-80 80-85 85-90 

11-12 0 0 0 1 0 0 0 
12-13 0 2 3 5 1 0 0 
13-14 2 5 7 13 9 2 2 
14-15 2 3 1 1 2 2 1 
15-16 1 0 0 0 0 0 2 

Pagal turimus duomenis:
1. Suraskite 95 % pasikliautin j  interval  normaliojo atsitiktinio dydžio Y vidurkiui. 
2. Apskai iuokite atsitiktini  dydži  Y ir X empirin  koreliacijos koeficient ,

suraskite jo pasikliautin j  interval  su pasikliovimo tikimybe 0,95. 
3. Suraskite Y tiesin s regresijos X atžvilgiu lygt , nubr žkite (X, Y) išsisklaidymo 

grafik  ir regresijos ties .

9.11. Laboratorinio darbo Nr. 10 kontroliniai klausimai 

1. Koreliacijos koeficientas. 
2.  Empirinis koreliacijos koeficientas. 
3. Atsitiktini  dydži  statistinis priklausomumas. Koreliacin  lentel .
4. S lyginio vidurkio s voka.
5. Regresijos ties s lygtis. 
6. Mažiausi j  kvadrat  metodo esm .
7. Pasikliautinasis intervalas regresijos koeficientui. 

9.12. Vienfaktorin  dispersin  analiz

Analizuojant steb jim  duomenis, dažnai reikia vertinti atskir  veiksni tak  galu-
tiniam rezultatui. Pavyzdžiui, tirti katalizatori  poveik  chemini  reakcij  trukmei, moko-
m j  metod  (paskaitos, pratybos, ruošimasis savarankiškai ir t.t.) tak  student  žini  ko-
kybei. Aptarsime vienfaktorin s dispersin s analiz s uždavin , t.y. metod , leidžiant ver-
tinti atskir  veiksni tak  galutiniam rezultatui. 

Tegu ijx  – pagal normal j  skirstin  pasiskirst s atsitiktinis dydis, kuris veikiamas vie-

no iš l  faktori . Tarkime, sudaromos atskiros eksperiment  grup s, kuriose naudojamas 
tam tikras katalizatorius ar mokoma pagal apibr žt  metodik . V liau tyrimui atsitiktinai 
parenkama n element , iš kuri  sudaroma l nepriklausom  im i  ( lj1 ) po k element
( ki1 ). Tada tyrimo rezultatus galima atvaizduoti matrica ( lkn ):

klkk

l

l

xxx

xxx

xxx

...

............

...

...

21

22221

11211

                       (9.17) 
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Formuluojama hipotez mmmmH l210 : , t.y. vis  im i  vidurkiai vienodi, o alter-
natyvi hipotez jmmmH 211 : , kad vidurkiai skiriasi ir kuris nors katalizatorius ar 

mokomasis metodas vis d lto yra efektyvesnis už kitus. Daroma prielaida, kad ši  im i  dis-
persijos yra lygios j . Naudojamas tiesinis modelis, kada bet kur  element  galima užra-

šyti taip: 
ijjij Mxx ;                        (9.18) 

ia ijx  – ojii  reikšm ojej  grup je, Mx – generalin s aib s vidurkis, j  -- pataisa (pa-

klaida), vertinanti skirtumus grup se, ij  atskiro elemento nukrypimas nuo grup s vidurkio 

(j  lemia, pavyzdžiui, studento nuotaika atliekant patikrinimo test  ar katalizatoriaus gau-
tos partijos kokyb ). Mus dominantis dydis bus j , nes jis nusako skirtum  tarp rezultat

grup se, o kartu ir tiriam  veiksni tak  eksperimento rezultatams. 
Panagrin sime atsitiktini  dydži  parametrus, apib dinan ius atliekam  eksperiment .
Empirin j-osios grup s vidurk jx  ir bendr  (vis  grupi  element ) empirin  vidurk x už-

rašysime taip: 
k

i
ijj x

k
x

1

1
,                        (9.19) 

l

j

k

i
ijx

n
x

1 1

1
.                       (9.20) 

Dydis x yra generalin s aib s vidurkio Mx nepaslinktasis vertis, jxx  yra j vertis, o 

ijj xx  yra ij vertis. Kaip jau min jome, tiriant hipotez  apie vidurki  lygyb , reikia 

nagrin ti dyd j , o kartu ir dyd jxx . Skirtum  tarp bendro vidurkio ir grup s vidurkio 

jxx  lemia skirtumas tarp parinkt  mokom j  metod , katalizatori  ir t.t.

Pakeitus formul je (9.18) dydžius ijjMx ,,  j ver iais, gausime toki  išraišk :

)()( ijjjijjij xxxxxMxx

arba
)()( ijjjij xxxxxx .                 (9.21) 

Išraiškoje (9.21) mes gavome nuokrypius nuo bendrojo ir atskiros imties vidurki . Abi 
(9.21) lygyb s puses pakelsime kvadratu ir susumuosime: 

k

j

l

i

k

j

l

i

k

j

l

i
ijjijjjj

k

j

l

i
ijjj

k

j

l

i
ij

xxxxxxxx

xxxxxx

1 1 1 1 1 1

22

2

1 11 1

2

)()()(2)(

])()[()(

      (9.22) 

rodoma, kad antrasis narys apatin je formul s (9.227) eilut je visada lygus nuliui:

0)()(2
1 1

l

j

k

i
ijjj xxxx .

Tada formul  (9.22) vadinama „pagrindine dispersin s analiz s tapatybe“ ir užrašoma taip: 

Q Q Q1 2 ;                           (9.23) 
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ia
k

j

l

i
ij xxQ

1 1

2)(  – bendra nuokrypi  kvadrat  suma,

k

1j

2

1 1

2
1 )()( j

k

j

l

i
j xxlxxQ  – nuokrypi  nuo bendrojo vidurkio suma,

k

j

l

i
ijj xxQ

1 1

2
2 )(  – nuokrypi  nuo grupi  vidurki  suma. 

Jei hipotez H0  teisinga, tai nepriklausomi atsitiktiniai dydžiai xik  yra pasiskirst
pagal normal j  d sn N m( , ) , im i  vidurkiai jx  nepriklausomi ir pasiskirst  pagal 

normal j  d sn
jn

mN ,  (im i  vidurkiai ir dispersijos lyg s). Tuomet 

1
12

1 l

Q
s ,

kn

Q

kl

Q
s 222

2 )1(

yra nepaslinktieji dispersijos 2 ver iai, o j  santykis

)(

)1(

2

1
2
2

2
1

knQ

lQ

s

s
                           (9.24) 

yra pasiskirst s pagal Fišerio d sn  . 
Hipotezei H m m m mi l0 2:  patikrinti sudaroma kritin  sritis 

),[ ,1 knlFW  ( – reikšmingumo lygmuo, funkcijos knlF ,1  reikšm s randamos 

atitinkamoje lentel je arba pasinaudojant kompiuterin s algebros paketu Maple ). Jei 
atsitiktinio dydžio (9.24) reikšm  patenka  kritin  srit , H0  atmetama. Tai reiškia, kad tarp 
vidurki m m ml1 2, ,  bent du yra skirtingi. Jei nepatenka  kritin  srit , tada H0  galioja, o 

x  ir 
kn

Q2  yra nepaslinktieji m  ir 2 ver iai.

9.13. Laboratorinio darbo Nr.11 pavyzdys. Maple programa

Dispersin  analiz

Tikslas: Išmokti pasinaudojant kompiuterin s algebros paketu Maple atlikti vienfaktorin
dispersin  analiz , t.y. patikrinti ar vienas iš veiksni  daro didesn tak  eksperimento 
baigmei.

Užduotys: Keturios mokini  grup s po 10 mokini  buvo mokomos dalyko pagal skirtingas 
metodikas. Atlikus patikrinimo test  (duota po 100 klausim  ir vertinama sistema 1 arba 0) 
gauti rezultatai pateikti lentel je (vienos grup s mokini  rezultatai pateikiami 
atitinkamame matricos stulpelyje): 
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62594253

77637151

87566061
63774874

65535049

72584742
64542848

56393346

49645034

41525126

Patikrinkite, ar kuris iš mokom j  metod  yra pranašesnis (gaunami geresni rezultatai) už 
kitus.

> restart; 
>A:=array(1..10,1..4,[[26,51,52,41],[34,50,64,49],[46,33,39,56],
[48,28,54,64],
[42,47,58,72],[49,50,53,65],[74,48,77,63],[61,60,56,87],[51,71,6
3,77], [53,42,59,62]]); 

             [26  51  52  41] 
             [          ] 
             [34  50  64  49] 
             [          ] 
             [46  33  39  56] 
             [          ] 
             [48  28  54  64] 
             [          ] 
             [42  47  58  72] 
           A := [          ] 
             [49  50  53  65] 
             [          ] 
             [74  48  77  63] 
             [          ] 
             [61  60  56  87] 
             [          ] 
             [51  71  63  77] 
             [          ] 
             [53  42  59  62] 

> n1:=10;n2:=4; 

                n1 := 10 
                n2 := 4 

> # surandame grupi  vidurkius 
> for j to n2 do 
 Vg[j]:=evalf(sum(A[i,j]/n1,i=1..n1),4); 
 od; 
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              Vg[1] := 48.40 
               Vg[2] := 48. 
              Vg[3] := 57.50 
              Vg[4] := 63.60 

># surandame bendr j  vidurk
> Vb:=evalf(sum(sum(A[i1,i2],i1=1..n1),i2=1..n2)/n1/n2,4); 

               Vb := 54.38 
># surandame nuokrypi  nuo grupi  vidurki  sum  (Q2)
> Svid:=sum(sum((A[i1,i2]-Vg[i2])^2,i1=1..n1),i2=1..n2); 

             Svid := 5397.3000 

># surandame nuokrypi  nuo bendro vidurkio sum  (Q1)
> Starp:=sum(10*(Vb-Vg[i2])^2,i2=1..n2); 

             Starp := 1712.076000 

># surandame nepaslinkt sias dispersijas
> S1:=Starp/(n2-1); 
 S2:=Svid/(n1-1)/n2; 

             S1 := 570.6920000 
             S2 := 149.9250000 
> T:=S1/S2; 
              T := 3.806516592 

> with(stats);with(statevalf); 

 [anova, describe, fit, importdata, random, statevalf, 
statplots, transform] 
         [cdf, dcdf, icdf, idcdf, pdf, pf] 

># surandame atitinkam  Fišerio skirstinio reikšm  esant = 0,95
> K:=icdf[fratio[3,36]](0.95); 
              K := 2.866265551 

> if T>K then print(`H[0] nepatvirtinta`) else print(`H[0] 
priimtina`)
> fi; 
             H[0] nepatvirtinta 
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9.14. Laboratorinio darbo Nr.11 variantai 

1 variantas

Užduotis: Buvo atlikta po 10 nepriklausom  matavim  nuostoli  d l korozijos keturiems 
skirtingiems lydiniams X : 

X1 6,34 6,36 6,41 6,42 6,80 6,85 6,91 6,91 7,02 7,12 
X2 5,95 6,04 6,11 6,31 6,36 6,52 6,60 6,62 6,84 6,91 
X3 5,99 6,01 6,05 6,15 6,27 6,49 6,77 6,91 7,25 7,30 
X4 5,55 5,65 5,68 5,68 5,99 6,36 6,89 7,05 7,15 7,22 

Ar visi lydiniai vienodai atspar s korozijai? Atlikite vienfaktorin  dispersin  analiz .

2 variantas

Užduotis: Buvo kei iama kineskop  gamybos technologija. Pasirinktos penkios 
nepriklausomos imtys po 9 kineskopus ir išmatuotos užtvarin tampos U (duomenys 
pateikti lentel je):

1 53 48 62 56 68 55 53 52 66 
2 54 48 65 55 67 54 54 50 65 
3 56 47 62 54 70 59 53 50 67 
4 54 50 66 57 68 54 54 55 65 
5 55 51 62 55 68 56 53 53 66 

Ar technologiniai poky iai daro tak  užtvarin s tampos dydžiui? Atlikite vienfaktorin
dispersin  analiz .

3 variantas

Užduotis: Lentel je pateikti duomenys apie keturias gautas gumos siuntas, apib dinantys
jos atsparum  tempimui (kg/cm2), atsižvelgiant  vulkanizavimo laik Xi.

Xi 20 25 30 40 60 
1 152 158 149 143 126 
2 152 155 159 121 165 
3 147 146 115 116 153 
4 152 169 152 156 157 

Ar vienodos kokyb s gauta guma? Atlikite vienfaktorin  dispersin  analiz .

4 variantas

Užduotis: Buvo kei iama kineskop  gamybos technologija. Paimtos penkios nepriklausomos 
imtys po 9 kineskopus ir išmatuotos uždaran iosios tampos U (duomenys pateikti lentel je:
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1 53 48 61 56 67 54 53 51 65 
2 56 47 63 55 67 55 52 51 66 
3 55 48 62 53 68 58 53 49 68 
4 59 50 64 57 70 54 54 55 66 
5 54 47 61 50 68 53 52 49 68 

Ar technologiniai poky iai daro tak  uždaran iosios tampos dydžiui? Atlikite 
vienfaktorin  dispersin  analiz .

5 variantas 

Užduotis: Lentel je pateikti aštuoni  vad  (A faktorius) paršeli  svoriai svarais: 

A1 2,2 2,8 3,3 3,2 3,8 1,6 
A2 3,5 2,8 3,2 3,5 2,3 2,4 
A3 3,3 3,6 2,6 3,1 3,2 3,3 
A4 3,2 3,3 3,2 2,9 3,3 2,5 
A5 2,6 2,6 2,9 2,0 2,0 2,1 
A6 3,1 2,9 3,1 2,5 3,3 3,6 
A7 2,6 2,2 2,5 1,2 1,2 2,0 
A8 2,5 2,4 3,0 1,5 3,2 2,9 

Ar kei iasi paršeli  vidutinis svoris vadose? Atlikite vienfaktorin  dispersin  analiz .

6 variantas

Užduotis: Atsitiktinai pa mus keturis gaminius po 9 kartus buvo išmatuotas j  parametras X:

X1 5,95 6,04 6,11 6,31 6,36 6,52 6,60 6,62 6,64 
X2 5,23 5,27 5,32 5,39 5,40 5,52 5,52 5,53 5,60 
X3 6,34 6,36 6,41 6,42 6,80 6,85 6,91 7,02 7,12 
X4 4,55 4,65 4,68 4,68 4,72 4,73 4,78 4,78 4.86 

Ar kei iasi parametras X atskiriems gaminiams? Atlikite vienfaktorin  dispersin  analiz .

9.15. Laboratorinio darbo Nr. 11 kontroliniai klausimai 

1. Vienfaktorin s dispersin s analiz s uždaviniai. 
2. Duomen  strukt ra.
3. Tiesinis modelis. 
4. Pagrindin  dispersin s analiz s tapatyb .
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