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IVADAS

Baigiasi antrasis atgautos Lietuvos nepriklausomybés deSimtmetis. Daug padaryta
savarankiSkai tvarkantis visose visuomenés gyvenimo srityse. Daug nuveikta ir vie-
noje svarbiausiy sri¢iy — §vietimo sistemoje: nustatytos bendrosios mokyklos refor-
mos kryptys, sukurtos bendrosios programos ir nustatyti siektini iSsilavinimo stan-
dartai [34 a, b], visiems mokomiesiems dalykams paraSyti nauji, originalils, tautiniai
lietuviski vadovéliai, kai kuriems mokomiesiems dalykams — net po kelis, o tai jau
leidzia ir Svietimo sistemoje funkcionuoti rinkos désniams. Mus domina vienas Svieti-
mo reformos aspektas — loginio mastymo ugdymas mokant mokyklinés matematikos
kurso vidurinéje mokykloje. Siuo aspektu mokytojams uzduotys formuluojamos gana
aiskiai: a) ,,Bendrosios programos ir i$silavinimo standartai“ formuluoja pagrindinius
loginio mastymo lavinimo uzdavinius (skyrelyje ,,Pagrindiniai ugdymo uzdaviniai®):
,uztikrinti darnia prigimtiniy moksleivio galiy plétote, <...> atskleisti ir plétoti kiiry-
bines moksleiviy galias, <..> ugdyti moksleiviy gebéjima kritiskai mastyti, spresti
problemas, <...> ugdyti <...> pasitiké¢jima savo jégomis, <...> savarankiSkuma, <...>
nuostata ir gebéjima mokytis visa gyvenima™“ [34 a, p. 8]; b) to paties dokumento
skyrelyje ,,Geb¢jimai®, kuriuos reikia ugdyti mus dominancia tema, apibiidinami taip:
kritiSkai mastyti ir spresti problemas, <...> racionaliai planuoti ir organizuoti
veikla, <...> veikti kiirybiskai, iniciatyviai, prasmingai ir savarankiskai, prisiimti at-
sakomybg uz savo veiksmus‘ [34 a, p. 10]; c¢) skyrelyje ,,Ugdymo procesas™ teigiama,
kad reikia siekti, jog mokinys iSsiugdytu tokias veikos kompetencijas, kad butu ga-
lima teigti, jog jis: ,,ieSko informacijos {vairiuose Saltiniuose, apibendrina, perteikia
ja kitiems, <...> tyringja aplinka, kaupia iSsamius ir visapusiskus duomenis, idéjas,
faktus, juos grupuoja, klasifikuoja, analizuoja, sintetina, kritiskai vertina, <...> iden-
tifikuoja problemas, iesko ju sprendimy, <...> formuluoja hipotezes, tikrina ju pa-
gristuma, <...> daro sprendimus ir juos koreguoja, atsizvelgdamas | besikeiciancias
aplinkybes, <...> aiskina, pristato savo darbo rezultatus, <...> vertina uzsibrézty tiksly
igyvendinimo sé¢kminguma‘ [34 a, p. 12]. Reikalavimai i$ tiesy gana dideli ir kelia-
mi jie ne viduring, o pagrinding mokykla baigian¢iajam mokiniui. Antra vertus, pa-
grindiné mokykla — deSimtmetée, paprastai ji baigiama sulaukus septyniolikos. SSRS
slaviskose respublikose ilga laika tokia buvo viduriné mokykla, po kurios jau buvo
galima stoti | auks$taja mokykla. Taigi, lyginant su ty laiky slavisky mokykly abituri-
entais, kuriems, be abejo, buvo formuluojami panasis reikalavimai, miisy abiturientai
turi dar dvejus metus visoms savo kompetencijoms tobulinti. Apzvelgsime, kokius
reikalavimus $is dokumentas kelia matematikos mokymui pradinése ir vyresniosiose
klasése mus dominanciu loginio mastymo ugdymo aspektu. Bendrieji matematikos
mokymo pradinéje mokykloje tikslai formuluojami taip:
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,.ugdyti moksleiviu matematinius problemu sprendimo, mastymo ir komunika-
cinius gebéjimus;

padéti moksleiviams iSmokti matematines savokas ir procediiras taip, kad jie
suprasty ju rysius ir biity pajégts taikyti zinias;

sudominti moksleivius matematika, formuoti teigiama poziiri 1 ja“ [34 a, p.
315].

Baigdami prading mokykla moksleiviai turi gebéti:

»paprasciausiais atvejais taikyti matematinio mastymo elementus;

bendrauti vartodami matematines savokas ir matematinius informacijos uzra-
Symo bidus;

matematiskai tirti realias situacijas, spresti ju patirti ir interesus atitinkancias
kasdienio gyvenimo problemas, remdamiesi iSoriniais ir vidiniais matematikos
rysiais;

taikyti konkrecias aritmetikos, geometrijos, matavimy, algebros ir statistikos
zinias, mokeéjimus ir igtidzius, spresdami praktinius ir formalius matematinius
uzdavinius;

suprasti ir jvertinti matematikos svarba ir taikymo galimybes kasdieniame Zmo-
gaus gyvenime bei profesinéje veikloje;

mokytis matematikos* [34 a, p. 315].

Mokiniy vertybinés nuostatos, kurias reikia ugdyti, yra: ,,Kurybiskumas, atviru-
mas naujoms idéjoms, saziningumas, tiesos siekimas, smalsumas, iSradingumas ir
darbstumas® [34 a, p. 315-316]. O jos iSugdomos palaipsniui, tam reikéty:

,ugdyti teigiama juy poziliri { matematika;

skatinti vertinti matematini mastymo pobudi;

ugdyti pasitikéjima savo matematinémis Ziniomis ir gebéjimais jas taikyti;
skatinti vertinti ekonominj racionaluma;

ugdyti protiniam darbui reikalinga sazininguma, objektyvuma, atkakluma, kii-
rybiSkuma;

ugdyti savigarbg ir pagarba kitiems, savarankiskuma‘“ [34 a, p. 316].

Kadangi bendryju gebéjimy ugdymas yra vienas i§ svarbiausiy Siuolaikiniy Svieti-
mo tiksly, tai dél itin plataus pobtidZzio jie negali buti iSvystyti mokant vieno mokomo-
jo dalyko, o turi buiti ugdomi mokantis visy dalyky. Ta¢iau Siuolaikinéje matematikos
didaktikoje i$skiriami Sie labiausiai su matematiniu ugdymu susije¢ bendrieji gebéji-
mai: ,,matematinio mastymo, matematinés komunikacijos ir problemy sprendi-
mo, kuriy ugdymuisi ir plétojimui salygos turi biiti sudarytos mokantis matematikos
jau pradinéje mokykloje* [34 a, p. 316]. Tad jau pradinukai turi biiti mokomi:

»~matematiSkai mastyti: suprasti matematikos savokas bei ju rysius, sudaryti
paprascCiausius algoritmus, formuluoti prielaidas ir spéjimus, nustatyti désnin-
gumus, argumentuoti ir apibendrinti;
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¢ naudotis matematiniu zodynu ir simboliais taip, kad galéty skaityti ir suprasti
matematinius tekstus, apiblidinti matematinius objektus ir procediras, reiksti
mintis ir diskutuoti matematiniais klausimais;

e naudotis vidiniais ir iSoriniais matematikos rysiais, sprendziant kasdienio gyve-
nimo ir matematines problemas;

e matematiskai tirti realias situacijas ir problemas, rasti racionalius ju sprendimo
budus, t. y. mokytis formuluoti problema, aiskintis jos esmg, rasti sprendimo
biida, ji realizuoti, numatyti galimus rezultatus, juos patikrinti ir interpretuoti;

o atlikti standartines matematines procediras: skaiciuoti, matuoti, apytiksliai nu-
matyti atsakymus, apdoroti duomenis, transformuoti, palyginti ir klasifikuoti
matematinius objektus [34 a, p. 316].

Dar sudétingesni reikalavimai iSkyla vyresniyjuy klasiyu matematikos mokytojui:
,Matematika yra svarbi §iuolaikinio Zmogaus ugdymo sritis. Zinomy matematikos
savoky, matematiniy modeliy, metody, rysiy ivairioms situacijoms analizuoti suprati-
mas bei taikymas sudaro prielaidas ne tik pazinti pasauli, perimti Simtmeciais susifor-
mavusia zmogaus mastymo bei veiklos kulttira, bet ir padeda individui jo praktinéje
veikloje formuluoti matematines prielaidas, hipotezes, vertinti savo bei kity individy
loginiy argumenty tinkamuma bei patikimuma, taigi prisitaikyti prie nuolat kintancios
tikrovés. Gebé¢jimo susigaudyti informacijos juroje bei priimti tinkamus sprendimus
pagrindinéje mokykloje formavimas siejamas su tam tikros moksleiviy matematinés
kompetencijos ugdymu. Si samprata apima ne tik kieckvieno moksleivio matemati-
nio rastingumo igijima, matematiniy gabumy plétojima, bet ir moksleivio nora bei
gebéjima nuolatos aktyviai mokytis“ [34 a, p. 331]. Tad pirmiausia biitina pasiekti,
kad mokydamiesi pagrindinéje mokykloje visi mokiniai tapty matematiskai rastingi:
»~mokéty pagrindines matematines savokas ir procediiras, gebéty atpazinti matema-
tinius objektus ir juos pavaizduoti, pritaikyti standartinius ar jau taikytus sprendimo
algoritmus naujai uzduociai spresti, matematiskai tirti paprastas praktines situacijas,
pagristi sprendimus, argumentuoti, remtis analogijomis, ivairiais buidais (grafikais,
simboliais, lentelémis ir pan.) pateikta informacija bei gebéty ja Siais buidais perteik-
ti“ [34 a, p. 331]. Svarbu plétoti kiekvieno mokinio matematinius gabumus, sudaryti
salygas gabiausiems mokiniams atsiskleisti, pademonstruoti savo galimybes: ,,Moks-
leiviai turéty tapti iSsilavinusiais matematiniy metody vartotojais ir igyti matematikai
btudingo mastymo ir kiirybos pradmenis® [34 a, p. 331]. Neatsizvelgiant | gabumus,
baigiantys pagrinding mokykla mokiniai turi pajusti matematikos grozi bei prakting
nauda. Tad ,,pagrindinéje mokykloje kiekvienas moksleivis turi patirti sékme mokyda-
masis matematikos, o matematikos ugdymo turinys, jo perteikimo biidai ir tam naudo-
Jjami metodai turi padéti moksleiviui susiformuoti { mokymosi sékme ir matematikos
mokymosi prasmingumq orientuotas nuostatas bei bendruosius ugdymo tikslus atitin-
kanciy vertybiy sistemq’* [34 a, p. 331]. Kadangi mokant matematikos turi biti siekia-
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ma ne tik bendryjuy ugdymo tiksly — siekti vertybiniy nuostaty, geb&jimu bei igtidziy
brandos, tai yra suformuluotas ir pagrindinis matematikos mokymo tikslas — suteikti
galimybe¢ moksleiviams:

e ugdytis bendruosius matematinius gebéjimus;

e ugdytis specialiuosius gebéjimus, susijusius su jvairiomis matematikos sriti-
mis;

e dométis matematika, formuotis deklaruojamas bendrojo ugdymo turinyje nuos-
tatas ir vertybines orientacijas® [34 a, p. 332].

Tiksly realizavimas susietas su tam tikrais laukiamais rezultatais. Reikia siekti,

kad mokiniai, baigdami pagrinding mokykla:

e _ivaldyty matematinio mastymo elementus, iSmokty bendrauti vartodami mate-
matines savokas ir matematinius informacijos uzrasymo budus, naudotis mate-
matiniu Zodynu ir simboliais, iSmokty matematiskai tirti paprastas realias situ-
acijas ir spresti paprastas gyvenimo problemas, suprasty ir panaudoty vidinius
ir iSorinius matematikos rysius;

e jgyty skaiCiy ir skai¢iavimy, ekonomikos elementy, geometrijos, matavimuy,
algebros, funkcijos ir funkciniy sarysiy, statistikos, kombinatorikos, tikimybiy
teorijos konkreciy Ziniy tiek, kad galéty savarankiskai spresti praktinius ir ma-
tematikos uzdavinius;

e suprasty matematikos svarba visuomenés gyvenime, pritaikomuma ivairiose
zmoniy praktinés veiklos srityse, moksluose, technikoje, suprasty ir vertinty
matematikos objektyvuma, kiirybiskuma, iSsiugdyty iSradinguma, smalsu-
ma, atkakluma, valinguma, nora, atsakomybg ir geb&jima mokytis“ [34 a, p.
332].

Vertybiniy nuostaty ugdymo klausimu dokumente rasoma: ,,Geras matematikos
mokymas ne tik ugdo moksleivio gebéjimus, lavina intelekta ir formuoja bendruo-
sius darbo jgtudzius, bet ir plétoja jo vertybines nuostatas, stiprina nusiteikima bei
gebéjima mokytis. Kirybiskumas, atvirumas naujoms idé¢joms, saziningumas, tiesos
siekimas, smalsumas, iSradingumas, darbstumas, savarankiskumas bei gebéjimas
bendradarbiauti su kitais — tai vertybés, kurias ugdo tinkamai parinktas matematikos
mokymo turinys ir mokymo(si) budai [34 a, p. 332]. Tad vertybinéje srityje mokyda-
masis matematikos mokinys turi:

e ugdytis teigiama pozilirj i matematika, moksla ir technologija, domeétis Siy

sri¢iy laiméjimais;

e ugdytis pasitikéjima savo matematikos Ziniomis ir gebéjimu jas taikyti;

e susipazinti su profesijomis, susijusiomis su matematika, tiksliaisiais mokslais
ir technologijomis, matematikos, tiksliyjy ir gamtos moksly bei technologiju
svarba profesinei veiklai;

e ugdytis moksling pasauléziiira, atviruma, objektyvuma, pakantuma nezinomy-
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bei, iSradinguma, ziniy troskima, nusiteikima nuolatinei kaitai, poreiki moky-
tis;

e ugdytis bendradarbiavimo jgiidzius® [34 a, p. 332-333].

Toliau dokumente pabréziama, kad ,,Igyty Ziniy kiekis ir mokéjimas gerai atlikti
standartines procediiras ne visada lemia moksleiviy s¢kmg toliau studijuojant ar dir-
bant, nes naujy Ziniy ir informacijos srautas sparéiai didéja. Si tendencija ypac ryski
Siandien, besikurianc¢ioje informacinéje visuomenéje. Vis svarbesni darosi universa-
las moksleiviy gebéjimai — bendrieji geb¢jimai, padedantys moksleiviams s¢kmingai
toliau mokytis ir taikyti tarpusavyje susijusias zinias, patiems pazinti, atrasti, dalyvau-
ti priimant sprendimus kasdieniame gyvenime ar profesinéje veikloje. Siuolaikinéje
matematikos didaktikoje iprasta skirti tris svarbiausius bendruosius matematinius ge-
béjimus — problemy sprendimo, matematinio mqstymo ir matematinio komunikavimo.
Glaudziai su bendraisiais gebéjimais susijgs ir moksleiviy igyty Ziniy integruotumas
(dalykinis, tarpdalykinis bei sociokultiirinis). Jis svarbus igyvendinant visuminio ug-
dymo principus® [34 a, p. 333]. Taigi dokumentas reikalauja, kad, mokydamasis ma-
tematikos, moksleivis turéty:

e _ugdytis geb¢jima matematiSkai mastyti (mokytis suprasti ir jvaldyti naujas
savokas ir zodyna, konstruoti algoritmus, apibendrinti savokas ir rezultatus,
argumentuoti bei jrodinéti);

e mokytis naudotis matematiniu Zodynu ir simboliais taip, kad gebéty skaityti ir
suprasti matematinius tekstus, apraSyti matematinius objektus ir procediiras,
reiksti mintis ir diskutuoti matematiniais klausimais;

e ugdytis gebéjima matematiskai tirti problemas ir rasti racionalius jy sprendimus
(nagrinéti probleming situacija, formuluoti problema, aiskintis jos esme, rasti
sprendimo biida, ji realizuoti, numatyti galimus vienokio ar kitokio sprendimo
budo pritaikymo rezultatus, patikrinti gauta matematinio uzdavinio atsakyma,
interpretuoti ji pradinés problemos terminais, iSsiaiskinti prakting matematiniy
rezultaty verte konkreciai probleminei situacijai);

e mokytis naudotis vidiniais ir iSoriniais matematikos rySiais taip, kad gebéty
atpazinti ekvivalencias savokas ir procediras, rasti jvairiy matematikos temuy
ry$ius bei matematikos ir kity discipliny ry$ius;

e mokytis atlikti standartines operacijas, tokias kaip ilgio, ploto, ttrio ir kity dy-
dziy matavimas, skaitmeniniy reiskiniy reikSmiy skai¢iavimas, algebriniy reis-
kiniy pertvarkymas, funkcijy reik§miy skaic¢iavimas, funkcijy tyrimas, grafiky
brézimas, jvairiy mokykloje nagrinéjamy matematiniy objekty palyginimas,
klasifikavimas ir transformavimas, apytikslis atsakymo prognozavimas, statis-
tiniy duomeny apdorojimas ir pan.© [34 a, p. 333].

Dokumente akcentuojami $ie svarbiausi matematikos mokymo(si) didaktiniai as-

pektai:
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e Ziniy igijimas: ,,Siuolaikinés matematikos Zinios suvokiamos ne tik kaip faktai,
sqvokos, teoremos ar standartiniai algoritmai, bet ir kaip geras matematikos
supratimas. Zinios yra tikrai vertingos ir veiksmingos tik jei moksleivis jas
supranta, geba interpretuoti ir taikyti, jei suvokia, kodél mokosi matematikos.
Didé¢jant informacijos kiekiui ir tobul¢jant informacinéms technologijoms vis
svarbiau darosi ne tiek jsiminti gausybg fakty, kiek atpazinti situacijas bei klau-
simus, | kuriuos gali atsakyti ar jau atsaké matematika, ir susirasti reikiama
informacija‘“ [34 a, p. 334].
e Matematiniy modeliy kiirimas bei taikymas. Sis aspektas pla¢iau dokumente
nekomentuojamas.
e Matematikos teikiamy galimybiy perteikti informacijai panaudojimas: ,,Ugdant
gebéjimus spresti problemas, moksleiviai dazniau turéty susidurti su biitinybe
rinkti papildomus duomenis, mokytis spéti, nebijoti klysti, rasti savo klaidas,
pagristi spéjimus. Todél reikéty kartu su kity dalyky mokytojais parinkti pro-
blemas, kurioms iSspresti prireikty keliy dieny ar savaiciy, bendro ar grupinio
darbo, geb¢jimo naudotis technika (ypac¢ kompiuteriu), atlikti tyrimus, o ne
vien mechaniskai taikyti zinias*“ [34 a, p. 333].
e Matematikos plétros procesas. Jis dokumente komentuojamas labai trumpai —
tai ,,procesas, kuriam vykstant atrandami ir pagrindziami matematiniai désnin-
gumai, kaupiamos ir apibendrinamos matematikos zinios* [34 a, p. 334].
e Vidiniy bei iSoriniy matematikos rysiu panaudojimas: ,,Nuodugniam matema-
tikos suvokimui ir gebéjimui sekmingai jq taikyti jtakos turi pacios matemati-
kos vidiniy ir tarpdalykiniy rysiy atskleidimas. Mokykloje matematikos temos
turéty biuti isdestytos taip, kad moksleiviai atpazinty jvairiai pateiktas sqvokas
ir operacijas (pavyzdziui, %, 0,5 ir 50 %; funkcijos grafiko susikirtimo su Ox
aSimi tasky abscisiy ir lygties f(x) = 0 sprendiniy ieskojimas). ISmoke pereiti
nuo vieno problemos sprendimo ar matematikos savokos pateikimo biido prie
kito, moksleiviai igis lanksty ir reik§minga problemy sprendimo jrankj, geriau
supras matematikos esmg, formaliy veiksmy, matematiniy idéjy ir realaus pa-
saulio ry$i. Daznai geriau moketi vieng uzdavini i$spresti keliais budais, nei
kelis — tuo paciu budu. Ne maziau svarbu mokytis izvelgti matematikos metody
universaluma, suvokti, kad tie patys metodai gali buti taikomi jvairiy tipy uz-
daviniams spresti.
Pravartu moksleiviams parodyti, kaip kituose dalykuose ar realiame pasaulyje is-
kilusios probleminés situacijos modeliuojamos matematikoje* [34 a, p. 334].

Pabréziama, kad matematikos metody universalumas isryskeja geriausiai tada, kai
jie taikomi kity mokomuyjy dalyky problemoms (uzdaviniams) spresti, ypac fizikoje,
biologijoje, chemijoje ir geografijoje.

Ugdydama logini mastyma mokykla XI-XII klasése ,,savo pastangas telkia sa-
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varankiSkam, atsakingam asmeniui, norinfiam ir pajégianc¢iam visa gyvenima
mokytis, tobulinti savo gebéjimus, ugdyti, padeda jam jgyti asmening, pilieting
bei socialing kultiring kompetencija, biiting sékmingam tolesniam mokymui-
si, jsitvirtinimui darbo, profesinés veiklos pasaulyje, kiirybingam dalyvavimui
krasto pilietiniame, kultiiriniame ir socialiniame gyvenime* [34 b, p. 8]. Sioje
srityje mokykla privalo sudaryti salygas, padedancias moksleiviui:

e _plétoti prigimtines asmens galias ir ypac Ziniy visuomenés nariui svarbius
auks$to lygmens metakognityvinius (kritinio mastymo, problemy sprendi-
mo ir kt.) gebéjimus; <...>

e puoseléti pasitikéjima savo jégomis, iniciatyvuma, savarankiSkuma, nusi-
teikima imtis atsakomybés, nuostatg ir gebéjima mokytis visa gyvenima,
tobuléti“ [34 b, p. 8].

Bendrieji asmens gebéjimai mus dominancioje srityje toliau plétojami: tobulinami
,Kritinio mastymo ir problemy sprendimo igtidziai, ypa¢ gebéjimas taikyti jvairias
problemy sprendimo strategijas, remtis iSsamia ir jvairiapusiska informacija, mokeji-
mas ja apdoroti, analizuoti, sintetinti, interpretuoti, vertinti, formuluoti hipotezes bei
alternatyvas ir t. t.“ [34 b, p. 9]. Skyriuje ,,Didaktinés nuostatos‘ teigiama: ,,XI — XII
klasiy ugdymo procesu siekiama kurti ugdymo aplinka, orientuota i praktini zmogaus
patirties formavimosi konteksta. Si nuostata skatina mokyklos bendruomeng, pedago-
ga ugdymo procesa gristi interpretaciniais, o ne reprodukciniais metodais. Kiirybinis,
interpretacinis moksleivio santykis su mokomaja medziaga reiskiasi aktyviu interpre-
tacijos aktu, kurio turinj lemia mokomosios medziagos iprasminimas moksleivio turi-
mos patirties, aktualiy poreikiy ir interesy saistomame kontekste. Toks jprasminimas
zenklina tikra mokomosios medziagos supratima, o ne pazodini jos isiminima, ugdo
asmens kritini mastyma, puoseléja kritiska, dialogiska santyki su socialine kultiiri-
ne tradicija. KritiSkas interpretacinis santykis su ugdymo turiniu padeda moksleiviui
ugdytis {sisamonintas vertybines nuostatas ir principus, atsiremiancius i jvairiy argu-
menty, alternatyvy kritinio svarstymo ir vertinimo iSdavas.

Interpretaciné nuostata ugdo aktyviojo ugdymo biidus, padedanc¢ius moksleiviams
savarankiskai aiskintis aplinkos pasaulj, vertinti, suprasti ir sprgsti gyvenimo proble-
mas, atsakingai veikti. Todél tarp pedagogo didaktikos priemoniy pagrinding vieta
turi uzimti ugdymo metodai, akcentuojantys moksleiviu veikla, bendradarbiavima,
kiirybing moksleivio ir pedagogo saveika, skatinantys savarankiskos, atsakingos as-
menybés, jos kiirybiniy galiy sklaida. Siuo pozitriu ypaé patrauklis yra aktyviojo
mokymosi metodai: mokymasis bendradarbiaujant mazose grupése, bendruy projekty
kiirimas ir jgyvendinimas, eksperimentiniai, mokslinio tyrimo geb¢jimus ugdantys
metodai, taip pat ugdymo metodai, kuriuos naudojant placiai pasitelkiamos Siuolaiki-
nés informacinés technologijos, kooperuotai atlieckami, daugeli moksleiviy jtraukian-
tys informacijos kaupimo, taikymo, apdorojimo, interpretacijos ir vertinimo darbai.
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Suprantama, ugdymo metody pasirinkima lemia ne vien interpretacinis pozitiris |
ugdymo procesa, bet ir nemaza kity veiksniy: kurso pobidis <...> ir jam keliami uz-
daviniai, mokomojo dalyko specifika, ugdymo profilis ir pakraipa, mokyklos turima
technine bazé, ir, be abejo, moksleivio psichofizinés brandos ypatybés, interesai, gebé-
jimai, polinkiai. Sioje ugdymo aplinkoje mokytojo patirtis visada i§licka kompasu, pa-
dedanciu pasirinkti prasmingiausias ugdymo metodu paieskos linkmes* [34 b, p. 16].

Pagrindiniai matematikos mokymo XI—XII klasése tikslai yra:

e  perteikti moksleiviams tuos mastymo ir veikimo elementus, kurie biidingi ma-
tematinei zmonijos kultiros $akai ir kurie biitini harmoningos asmenybés raidai
bei visaverc¢iam gyvenimui $iuolaikiniame pasaulyje;

e sudaryti galimybes suvokti matematika kaip Zmonijos kultiiros $aka ir veiks-
mingg mokslinio pasaulio pazinimo metoda;

e sudominti moksleivius matematika ir padéti kiekvienam i§ ju tobulinti savo
matematinius gabumus® [34 b, p. 145].

Lietuvoje periodiskai atliekami tyrimai, kaip bendryju programy bei i$silavinimo
standarty reikalavimai realizuojami praktikoje. Antai, remiantis 2005 m. nacionali-
nio IV klasiy mokiniy pasiekimuy tyrimo duomenimis, teigiama, kad: a) ,,daugumos
IV klasés mokiniy matematikos zinios ir geb¢jimai atitinka ISsilavinimo standarty
reikalavimus; b) bendrieji matematikos testy rezultatai yra geri: mokiniai vidutinis-
kai i§sprendé 55,4 % testo uzduociy; (deja, tam optimizmui nelabai norisi pritarti,
i$sprestu uzduoc€iy procentas daugiau liudija apie rezultaty vidutiniSkuma; tai liudija
ir kita iStrauka i§ ataskaitos — 4. 4.); c¢) palyginus 2003 m. ir 2005 m. nacionaliniy IV
klasés mokiniy pasiekimy tyrimy matematikos testy rezultatus, ryskesniy skirtumy
nenustatyta; d) aukstesni I'V klasiy mokiniy matematikos mokymosi rezultatai sietini
su matematikos mokytoju geru matematikos metodikos iSmanymu <...>. Nustatyta,
kad mokiniai geriausiai mokosi matematikos, kai mokytojas vaizdziai pasakoja mo-
komaja medziaga ir leidzia daug klausinéti, diskutuoti arba sudaro salygas mokiniams
patiems kuo daugiau bandyti, tyrinéti ir atrasti; e) pedagogin¢je praktikoje taikomi
diferencijuoto mokymo biidai nepakankamai efektyviis: gana daug mokiniy daznai
atlieka uzduotis, ne visiSkai atitinkancias ju pasirengima, patirti bei interesus; f) ne-
pakankami IV klasés mokiniy matematinés komunikacijos bei problemy sprendimo
strategijos pasirinkimo gebéjimai trukdo jiems siekti geresniy mokymosi rezultaty®
[93, p. 43]. Tad pradiniy klasiy mokytojams rekomenduota daugiau démesio skirti:

e _mokiniy individualiam pazinimui bei mokymo diferencijavimui ir individua-

lizavimui,

o <. >

e matematiniam diskursui, salygoms mokiniams patiems bandyti, tyrinéti suda-
ryti, mokomajai medziagai vaizdziai pateikti;

e tvirtiems skai¢iavimy igiidziams, skaiCiaus jausmui formuoti;
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o tick sakytinés, tiek raSytinés matematinés komunikacijos gebéjimams ugdyti;

e mokiniams supaZzindinti su jvairiomis problemy sprendimo strategijomis ir ju
taikymu;

e matematinio mastymo gebé&jimams ugdyti; mokymui paaiskinti, argumentuoti
uzdaviniy sprendimus ir atsakymus, daryti pagristas iSvadas, pratinti apmastyti
gautus sprendinius (ar jie logiski, tinkami), paaiskinimus bei argumentus sieti
su pradiniu problemos kontekstu* [93, p. 43].

Taigi reikalavimai pagrindiniuose matematikos mokyma reglamentuojanciuose do-
kumentuose [34 a, b] ir dokumente, tikrinan¢iame pirmyjy vykdyma [93], yra sufor-
muluoti pakankamai aiskiai, bet, deja, jie yra abstraktiis ir neremiami jokiomis reko-
mendacijomis — juose néra nurodyta jokios rekomenduojamos literatiiros. Taciau, be
matematikos vadovéliy autoriy siilomy mokomosios medziagos perteikimo loginés
sekos, ypac vyresniyjy klasiy matematikos mokytojai neturi jokio mokslinio didakti-
kos veikalo, kuris biity vadovas §ioje srityje, atskleisty loging mokyklinés matematikos
kurso prasmeg, jo loginius pagrindus ir leisty mokytojams giliai juos suprasti. Sovieti-
niais metais buvo bandoma cia Siek tiek nuveikti, tac¢iau tiek lietuviy kalba [46], tiek
rusy kalba [123, 127, 129, 138, 141] paraSyti darbai jau yra tapg bibliografine retenybe,
be to, dél ju tuomet privalomo komunistinio politinio angazuotumo savo iSoriniu apval-
kalu jie yra svetimi dabartiniam pedagogui. Kiek geresné pradiniy klasiy mokytoju pa-
détis: yra iSleistas bendrosios pradinés matematikos didaktikos vadovélis [9] ir skaiciu
bei skai¢iavimy mokymo pradinéje mokykloje metodiné priemoné [42] studentams,
Siais darbais naudojasi saviSvietai ir mokytojai. Yra apginta daktaro disertacija [65],
kurios autoré — pradiniy klasiy mokytoja eksperté Danuté Kiseliova. Su vyru, Siauliy
universiteto (toliau — SU) profesoriumi dr. Arkadijum Kiseliovu, $ios disertacijos pa-
grindu, gerokai ja iSplétusi, iSleido monografija [72, 73], kurioje i§samiai iSanalizavo
pradiniy klasiy mokiniy matematiniy gebéjimy diagnostikos problemas. Monografijoje
aprasomi atlikti tyrimai, pradéti dar D. Kiseliovai rengiant daktaro disertacija ir testi ja
sékmingai apgynus. Sie tyrimai yra organiskai susieti su autentiku pradinés matema-
tikos mokymu(si), paisant tarpdalykiniy rysiy su kitais mokomaisiais dalykais, bendru
Salies Svietimo vizijos kiirimu, mokiniy pilnatvés (kiirybingumo, individualaus kriti-
nio mastymo, komunikaciniy bei kity galiy plétojimo ir kt.) ugdymu bei su pradinés
mokyklos matematikai gabiy mokiniy pedagoginés globos turtinimu ir naujy ugdymo
metody paieSkomis, su mokymusi visa gyvenima. Pirmojoje monografijos dalyje [72],
apibendrinant atlikty tyrimy rezultatus, panaudojant kity autoriy tyrimy medziaga bei
remiantis daugiamete autoriy diagnostiniy ir didaktiniy testy konstravimo bei peda-
goginio darbo patirtimi (doc. dr. D. Kiseliova pradinéje mokykloje dirbo ilgus metus,
tapo mokytoja eksperte, kartu ¢jo antraeiles, o dabar eina ir pagrindines pareigas da-
bartiniame SU, prof. dr. A. Kiseliovas daugeli mety désté matematikos pagrindus ir
matematikos didaktika biisimiesiems pradiniy klasiy mokytojams dabartiniame SU;
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sovietiniais metais trejus metus désté Afrikoje, Alzyre), pateikiamos gebéjimy testy
teorijos ir matematikos didaktikos Zinios, apibiidinta pradinés mokyklos matematiniy
gebéjimy samprata, suformuluotos dalyko gebéjimu testo administravimo taisyklés ir
salygos, parinkti statistiniy testavimo rezultaty analizés metodai. Antrojoje monografi-
jos dalyje [73] matematiskai gabiy mokiniy mokymo(si) problema implikuojama kaip
tolydziai kintantis pedagoginis procesas, kuriam btidingi naujumo, jvairumo siekiai ir
Salies Svietimo reformy specifikos atitikimas. Mokiniy pedagoginés socialinés aplin-
kos tyrimas susietas su materialiniais ir dvasiniais mokiniy iStekliais bei jy namy ir
mokykly materialine bei mokslo baze. Pagirtinos yra ir pradiniy klasiy mokytojams ir
vaiky darzeliy pedagogams skirto zurnalo ,,Zvirbliy takas“ pastangos spausdinti daug
pedagogikos mokslininky ir mokytoju praktiky straipsniy, nagrinéjanc¢iy matematikos
didaktikos, tarp ju ir loginio mastymo ugdymo mokant pradinés matematikos klausi-
mus [24, 29, 47, 53, 54, 56-59, 61-64, 6668, 70, 71, 74-76, 81-87, 90, 92, 96-98,
104-107, 110]. Taciau straipsniai periodikoje tieck dél ju nedidelés apimties, tiek cha-
otisko iSsidéstymo tematikos pozitiriu tik per labai ilga laika gali iSsamiai iSanalizuoti
kokia nors problema. Praktiskai jokios periodinés spaudos pagalbos vyresniy klasiy
mokytojai nebeturi. Kol kas Sio dalyko mokytojams sitiloma tik daug pagalbinés di-
daktinés medziagos, padedancios organizuoti kurso kartojima, ziniy kontrolg, pasi-
rengima egzaminams, taciau jokios bendresnés, teorinés literatiiros dar néra isleista.
Taciau ugdant mokiniy logini mastyma mokykliniam matematikos kursui uzkraunama
pagrindiné nasta. Kiti mokomieji dalykai tenkinasi tik naujy savoku formavimu, ju
santykiy nustatymu, apibrézimu ir klasifikacija bei nededukciniais samprotavimais, o
mokyklinés matematikos kursas naudojasi visu logikos arsenalu iki dedukciniy sam-
protavimy ir jrodymy — auks¢iausiy mastymo formuy.

Seserius metus déstant logikos discipling Vilniaus Gedimino technikos universitete
(toliau — VGTU) ir septynerius — Generolo Jono Zemaicio Lietuvos karo akademijoje
(toliau — LKA) teko tiesiogiai stebéti viduriniy mokykly buvusiy abiturienty loginio
mastymo iSsivystymo lygi, ju geb¢jima suvokti ir apibendrinti ju paciy vartojamas
mastymo formas, pagristi jas mokykloje eity dalyku, tarp ju ir matematikos, pavyz-
dziais, suprasti aiskinima, grindziama Siais pavyzdziais. Jau darbo VGTU metu buvo
suformuluota tyrimo hipotezé: turi egzistuoti itin glaudus rySys tarp abiturienty mo-
kyklinio matematikos kurso isisavinimo lygio ir logikos dalyko isisavinimo aukstojo-
je mokykloje sékmés. Tad, pradéjus dirbti LKA, imtasi tyrimo. Pirmiausia, apibréztas
tyrimo tikslas: istirti, ar egzistuoja auksciau minétas rySys, nustatyti salygas, kurios
uztikrina mokyklinés matematikos ir logikos integracijos glauduma.

Tyrimo tikslas pareikalavo suformuluoti tokius tyrimo uZdavinius:

1. Susipazinti su pagrindine literatiira lietuviy ir uZsienio kalbomis, nagrin¢jancia

logikos ir mokyklinés matematikos integracinius rysius, parinkti i$ jos tas min-
tis ir idéjas, kurios turi perening (pranc. ,,pérennité* — ilga trukmé) edukologing

20



vertg, t. y. tinka ir dabartinei Lietuvos mokyklai, nors salygos, kuriomis buvo
iSsakytos auksc¢iau minétos mintys bei suformuluotos id¢jos, labai pasikeité.

2. Stebéti LKA karitiny logikos dalyko mokymosi procesa, kryptingai jam va-
dovaujant bei ten, kur galima, integruojant su mokyklinés matematikos kursu,
kaupti duomenis apie matematikos mokymosi s¢kmg vidurinése mokyklose,
lyginti juos su logikos dalyko isisavinimo rodikliais.

3. Stebéti geriausiy pradiniy ir vyresniyjy klasiy mokytojuy vedamas matematikos
pamokas siekiant nustatyti mokiniy loginio mastymo ugdymo galimybes mo-
kantis matematikos Lietuvos mokyklose.

4. Tirti Lietuvos mokytojy turimas galimybes gerinti savo kvalifikacija ugdant
mokiniy logini mastyma matematikos pamokose.

Tyrimo uzdaviniai buvo jgyvendinti taikant Siuos tyrimo metodus:

1. Literatiiros lietuviy ir uzsienio kalbomis, analizuojancios loginio mokiniy mas-
tymo ugdymo problemas mokantis matematikos, studijavimas.

2. Pradiniy ir vyresniyjy klasiy mokytoju pamoky Lietuvos miesty ir miesteliy
mokyklose steb¢jimas, aptarimas, steb¢jimo duomeny apibendrinimas.

3. Pradiniy ir vyresniyjy klasiy matematikos mokytoju anketiné apklausa, jos
metu surinkty duomeny apdorojimas taikant matematinés statistikos metodus.

4. Statistiniy duomeny apie LKA karitiny mokyklinés matematikos ir logikos da-
lyko mokymosi s¢kmg kaupimas, ju lyginamoji statistiné analizé matematinés
statistikos metodais.

Tyrimo metu i$studijuoti auk$¢iau minéti ,,Zvirbliy take paskelbti straipsniai,
svarbiausi iki karo, sovietiniais metais ir atkurtoje nepriklausomoje Lietuvoje pa-
skelbti bendrosios matematikos mokymo vidurinéje mokykloje metodikos darbai [5—
7, 12-14, 46, 89, 108, 111] (kai kuriuos i$ jy parasé Sios monografijos autorius), rusy
matematikos didaktikos darbai, iSleisti dar caro valdymo ir sovietiniais metais [123,
126, 127,130, 132, 138, 147, 148]. (Beje, Rusijos matematikos didaktika visada pasi-
zymeéjo giliais rySiais su Vokietijos matematikos didaktika, kuri yra i§ esmés Sio daly-
ko gimtiné: dauguma rusy carieniy turéjo gilias vokiskas Saknis, i§ ¢ia — gilts carinés
Rusijos ir kaizerinés Vokietijos kulttriniai, taigi ir edukologiniai rySiai). I$studijuoti
taip pat ir uzsienio pedagoguy, psichology ir matematikos didaktikos specialisty darbai,
i8leisti lietuviy, angly ir pranciizy kalbomis [33, 36, 44, 45, 48-52, 55, 88, 95], taip pat
rusy kalba [114, 117, 118, 120, 121, 124-126, 131, 134-137, 140, 145, 146]. (Beje,
Rusija, kaip didel¢ valstybe, turéjo, turi ir turés galimybiy leisti verstinius Zymiau-
siy uzsienio edukology, psichologu, matematikos didaktikos specialisty darbus ar ju
apzvalgas, nes jie reikalingi daugeliui skaitytoju). ISstudijuoti ir Zymiausiy rusy pe-
dagogu bei psichology, raSiusiy mus dominancia tema, darbai, isleisti lietuviy ir rusy
kalbomis [109, 122, 128, 129, 133, 143, 144, 149]. Zymiausiq monografijoje minimy
matematiky biografiniai duomenys paimti i§ Kijeve isleisto biografinio zodyno [119].

21



Susipazinta ir su moksliniy-praktiniy konferencijy [99-103] darbais (kai kuriose — ir
asmeniskai dalyvauta). Pasinaudota ir savosiomis anksciau i$leistomis monografijo-
mis [5, 6, 12—14] bei vadovéliu [9]. Pirmajame monografijos skyriuje pateiktos bti-
nos minimalios logikos Zinios (remiantis autoriaus parengta mokomaja knygele [10])
su pavyzdziais i§ mokyklinés matematikos, kad skaitytojui biity lengviau suprasti
II-VII skyrius, kuriuose déstomi matematikos didaktikos teoriniai klausimai, susij¢
su loginio mokiniy mastymo ugdymo mokantis matematikos problemomis, iliustruo-
jant juos ivairiais praktiniais pavyzdziais (kai kurie — i§ autoriaus stebéty pamokuy).
Dalis ty skyriy medziagos paraSyta, apibendrinus autoriaus moksliniuose leidiniuose
paskelbtus straipsnius [2—4, 7, 15]. Siekdamas, kad monografija biity suprantamesné
platesniam skaitytoju ratui, ypac studentams, autorius paaiskinti naudojamiems ter-
Tarptautiniy zodziy zodynu [112].

Anyksc¢iy ir Rokiskio rajony mokyklose, Skuodo raj. Mosédzio gimnazijoje, Vil-
niaus Antano Vienuolio pagrindingje ir §v. Kristoforo vidurinéje mokyklose stebétos
rajony ar mokykly vadovy pasiiilytos geriausiy pradiniy klasiy ir vyresniyju klasiy
matematikos mokytojuy pamokos: ziiiréta, kaip panaudojamos visos turimos galimy-
bés (vadovéliai, pratyby sasiuviniai, vaizdinés priemonés, dalijamoji medziaga ir kt.)
loginiam mokiniy mastymui ugdyti. Kadangi pamoky aptarimai baigdavosi autoriaus
vedamais seminarais, kuriuose dalyvaudavo platesnis auksciau nurodyty specialybiy
mokytoju ratas, tuo pasinaudojus buvo vykdoma seminaruose dalyvavusiy mokytoju
anketiné apklausa. Pamoky stebéjimo ir anketinés mokytoju apklausos rezultatai ap-
tarti monografijos devintajame skyriuje, kai kuriuos tinkamiausius tam pavyzdzius
panaudojant ir kituose skyriuose. Sukaupta tyrimo metu medziaga paskelbta autoriaus
moksliniame [18] ir trijuose mokslo populiarinimo straipsniuose [8, 11, 16].

2000-2007 m., déstant logika LKA karitinams, fiksuoti karitiny logikos mokymo-
si rezultatai, ju vidurinés mokyklos matematikos valstybinio egzamino (toliau — VE)
pazymys ir mokyklos baigimo vieta: a) sosting, apskrities centrai; b) rajony centrai;
¢) mazesni miestai ir miesteliai. Nustatyti koreliaciniai rySiai tarp iy ir kai kuriy kity
parametry, visa tai placiai aptarta deSimtajame monografijos skyriuje. Autorius $ia tema
paskelbé du mokslinius straipsnius Lietuvoje [2, 17] bei viena straipsni Estijoje [116].

Tyrimo rezultaty aprobavimas realizuotas skelbiant straipsnius ir skaitant prane-
Simus $alies mokslinése konferencijose: Lietuvos matematiky draugijos (2004, 2005,
2006), organizuotose Klaipédos universiteto pedagogikos fakulteto (2004, 2006) [99,
101] ir LKA Vadybos katedros (2006), taip pat Talino pedagoginiame ir Siauliy uni-
versitetuose vykusiose tarptautinése konferencijose (2003, 2004).

Tyrimo naujumas pasireiSkia tuo, kad pabandyta atskleisti integracinius rysius,
egzistuojancCius tarp logikos ir mokyklinés matematikos, patikrinti, kaip tais rySiais
naudojasi studijuojantis logika jaunimas.
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Tyrimo teorinis reikSmingumas yra tas, kad pirma karta Lietuvos matematikos
didaktikoje taip ryskiai akcentuojamas ir atskleidziamas integraciniy rysiy buvimas
tarp logikos ir mokyklinés matematikos.

Tyrimo praktiné reik§mé yra ta, kad mokytojai, susipazing su monografijoje is-
destyta medziaga, galés kur kas sékmingiau, samoningiau realizuoti tuos loginio mas-
tymo ugdymo uzdavinius, kuriuos I-XII klasése mokant matematikos kelia Lietuvos
bendrojo lavinimo mokykly bendrosios programos ir i$silavinimo standartai, galés
susipazinti su $ia linkme dirbanciy savo kolegy darbo patirtimi.

Monografijos pabaigoje pateiktos iSvados, literatiros sarasas, reziumé angly kal-
ba, pavardziy rodyklé, priedai (mokytojams pateiktos anketos).

Autorius dékoja recenzentams: Siauliy universiteto profesoriui dr. Arkadijui Kiselio-
vui ir Lietuvos zemés tikio universiteto Profesinés pedagogikos ir psichologijos katedros
vedéjui prof. dr. Sigitui Daukilui bei atsakingajai redaktorei Generolo Jono Zemaiio
Lietuvos karo akademijos docentei dr. Audronei Petrauskaitei uz vertingas pastabas, pa-
déjusias patobulinti monografijos rankrasti. Rengiant rankrasti spaudai daug pasidarba-
vo Generolo Jono Zemaiéio Lietuvos karo akademijos Humanitariniy moksly katedros
metodinio kabineto vedéja Rasa Gedminiené. Jai autorius irgi labai dékingas.

Gerbiamus skaitytojus savo pastabas bei atsiliepimus autorius praso siysti adresu:

Algirdas Azubalis, Tuskulény g. 44-20, 09209 Vilnius.
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I. LOGIKOS ZINIOS, KURIOMIS REMIASI
MOKYKLINE MATEMATIKA

1. LOGIKOS OBJEKTAS

Logika tiria minciy struktiira, ju rySiy désningumus. Minties loginé struktiira yra
jos sudedamuyju daliy sujungimo biidas, bendras skirtingo turinio mintims. Mintys
reiSkiamos teiginiais, pastarieji tikrinami, ar yra teisingi (irodomi). Tai atliekama tai-
kant jvairius samprotavimy biidus. 7ad logika yra mokslas apie samprotavimo biidq.
Jos tikslas — nustatyti logines salygas jvertinti teisinguma, sukurti efektyvy loginio
pazinimo metoda, nustatyti priemones, kurios leisty i$ vieny teiginiy iSvesti kitus.

2. SAVOKA

2.1. Savokos samprata

Sqvoka yra mastymo forma, iSreiSkianti esminius ir bendruosius objekty pozy-
mius. Esminiai objekto pozymiai tokie, kuriy kiekvienas skyrium biitinas, o visy kartu
pakanka, kad biity galima tam tikra objekta atskirti nuo kity (net ir panasiy) objekty.
Neesminiai objekto pozZymiai tokie, kuriuos objektas gali turéti, taciau ju neturédamas
nenustoja biiti tuo, kuo jis yra. Tarkim, turime savoka ,,rombas‘. Jo esminiai ir nees-
miniai pozymiai, suraSyti i lentelg, atrodys taip:

1 lentelé
Esminiai poZymiai Neesminiai poZymiai
Lygiagretainis, kurio visos Didelis
krastinés lygios Mazas

Jo smailusis kampas lygus 40°
Jo istrizainiy susikirtimo taskas
dalija jas pusiau

Bendrieji pozymiai yra budingi visiems tam tikros grupés objektams. Savokos reis-
kiamos zodZziais ar jy junginiais. Svarbiausios savokos charakteristikos — turinys ir
apimtis. Sqvokos turinys — esminiai ir bendrieji objekto pozymiai. Sqvokos apimtis
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— visuma objekty, turin¢iy bendrus pozymius. Taigi savokos ,,rombas‘ apimtis — visi
rombai, nubrézti visose pasaulio knygose ir sasiuviniuose, lentose ir t. t.

2.2. Loginé klasé (aibé)

Visuma objekty, turin¢iy bendrus pozymius, vadinama logine klase (aibe). Ji gali
buti sudaryta i§ atskiry elementy ar juy dariniu — poklasiy (poaibiy). Ta pati klasé (aibé)
gali biiti arba klasé (aibé), arba poklasis (poaibis), atsizvelgiant i tai, su kokia klase
(aibe) ji santykiauja. Antai natiiraliyjy skaiciy aibé yra klas¢ (aibé) konkreciy natiira-
liyju skaiciy — jos elementy atzvilgiu. Bet ji bus poklasis (poaibis), jeinantis { realiuju
skai¢iy aibg. Pagal elementy skaiciy klasés (aibés) skirstomos i:

1) bendrgsias, kuriy elementy skaiCius yra intervale 2 < x < oo; ¢ia kaip geri pavyz-
dziai yra jau minétos natiiraliyjuy bei realiyju skaiciy aibés;

2) vienines, kurios turi 1 elementa, pavyzdziui: 0, maziausias dvizenklis skai¢ius
(10), didziausias trizenklis skaiCius (999) ir t. t.;

3) tuscigsias (nulines), kurios neturi nei vieno elemento, pavyzdziui: vasario 31-
oji, dalmuo 5:0 ir t. t. Tokios klasés Zymimos simboliu &, o visos kitos — raidémis
A, B, C... Sprendziant konkrecius klausimus, operuojama klase (aibe), kuri visuomet
mastoma tam tikroje objekty srityje — universaliojoje (lot. ,,universalis “ — visuotinis)
klaséje (aibéje). Ji zymima raide E. Pavyzdziui, pradinése klasése aritmetiniai veiks-
mai atlickami natiiraliyjy skai¢iy aibéje, kuri tuo atveju laikoma aibe E.

Pabréziame, kad ypa¢ matematikoje aibiy priskyrimas kuriai nors i§ auks¢iau mi-
néty trijy rasiy yra salyginis ir labai priklauso nuo to, kiek skirstantysis yra susipa-
zings su matematika. Antai nelygybés 2<x<3 sprendiniy aibé I klasés mokiniui bus

tuscioji, taciau XII klasés mokiniui ji bus bendroji.

2.3. Santykiai tarp loginiy klasiy (aibiy)

Tarp loginiy klasiy gali biiti keturiy rusiy santykiai. Jie nusakomi zodziais, vaiz-
duojami Oilerio ir Veno® diagramomis ir uzraSomi, vartojant specialius simbolius.

1) Dvi klasés (aibés) yra lygios, kai jos turi tuos pacius elementus. Sis faktas dia-
grama vaizduojamas taip:

1 pav.

* Leonardas Oileris (Euler, 1707-1783) — Sveicary (vokie¢iy kilmés) matematikas; Dzonas Venas (Venn,
1834-1923) — angly logikas.
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Uzrasoma: A=B. Pavyzdziui, A — lyginiai natiiralieji skai¢iai, B — nattralieji skai-
¢iai, kurie dalijasi is 2.

2) Subordinacijos santykis yra tada, kai viena klasé (aibé) sudaro dalj kitos klasés
(aibés). Tada si klasé (aibe¢) vadinama kitos klasés (aibés) poklasiu (poaibiu), o antroji
klasé (aibé) — plétiniu. Tai vaizduojama taip:

@
2 pav.

Uzrasoma: AcB (aibé A yra aibés B poaibis, aibé B yra aibés A plétinys). Pavyz-
dziui, A — trikampiai, B — plok§tuminés geometrinés figtiros. Beje, kai A=B, turime
AcB, BcA.

3) Klasiy (aibiu) sankirta vadiname klasg (aibg), sudaryta i$ dviejy ar keliy klasiy
(aibiy) elementy. Diagrama atrodo taip:

3 pav.

UzraSoma: AnB=C. Pavyzdziui, A — rombai, B — staciakampiai, tada C — kvadra-
tai.
4) Nuosalés santykis yra tada, kai klasés (aibés) neturi bendry elementy:

4 pav.

UzraSoma: A ¢B, BZA. Pavyzdziui, A — trikampiai, B — skrituliai.
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2.4.Veiksmai su loginémis klasémis (aibémis)

Su klasémis (aibémis) galima atlikti veiksmus, kuriais i§ vienos, dviejy ar daugiau
klasiy gaunama nauja klasé (aibé).

Klasiy sudétimi (sajunga) vadinamas veiksmas, kuriuo i§ sudedamuyjy klasiy
gaunama tokia nauja klasé, kuria sudaro visi ty klasiy elementai. Sudétis (sajunga)
uzrasoma: A U B=C. Klasiy daugyba yra bendru elementy suradimas dauginamo-
siose klasése. Daugyba ekvivalenti sankirtos radimui. Klasiy atimtimi vadinamas
veiksmas, kuriuo i§ vienos klasés iSskiriami elementai, sudarantys kita klasg. At-
imtis Zzymima A \ B=C. Visu triju veiksmy rezultatai priklauso nuo to, koks santykis
yra tarp klasiy — veiksmy komponenty. Kai ty komponenty yra du, turésime tokius
atvejus:

Sudétis Daugyba Atimtis

A\B=B\ A=0

7

2
A\B=C B\ A=0

C ANB=Z
AUB=C
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Skaitytojui sitilome savarankiskai, panaudojant skyrelio 2.3 pavyzdzius, atlikti
veiksmus su juose duotomis aibémis.

Klasés neigimu vadinamas veiksmas, kuriuo i§ klasés A gaunama klasé ne A (A
arba |A).

A U | A=E (universalioji klasé¢):

6 pav.

Pavyzdziui, jei A — trikampiai, tai A — kitos plokStuminés geometrinés figiiros (ne
trikampiai). E — visos plokStuminés geometrinés figtiros.

Dvigubas klasés neigimas lygiavertis pradinei klasei: A=] A Pavyzdziui, ne ne-
trikampiai — tai trikampiai.

Klasés apibendrinimas — veiksmas, kuriuo iSple¢iama klasés apimtis. Jei A< B
C c D, tai diagrama bus:

o (e (D)

7 pav.

Apibendrinimo riba — placiausios apimties klasés, vadinamos kategorijomis. Ka-
tegorijos (lot. ,,categoria®, gr. , katégoria “— nurodymas, apibrézimas) — tai abstrak-
¢iausios kiekvienos mokslo Sakos savokos. Pavyzdziui, A — natiiralieji skaiciai, B —
sveikieji skaiciai, C — racionalieji skaiciai, D — realieji skaiciai.

Klasés susiaurinimas — tai veiksmas, kuriuo sumazinama klasés apimtis. Sis veiks-
mas yra atvirk§cias apibendrinimui.

Klasés skirstymas yra klasés padalijimas i poklasius, remiantis tam tikru pagrindu.
Poklasiai vadinami skirstymo nariais. Skirstymo pagrindas — pozymis, kuriuo remian-
tis skirstoma. Skirstant laikomasi keturiy taisykliy.

28



1) Skirstymas turi biiti folygus: skirstymo nariy suma turi buti lygi skirstomajai
klasei. Jei skirstymo nariy yra daug ir ju visy iSvardyti neijmanoma, pamin¢jus keleta
ju naudojami zodziai ir posakiai: ,,ir t. t., ,,ir pan.”, ,,ir kt.”. Pazeidus S$ia taisyklg,
galimos dvi klaidos:

a) neissamus skirstymas — nenurodomi visi skirstymo nariai, pavyzdziui natiira-
livosius skaicius skirstant { pirminius bei sudétinius skaicius, nenurodomas treciasis
skirstymo narys — skaiCius 1, kuris nepriskiriamas nei pirminiams, nei sudétiniams
skai¢iams;

b) skirstymas su nereikalingais nariais — t. y. kai kurie nariai yra skirstymo nariy
poklasiai. Pavyzdziui, jei keturkampius skirstytume i lygiagretainius, nelygiagretai-
nius ir staciakampius, tai paskutinis narys buty nereikalingas, nes sta¢iakampiai yra
lygiagretainiy poklasis.

2) Skirstyti reikia vienu pagrindu.

3) Skirstymo nariai turi Salinti vienas kita: bet kuris skirstomosios klasés elementas
turi priklausyti tik vienam skirstymo nariui, o tarp skirstymo nariy turi biiti nuosalés
santykis. Si taisyklé dazniausiai pazeidziama, pazeidus antraja taisykle. Pavyzdziui,
jei trikampius skirstytume i staciuosius, bukuosius, lygiasonius ir jvairiakrascius, pa-
zeistume 2 ir 3 taisykles.

4) Skirstymas turi buti nenutritkstamas: klas¢ palaipsniui skirstoma { artimiausius
ja sudarancius poklasius. Pavyzdziui:

NATURALIEJI SKAICIAIL
1 Pirminiai Sudétiniai
turintys turintys ... turintys
3 daliklius 4 daliklius n dalikliy

Skirstymo rasys:

1) pagal pozymio kitimgq, Cia tinka 4 taisyklés pavyzdys;

2) dichotominis (gr. ,,dichotomia “ — visumos padalijimas i dvi dalis) skirstymas —
skirstymas pagal pozymio buvima ar nebuvima. Pavyzdziui, trikampius galima dicho-
tomiskai suskirstyti { staciuosius ir nestaciuosius. Toliau, taikant 4 skirstymo taisykle,
gausime:
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TRIKAMPIAI
/ \
statieji nestatieji
T
bukieji smailieji,

t. y. i§ dichotominio skirstymo, kuris i§ esmés néra baigtinis, galima pereiti prie
skirstymo pagal poZymio kitima.

Klasifikacija (lot. ,,classis “ — grupé, ,,facio *“ — darau) yra toks skirstymas, kuriame
objektai skirstomi i klases taip, kad po skirstymo kiekviena klasé kity klasiy atzvilgiu
uzimty pastovia apibrézta vieta. Klasifikacijai tinka visos skirstymo taisyklés. Klasi-
fikacijos rusys:

1) natiralioji — objekty suskirstymas i klases, remiantis jy esminiais poZymiais;
Cia geri pavyzdziai: trikampiy klasifikacija pagal ju kampy diduma arba pagal jy kras-
tiniy ilgius; natiiraliyju skaiciy klasifikacija pagal ju dalijimasi i§ 2 ir t. t.

2) pagalbiné — kai remiamasi neesminiais objekty pozymiais. Pastaroji klasifika-
cija taikoma, norint lengviausiai surasti objektus tarp kity objektu. Pvz.: mokiniy sa-
rasas klasés zurnale; biblioteky knygu katalogai; knyguy ir straipsniy sarasai mokslo
darby pabaigoje ir t. t.

2.5. Savokos turinj atskleidziantys loginiai veiksmai

Savokos turini atskleidzia veiksmas, vadinamas apibrézimu, arba definicija (lot.
. definitio* — apibrézimas). Apibrézimas yra loginis veiksmas, taip atskleidzias es-
minius objekto pozymius, kad apibréziamasis objektas atskiriamas nuo kity objekty.
Apibrézimas leidzia atskleisti objekto specifika, nustatyti jau vartojamos ar naujos
ivedamos savokos reikSme. Apibrézima sudaro:

1) apibréziamoji israiska (lot. ,,definiendum * — sutrumpintai Dfd) — tai savoka,
kuri apibréziama;

2) apibréziancioji israiska (lot. ,,definiens *“ — sutr. Dfn);

3) jungiancioji israiska — ji nustato ry$j tarp Dfd ir Dfn, reiSkiama zodziais ,,yra®,
»reiskia®, ,,vadinama* ir kt., daznai vietoje jos dedamas bruksnys. Pvz.: ,,Lygiagre-
tainis (Dfd) — keturkampis, kurio prieSingosios krastinés lygiagrecios (Dfin)*. Beje, $i
apibrézima galima suformuluoti ir taip: ,,Keturkampi, kurio prieSingosios krastinés
yra lygiagrecios (Dfn), vadiname staciakampiu (Dfd)".

Apibréziant savokas, reikia laikytis trijy taisykliy:

1) Proporcingumo (lot. ,,proportio* — santykiavimas) taisyklé; apibréziamosios
iSraiskos apimtis turi bati lygi apibrézianciosios iSraiSkos apimciai, t.y. Dfd=Dfn. Pa-
zeidus $ig taisykle, galimos dvi klaidos:

a) per siauras apibrézimas, kai Dfd > Dfn; pvz.: ,,Lygiagretainis — tai rombas*;
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b) per platus apibrézimas, kai Dfd < Dfn. Pvz.: ,,Sudétis — tai aritmetinis veiks-
mas‘; Oilerio ir Veno diagramomis §ie atvejai vaizduojami taip:

a) b)
Dfd Dfn

8 pav.

2) Apibrézime neturi biti ydingojo rato (lot. ,,circulus vitiosus **). Ydingasis ratas
yra tada, kai:

a) tas pats objektas apibréziamas juo paciu (lot. ,,idem per idem *); pvz.: ,,Statusis
kampas — kampas, kurio krastinés tarpusavyje statmenos®;

b) objektas apibréziamas sqvoka, kuri tampa aiski tik pati apibrézta. Pvz.: ,,Dalyba
yra veiksmas, kuriuo vienas skai¢ius padalijamas i§ kito*. Toks reiskinys vadinamas
tautologija (gr. ,,tauto *“ — tas pats, ,,logos “ — zodis), t. y. savoka aiSkinama remiantis
ta pacia savoka, iSreiksta kitais zodziais.

3) Apibrézimas turi buti grieztas, aiskus ir tikslus. Tai reiskia, kad apibrézimas turi
atskleisti objekto specifika, apibrézianciojoje iSraiskoje neturi biti neapibrézty savo-
ky, apibrézime neleistini vaizdingi palyginimai, metaforiski posakiai ir kt.

Visi apibrézimai skirstomi | nominaliuosius (lot. ,,nominalis““ — vardinis) ir re-

‘

alivosius (lot. ,,realis“ — tikras). Nominalusis apibrézimas nustato vartojamos arba

ivedamos kalbos israiskos reik§me. Galima jo struktura: ,,Terminu ,,...“ Zymime ...,
,»zodis ,,...“ reiskia ...“, ,,Zzenklas ,,...” Zymi ...“ ir pan. Pvz.: ,,Zenklas : matematikoje
zymi dalyba“. Realusis apibrézimas atskleidzia apibréziamojo objekto esminius po-
zymius. Dauguma nominaliyjy apibrézimy galima pertvarkyti i realiuosius.
Mokslinéje ir praktingje veikloje iSskiriama daugiau realiyjy apibrézimy risiy. La-
biausiai yra paplite apibréZimai gimine ir visiniu skirtumu. Toks pavadinimas atéjo i$
senovés laiky, kai logikai klases (aibes) vadino giminémis, o poklasius (poaibius) — ri-
Simis. Taigi dabar tokius apibrézimus reikia suprasti kaip apibrézimus klase ir skirtumu
tarp poklasiy. Pvz.: auk$¢iau iSanalizuotas lygiagretainio apibrézimas yra apibrézimas
gimine ir rasiniu skirtumu. Giminé ¢ia — ,,keturkampis®, rusinis skirtumas — ,,kurio
priesingosios krastinés lygiagrecios®. Kai dar néra suformuluoto apibrézimo gimine ir
risiniu skirtumu (arba kai to padaryti negalima dél besimokanciyjy amziaus ypatybiy
ar nepakankamo issilavinimo lygio), naudojami genetiniai (gr. ,,genesis*“ — kilmé, at-
siradimas) apibrézimai, kuriuose objekto specifika nustatoma, nurodant, kaip objektas
atsiranda arba yra sukuriamas. Pvz.: ,,Statusis skritulinis ritinys — geometrinis kiinas,
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kuris gaunamas sukant stac¢iakampi 360° kampu apie viena i$ jo krastiniy“. Formali-
zuotose mokslo teorijose taikomas indukcinis (lot. ,,inductio “ — ivedimas) apibrézimas,
kaip genetinio apibrézimo atmaina. Jis leidzia i$ kai kuriy pradiniy teorijos objekty,
pritaikius tam tikras taisykles, sudaryti naujus teorijos objektus. Pvz.: parabolé gali biiti
apibréziama formule y=x’, aritmetinés progresijos bendrasis narys — formule
a =a,t(n-1)d.

Individualius objektus patogu apibrézti deskripciniu (aprasomuoju) apibrézimu, pavar-
tojant jota operatoriy, kuris reiSkiamas ,.tas (tai) x“. Pvz.: A(-2; 4). Tai konkretaus
tasko A apibrézimas. Tais atvejais, kai savoka apibrézti zodziais sunku (pvz., pradinéje
mokykloje) ar nebiitina (pvz., mokantis svetimy kalby), naudojamas ostensinis (lot.
,,ostendere " — parodyti) apibrézimas — zodZzio reik§més nustatymas, tiesiogiai nurodant
objekta, kurj tas Zodis Zymi. Pvz.: pradinéje mokykloje naudojami tokie ostensiniai api-
brézimai: ,,4+2=6, 8=3+5 —tai lygybés. 4<5, 3+1>2 — tai nelygybés‘. Norédami atskirti
vieng objekta nuo kito, daznai neieSkome tam objektui budingy skiriamyjy savybiy,
bet nustatome esminius apibréziamojo ir kitu objektu santykius. Dél to kasdieniniame
gyvenime ir moksle labai daznai naudojami nepilnieji apibréZimai.

Kai sudétingo objekto specifika sunku atskleisti apibrézimu, naudojami kiti budai:
aprasymas, charakteristika (gr. ,,charaktéristikos *“ — skiriamasis), paaiskinimas pa-
vyzdziais, objekto struktiiros analizé ir kt.

3. SPRENDINYS

3.1. Sprendinio sgvoka. Sprendiniy rasys

Sprendiniu vadinama mintis, kuri ka nors apie objektus teigia arba neigia. Sprendi-
niai gali biiti teisingi arba klaidingi. Teisingumas ir klaidingumas vadinami sprendinio
reiksmeémis. Pvz.: ,,SkaiCius 6 yra lyginis® — teisingas sprendinys, ,,Skaifius 8 yra
nelyginis“ — klaidingas sprendinys, 8>3 — teisingas sprendinys.

Sprendiniai reiSkiami sakiniais: ne maziau kaip dviem tam tikru buidu sujungtomis
savokomis, reiSkian¢iomis baigting mintj. Tarp sprendinio ir gramatinio sakinio néra
visiSkos atitikties — ne visi sakiniai gali bati laikomi sprendiniais, nes ne visi jie ka
nors teigia ar neigia. Klausiamieji ir Saukiamieji sakiniai nelaikomi sprendiniais.

Sprendinyje yra iSreikstas santykis tarp dvieju savoku. Sakinio, kuriuo iSreikstas
sprendinys, veiksnys vadinamas subjektu (S) (lot. ,,subjectum “ — loginis veiksmo atli-
kéjas), subjekto savybé — predikatu (P) (lot. ,, praedicatum “ — kas pasakyta). Abi Sias
sprendinio dalis jungia jungtis, kuri reiskiama zodziais ,,yra“, ,,néra“. Zodi ,.yra“ daz-
nai keicia briikSnys. Kiekybiskai sprendinj apibiidina kvantorius (lot. ,,quantum* —
kiek). Jis nurodo, kokiam objekty skaiciui pozymis priskiriamas arba nepriskiriamas.
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Kalboje dazniausiai vartojami Sie kvantoriniai zodziai: visi, kiekvienas, bet kuris, né
vienas, kai kurie, keli, keliolika, vienintelis, yra, egzistuoja, daug ir kt. Kvantoriams
priklauso visi kiekiniai skaitvardziai. Logikoje visi jie iSreiskiami egzistavimo (lot.
,,existentia‘* — buvimas) kvantoriumi (3x) ir bendrumo kvantoriumi (Vx). Egzistavi-
mo kvantorius nenurodo konkretaus objekty, turinéiy ta pozymi, skai¢iaus. Jis tvirti-
na, kad pozymij turi bent vienas arba kai kurie tos klasés objektai, t. y. kad egzistuoja
objektai, turi $i poZymi. Bendrumo kvantorius tvirtina, kad pozymis yra budingas
kiekvienam nagrinéjamos klasés objektui.

Sprendiniai pagal savoky jungties pobudi skirstomi i dvi klases. Atributyviu (savy-
biy) (lot. ,,attributum “ — savyb¢) vadinamas sprendinys, kuris leidzia konstatuoti, kad
koks nors objektas turi tam tikra savybg arba jos neturi. Tokio sprendinio struktiiros
simboliné i§raiska gali buti: S — P, S — P ir pan. AuksCiau pateikti pirmieji du spren-
diniai apie skai¢ius 6 ir 8 — atributyviis (savybiy) sprendiniai. Reliaciniu (santykio)
(lot. ,,relatio” — santykis) sprendiniu vadinamas sprendinys, kuriame isreikstas san-
tykis tarp dviejy arba daugiau objekty. Kalboje santykiai reiskiami jvairiais zodziais:
daugiau, lygu, skirtingas, brolis, tévas, pazistamas, draugas, dovanoti, sukurti, matyti,
myléti, ginti, priezastingumas, judéjimas, mainai ir kt., matematikoje — zenklais: ,,=*,
>, <, 2", <% Santykio sprendinio simboliné iSraiska yra xRy. Santykio spren-
dinius galima pakeisti savybiy sprendiniais.

Atributyvis (savybiu) sprendiniai skirstomi keliais pagrindais. Jei skirstymo pa-
grindu imsime kokybe, gausime dvi sprendiniy klases.

1) Teigiamieji sprendiniai. Juose nurodoma, kad subjektas turi kokia nors savybe
(predikata). Struktura: S — P. Pavyzdziui: ,,Skaicius 11 yra pirminis®.

2) Neigiamieji sprendiniai. Juose nurodoma, kad subjektas neturi kokios nors sa-
vybés. Struktiira: S — P. Pavyzdziui: ,,Skaigius 9 néra neigiamas®.

Pagal kiekybe atributyvis sprendiniai suskirstomi i tris klases.

1) Vieniniai sprendiniai — tokie, kuriuose predikatas priskiriamas arba nepriskiria-
mas vienam subjektui. Struktiira: S—P, S — P. Pavyzdziui: ,,Skaicius -2 — neigiama-
sis“; ,,Skaicius 1 néra nei pirminis, nei sudétinis®.

2) Daliniai sprendiniai — tokie, kuriuose predikatas priskiriamas arba nepriski-
riamas kai kuriems subjektams. Struktiira: 3S — P, 3S — P. Pavyzdziui: ,,Kai kurie
kampai yra smailieji“; ,,Yra skai¢iy, kurie nesidalija i§ 3.

3) Bendrieji sprendiniai — tokie, kuriuose predikatas priskiriamas arba nepriski-
riamas kuriam nors subjektui. Struktiira: VS — P, VS — P. Pavyzdziui: ,, Visi lyginiai
skaiciai dalijasi i§ 2°; ,,Visi nelyginiai skaiciai nesidalija i§ 2.

Sujungus sprendiniy skirstyma pagal kiekybe ir kokybe, gaunamos keturios jy rii-
Sys.

1) Bendrieji teigiamieji sprendiniai. Jy struktiira: VS — P. Zyméjimas: a (lot. ,, affir-
mo “ — teigiu | balsé). Tai pirmasis pavyzdys, pateiktas po bendryjy sprendiniy.
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2) Bendri neigiamieji sprendiniai. Ju struktiira: VS — P. Zyméjimas: e (lot. ,,nego
—neigiu I bals¢). Tai — antrasis pavyzdys, pateiktas po bendryjy sprendiniy.

3) Daliniai teigiamieji sprendiniai. Jy struktiira: 3S — P. Zyméjimas: i (Zodzio
,affirmo “ 11 balse). Pvz., ,,Kai kurie trikampiai yra lygiaSoniai‘.

4) Daliniai neigiamieji sprendiniai. Ju struktira: 3S — P. Zyméjimas: o (ZodZio
,,nego “ 1l balsé). Pvz., ,,Dalis skaiciy nesidalija i$ 5.

Vieniniai teigiamieji ir neigiamieji sprendiniai priskiriami atitinkamiems bendrie-
siems sprendiniams.

Subjektas ir predikatas vadinami sprendinio terminais (lot. ,,terminus *“ — riba, sie-
na). Terminy suskirstymas sprendiniuose — zinojimas, koks yra subjekto ir predika-
to santykis sprendiniuose apimties pozitiriu. Terminas vadinamas suskirstytu, jei jo
apimtis visiskai iskiriama { kito termino apimtj (subordinacija) arba visiskai i§ jos
iSskiriama (nuosalé). Terminas vadinamas nesuskirstytu, jei jo apimtis tik i$ dalies
iskiriama { kito termino apimtj arba i§ dalies iSskiriama i$ jos (sankirta). Terminy su-
skirstyma sprendiniuose schemiskai galima iSreiksti lentele:

2 lentelé
Sprendinio
rasis a e i 0
Terminai
S + + —
P — + - +

Terminy suskirstymo variantai yra Sie:

1) Subjektas yra suskirstytas bendruosiuose sprendiniuose (a, e). Pavyzdziai: 1)
Sprendinyje ,,Lygiagretainiai (S) yra keturkampiai (P)“ turime ScP (subordinacijos
santykis); 2) Sprendinyje ,, Trikampiai (S) néra keturkampiai (P)* turime SNP=
(nuosalés santykis).

2) Subjektas nesuskirstytas dalinivose sprendiniuose (i, o). Pavyzdziui: 1) Spren-
dinyje ,,Kai kurie penkiakampiai (S) yra taisyklingi (P)* turime SNP (perkirtimo san-
tykis) ir tik dalis klasés ,,penkiakampiai‘ iskiriama { klasg ,,taisyklingos figiiros®; 2)
Sprendinyje ,,Kai kurie natiiralieji skaiciai (S) nesidalija i§ 3 (P)* turime PcS (su-
bordinacijos santyki), t. y. tik dalis klasés ,,natiiralieji skaiciai* i$skiriama i$ klasés
,,skaiciai, kurie dalijasi i§ 3.

3) Predikatas suskirstytas neigiamuosiuose sprendiniuose (e, o). Pavyzdys: Spren-
dinyje ,, Trikampiai (S) néra keturkampiai (P)“ (zr. 1 variantg) tarp S ir P yra nuosalés
santykis. Jei né vienas klasés ,,trikampiai* (S) elementas néra iskiriamas i klasg ,.ketur-
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kampiai® (P), tai tuo labiau dalis klasés S elementy negali biiti iskirta | klas¢ P. Todél ir
daliniuose neigiamuosiuose sprendiniuose predikatas P yra suskirstytas.

4) Predikatas nesuskirstytas teigiamuosiuose sprendiniuose (a, i). Pavyzdziai: 1)
Sprendinyje ,,Visi trikampiai (S) yra geometrines figiiros (P)“ turime ScP (subordi-
nacijos santykis) ir tik dalis klasés ,,geometrinés figiiros“ P elementy iskiriama i klas¢
»Htrikampiai“ (S); 2) Sprendinyje ,,Kai kurie trikampiai (S) yra taisyklingi (P)* tik da-
lis klasés ,.taisyklingos figiiros* (P) elementy jskiriama i klase ,,trikampiai* (S), tarp
Siy klasiy yra perkirtimo santykis: PcS.

3.2. Loginis kvadratas

Santykius tarp sprendiniy a, e, i, 0 padeda nustatyti loginis kvadratas. Jo schema:

a PRIESINGIEJI e

PRIESTARAUJANTIEJI

SUBORDINUOTIEJI

POPRIESINGIEJI

9 pav.

Priestaravimo santykis yra tarp sprendiniy a ir o, e ir i. Jei vienas prieStaraujanciyju
sprendiniy yra teisingas, tai kitas — klaidingas, ir, priesingai, jei vienas jy klaidingas, tai
kitas — teisingas. Tegul turime teisinga sprendini: ,,Visi lyginiai skaiciai dalijasi i§ 2*
(a), tada jam prieSingas sprendinys bus klaidingas: ,,Kai kurie pirminiai skai¢iai nesi-
dalija i$ 2* (0). Jei sprendinys ,,Kai kurie trikampiai turi 4 kampus* (7) yra klaidingas,
tai jam prieSingas sprendinys bus teisingas: ,,N¢ vienas trikampis neturi 4 kampy™ (e).
Priesingumo santykis yra tarp sprendiniy « ir e. PrieSingi sprendiniai negali biiti kartu
teisingi: jei vienas priesSingy sprendiniy yra teisingas, tai kitas — klaidingas, o jei vienas
ju klaidingas, tai kitas yra neapibréztas (gali biiti teisingas arba klaidingas, priklauso-
mai nuo objekty, apie kuriuos kalbama sprendinyje). Sprendinys ,,Visi lygiagretainiai
yra keturkampiai® (a) — teisingas, tada priesingas sprendinys ,,Visi lygiagretainiai néra
keturkampiai“ (e) — klaidingas. Sprendinys ,,Visi kvadratai — netaisyklingos figiros*
(e) klaidingas, jam prieSingas sprendinys a bus teisingas. Sprendinys ,, Visi natiiralieji
skaiciai nesidalija i§ 2 (e) — klaidingas, priesingas sprendinys « taip pat klaidingas.
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Subordinacijos santykis yra tarp sprendiniy a ir i, e ir o. Jei sprendiniai «a ir e yra tei-
singi, tai subordinuotieji sprendiniai 7 ir o taip pat teisingi, nes jei savybe turi (neturi)
visi tam tikros klasés objektai, tai ta savybe turi (neturi) ir kai kurie tos klasés objektai.
Jei sprendinys ,, Visy trikampiy vidaus kampy suma lygi 180°* (a) yra teisingas, tai tuo
labiau bus teisingas sprendinys i: ,,Kai kuriy trikampiy vidaus kampy suma lygi 180°.
Jei sprendiniai «a ir e klaidingi, tai subordinuotieji sprendiniai i ir o neapibrézti (gali
biti teisingi arba klaidingi ir priklauso nuo objekty, apie kuriuos tuose sprendiniuose
kalbama). Jei sprendinys ,, Visi nattiralieji skai¢iai nesidalija i§ 3 (e) — klaidingas, tai
sprendinys ,,Kai kurie natiiralieji skaiciai nesidalija i§ 3“ (0) — teisingas. Jei sprendiniai
i ir o teisingi, tai subordinuotieji sprendiniai « ir e yra neapibrézti, nes jei savybe turi
(neturi) kai kurie klasés objektai, tai neaiSku, ar ta savybe turi (neturi) visi tos klasés
objektai. Jei sprendinys ,,Kai kurie skaiciai yra lyginiai (i) — teisingas, tai sprendinys
,» Visi skaicCiai yra lyginiai“ (a) bus klaidingas. Taciau jei sprendinys ,,Kai kuriy ke-
turkampiy vidaus kampy suma lygi 360°“ (i) yra teisingas, tai bendrasis sprendinys
a taip pat bus teisingas. Jei sprendiniai i ir o klaidingi, tai subordinuotieji sprendiniai
a ir e taip pat klaidingi. Sprendinys ,,Kai kuriy skrituliy spinduliai néra tarpusavyje
lygiis (o) yra klaidingas. Klaidingas bus ir sprendinys ,, Visy skrituliy spinduliai néra
tarpusavyje lygiis“ (e). Popriesingumo santykis yra tarp sprendiniy i ir o. Jei vienas i§
Siy sprendiniy yra teisingas, tai antrasis — neapibréztas. Sprendinys ,,Kai kurie skaiciai
yra pirminiai“ (7) yra teisingas, sprendinys ,,Kai kurie skaiciai néra pirminiai (o) taip
pat teisingas. Sprendinys ,,Kai kurie skai¢iai turi moduli* (i) teisingas, o sprendinys
,,Kai kurie skaiciai neturi modulio* (o) — klaidingas. Jei vienas i$ §iy sprendiniy i ir o
yra klaidingas, tai antrasis yra teisingas. Sprendinys ,,Kai kurios atkarpos neturi ilgio*
(0) yra klaidingas. Tada sprendinys ,,Kai kurios atkarpos turi ilgi* (/) — teisingas. Siuos
sprendiniy santykius galima pavaizduoti lentele:

3 lentelé

a e 1 0
a t - k t k
a k - n n t
e t k - k t
e k n - t n
1 t n k - n
i k k - t
0 t k n n -
0 k t k -
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Pastaba: ¢ — teisingas, k — klaidingas, n — neapibréztas.
Lentel¢ leidzia gauti i$ bet kurio sprendinio likusius 3 sprendinius ir jvertinti juos
teisingumo pozidiriu. Pvz.:
Kai kurios trupmenos yra mazesnés uz 1 (i, )
Visos trupmenos yra mazesnés uz 1 (a, n — k)
Visos trupmenos néra mazesnés uz 1 (e, k)
Kai kurios trupmenos néra mazesnés uz 1 (o, n — t).
Tais atvejais kai lenteléje néra neapibréztumuy, viskas yra dar paprasciau:
Kai kurie skrituliai néra apvalas (o, k)
Visi skrituliai yra apvals (a, ¢)
Visi skrituliai néra apvalis (e, k)
Kai kurie skrituliai yra apvalis (i, 7).

4.TEIGINYS

4.1.Teiginio savoka

Teiginiu vadinamas bet kuris sakinys, kuris teisingas arba klaidingas. I§ gramatiniy
sakiniy teiginiais laikomi tiesioginiai sakiniai. Teiginiy logikoje teiginys nedalomas i
sudétines dalis, jis nagrinéjamas kaip vieninga nedaloma visuma.

Teiginiai gali biiti paprasti (jau musy iSnagrinéti sprendiniai), kurie i jokius kitus
teiginius neskaidomi, ir sudétiniai.

4.2. Sudétinis teiginys
4.2.1. Sudétinio teiginio apibrézimas

Sudétiniu teiginiu vadinamas teiginys, sudarytas i$ keliy paprasty teiginiy, sujungty
loginémis jungtimis. Kalboje sudétiniai teiginiai reiSkiami sudétiniais ir iSpléstiniais
vientisiniais sakiniais. Snekamojoje kalboje naudojami jvairiis jungiamieji Zodziai,
igalinantys susieti pradinius teiginius { viena sudétinj teiginj. Logikoje vartojamos
keturios jungtys: ir; arba, jei ..., tai, jei ir tik jei..., tai. Nuo to, kokia logine jungtimi
sujungti paprasti teiginiai, priklauso sudétinio teiginio rusis.

4.2.2. Konjunkcinis teiginys

Konjunkciniu (lot. ,,conjunctio” — sujungimas, rysys) teiginiu vadinamas sudé-
tinis teiginys, sudarytas i§ keliy paprasty teiginiy, sujungty logine jungtimi ,,ir”. Jo

paprasciausia iSraiSka: p A ¢, ¢ia p ir ¢ — paprasti teiginiai, simbolis — loginé jungtis
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,ir. Konjunkcijos narius galima sukeisti vietomis, nuo to sudétinio teiginio reikSmé
nesikei¢ia. Jo teisingumas priklauso nuo ji sudaranciy paprasty teiginiy teisingumo
reikSmiy. Teisingumo reik§méms nustatyti paprastai sudaroma teisingumo lentelé
(teisingumo matrica).

Konjunkcijos matrica:

4 |lentelé
p q pAq
t t t
t k k
k t k
k k k

Raidés ¢ ir k — zodziy ,,teisingas® ir ,,klaidingas* santrumpos.

Konjunkcijos taisyklé: konjunkcija teisinga tik tada, kai teisingi visi jos nariai.
Pailiustruosime tai tokiu teiginiu: ,,Sis skai¢ius yra sveikasis (p) ir teigiamasis (g)“.
Tegu tai bus skaiCius 17. Tada tiks pirmoji matricos eiluté ir teiginys bus teisingas.
Imant skaicius -9, 2'4, -0,8 turésime kity matricos eiluciy atitikmenis ir konjunkcinis
teiginys bus klaidingas. Beje, jei p ir ¢ — elektros lemputés, tai konjunkcija — nuose-
kliai sujungty elektros lempuciy grandiné:

e O—O—2

10 pav.

Konjunkcini teiginj gali sudaryti ne tik du, bet ir daugiau paprasty teiginiy.
Snekamojoje kalboje konjunkcija gali biiti reiskiama zodziais: ir; o, bet, taciau, nei
..., nei ir kt.

4.2.3. Disjunkcinis teiginys

Disjunkcinis (lot. ,,disjunctio “ — atskyrimas) feiginys — sudétinis teiginys, sudary-
tas 1§ keliy paprasty teiginiy, sujungty logine jungtimi ,,arba“. Jo paprasciausia iSrais-
ka: p v g, Cia p ir ¢ — paprastieji teiginiai, simbolis — loginé jungtis ,,arba“. Disjunkcija
gali biiti grieztoji ir silpnoji. Grieztojoje disjunkcijoje i keliy galimy atvejuy ivykdomu
laikomas tik vienas. Jos matrica:
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5 lentelé

p q pvq
t t k
t k t
k t t
k k k

GrieZtosios disjunkcijos taisyklé: grieztoji disjunkcija teisinga tik tada, kai teisingas
tik vienas jos narys. Pavyzdziui, teiginys ,.Sis skai¢ius yra teigiamasis (p) arba neigia-
masis (¢)“ bus teisingas, esant teisingai jo daliai p arba daliai g, bet bus klaidingas, jei
abi jo dalys biity teisingos (tai tikrovéje nejmanoma) arba klaidingos (tai biity p=¢=0).

Silpnojoje disjunkcijoje 1§ keliu galimy atveju ivykdomu laikomas bent vienas,
ta¢iau numatoma, kad gali bti jvykdomi ir kiti atvejai. Jos matrica:

6 lentelé
p q pvq
t t t
t k t
k t t
k k k

Silpnosios disjunkcijos taisykleé: silpnoji disjunkcija klaidinga tik tada, kai klai-
dingi visi jos nariai. Silpnoji disjunkcija, nors tai gal ir atrodo keistokai, kaip tik
labiau yra pritaikoma grieztuosiuose moksluose: fizikoje ir matematikoje. IS tiesu, pa-
zyméjus p ir ¢ raidémis elektros lemputes ir jjungus jas i tinkla lygiagreciai, turésime
elektros granding:

.
\>J

()

N

11 pav.
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Grandingje srove bus tais atvejais, kurie atitinka teiginio reikSme ¢ (lemputé tvar-
kinga — neperdegusi, isukta).

O matematikoje silpnaja disjunkcija remiamasi, sprendziant kai kurias lygtis, kai
po pertvarkiy gaunama, pvz.:

(x+a)(x+b)=0.

Tada laikoma, kad x, = -a, x, = -b.

Snekamojoje kalboje disjunkcija gali bti reiskiama zodziais: arba, gal ..., gal, ar
..., ar irkt.

4.2.4. Implikacinis teiginys

Implikaciniu (lot. ,,implicatio “ — sasaja) teiginiu vadinamas sudétinis teiginys, su-
darytas 1§ dviejuy paprasty teiginiy, sujungty logine jungtimi , jei ..., tai . Jo simboliné
iSraiska: p—¢. Pirmasis implikacijos teiginys p vadinamas antecedentu (lot. ,,antece-
dens‘ — pirmiau einantis, pirmesnis), o antrasis g — konksekventu (lot. ,,consequen-
tia“ — pasekmé). Jo prasme: i§ antecedento seka konsekventas.

Bendriausia implikacijos rasis — materialioji (lot. ,,materialis “ — daiktinis) impli-
kacija, kurioje atsizvelgiama tik i sudétiniy teiginiy teisinguma ir klaidinguma (tarp
paprastyju teiginiy, sudaranciy implikacija, gali nebiiti prasminio rysio). Jos matrica:

‘

7 lentelé
p q p—9
t t t
t k k
k t t
k k t

Implikacijos taisyklé: implikacija klaidinga tik tada, kai is teisingo antecedento
isplaukia klaidingas konsekventas. Pateiksime pavyzdzius, atitinkanc¢ius kiekviena
matricos eilute:

1) Jei skai¢ius dalijasi i§ 9 (p), tai jis dalijasi ir i§ 3 (¢) (Cia tarp paprastyjy teigi-
niy yra ir prasminis rysys). Jei 2-2=4 (p), tai Suo turi 4 kojas (¢) (prasminio rysio tarp
paprastyju teiginiy néra). Teiginiai teisingi.

2) Jei -3<-1 (p), tai 3°=6 (g) (prasminio rySio néra, pagal II matricos eilutg ir
implikacijos taisykle teiginys klaidingas).

3) Jeilgl00=10 (p), tai 3°=9 (q) (prasminio rysio néra, pagal III matricos eilutg
teiginys p—>q teisingas).

4) Jei 2:2=5 (p), tai 1+1=3 (g) (prasminio rySio néra, pagal IV matricos eilutg
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teiginys p—q teisingas).
Snekamojoje kalboje implikacija gali bati isreiksta jvairiais ZzodZiais: jei ..., tai,
taigi, vadinasi ir kt.

4.2.5. Loginis ekvivalentumas

Logiskai ekvivalenciais (1ot. ,,aequivalens “ — lygiavertis, lygiareikSmis) (lygiaver-
c¢iais) vadinami du teiginiai, sujungti logine jungtimi ,,jei ir tik jei ..., tai“. Simboliné
iSraiska: p~¢. Loginio ekvivalentumo matrica:

8 lentelé
p q p~q
t t t
t k k
k t k
k k t

Loginio ekvivalentumo taisyklé: du teiginiai yra logiskai lygiaverciai, jei jy tei-
singumo reik§més vienodos (jie abu yra teisingi arba klaidingi). Pvz., teiginiai ,,Jei
ir tik jei keturkampis yra lygiagretainis (p), tai jo istrizainés susikirtimo taske dalijasi
pusiau (¢)* (atitinka I matricos eilutg) ir ,,Jei ir tik jei 2°%= 6 (p), tai 2+2=5 (¢)“ (ati-
tinka IV matricos eilutg) bus teisingi. Teiginiai ,,Jei ir tik jei keturkampis yra rombas
(p), tai jo prieSingieji kampai nelygiis (¢) (atitinka II matricos eilutg) ir ,,Jei ir tik jei
23=6 (p), tai 2=4 (¢)“ (atitinka III matricos eilutg) yra klaidingi.

Loginis ekvivalentumas — tai implikacija abiem kryptimis: (p~¢)~[(p—>¢)A(g—p)].
IS tiesy, teiginys ,,Jei ir tik jei keturkampis yra staciakampis (p), tai jo visi kampai ly-
giis (¢)“ bus teisingas. Taip bus délto, kad bus teisingi implikaciniai teiginiai: ,,Jei ke-
turkampis yra staciakampis (p), tai jo kampai lygts (¢)“ (p—q (¢)) ir ,,Jei keturkampio
kampai lygiis (¢), tai jis yra stac¢iakampis (p)“ (g—p (?)).

Snekamojoje kalboje loginis ekvivalentumas gali biiti reiskiamas jvairiais ZodZiais:
tik tada, tada ir tik tada, tik tuo atveju ir kt. Lietuviy kalboje loginé jungtis jei ir tik
Jjei..., tai... atrodo gana nenatiirali ir $Snekoje jos niekas nevartoja.

4.3. Teiginiy neigimas

Neigti galima ne tiktai savokas, bet ir paprastus bei sudétinius teiginius. Loginis
neigimas reiSkiamas zodziais: ne, néra, netiesa, kad ..., klaidinga, kad ... ir kt. Loginio
neigimo matrica:

41



9 lentelé

-
=« &[T |

Pvz., ,,SkaiGius 24 yra lyginis* (p, £), tada ,,Skai&ius 24 yra nelyginis* ( p, k).
Dvigubas neigimas lygiavertis teigimui: | | p~p. Pvz.:
»Skaicius 27 dalijasi 1§ 3 (p, 1);
,.Skai&ius 27 nesidalija i¥ 3“ ( p, k);
,.Netiesa, kad skaiGius 27 nesidalija i§ 3 (1 | p, 7).
Sudétinio teiginio neigimas panasus | paprasty teiginiy neigima. Konjunkcijos nei-
gimo simboliné¢ israiska:

pAg, disjunkcijos: pvg, implikacijos: p—¢, ekvivalentumo: p~q.

4.4, Teiginiy formalizavimas ir iSsprendziamumo problema

Bet kurj teigini galima uzraSyti simboliu kalba, t.y. formalizuoti (vok. ,,forma-
lisieren*). Zinant paprastyju teiginiy teisingumo reik§mes ir taikant konjunkcijos,
disjunkcijos, implikacijos, ekvivalentumo bei neigimo taisykles, galima nustatyti su-
détinio teiginio teisingumo reik§me. Teiginys ,,Jei keturkampis yra lygiagretainis (p),
bet ne rombas (g), tai jo istrizainés néra tarpusavyje statmenos (»)“ yra teisingas. Ji
formalizavus, turésime:

N

Tarkime, kad visi paprastieji teiginiai yra teisingi. Tada turésime:

(tAt)> t

tnk)y—>k

k—k

t.

Pagrindiné kiekvienos loginés teorijos problema yra issprendziamumo problema.
Jos esmé: pavartojus tam tikra loginiy veiksmu skaiciy, galima nustatyti, ar nagrinéja-
moji iSraiska yra visuomet teisinga, ar visuomet klaidinga, ar kartais teisinga, kartais
—ne. Vienas i$ efektyviausiy i§sprendziamumo problemos sprendimo biidy — matricy
metodo vartojimas.
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5. LOGIKOS DESNIAI

Mastymo désniai iSreiskia esminius ir biitinus rySius apibrézimuose, samprotavi-
muose ir kt. intelektinése operacijose. Logikos désnis — terminas, vartojamas bet kuriai
teisingo mastymo normai apibtdinti. Désniy kaip teisingo mastymo normy formula-
vima lemia esminiy mastymo savybiu — apibréztumo, nepriestaringumo, nuoseklumo,
pagristumo — i$skyrimas. Pagal $ias keturias savybes iSskiriami keturi pagrindiniai
logikos désniai.

Tapatybés désnis iSreiSkia mastymo apibréztuma. Mintis yra apibrézta, kai ope-
ruojama aiskaus turinio ir grieztos apimties savokomis, taip pat ir teiginiais, viena-
reikSmiskai iSreiSkianciais koki nors objekta. Tapatybés désnis teigia: kiekviena mintis
samprotavimo procese turi biiti tapati paciai sau. Sis désnis draudzia savokos arba
teiginio prasmés pakeitima to paties intelektinio veiksmo ribose. Jis skatina patikrin-
ti ir iSoriskai vienody kalbos konstrukcijy, galinCiu turéti skirtinga turini, vartojima
samprotaujant. Nepatikrinus galimos klaidingos iSvados.

Priestaravimo désnis iSreiskia mastymo neprieStaringuma. Mastymas priestarin-
gas tada, kai teisingais laikysime du teiginius, kuriy viename teigiama tai, kas nei-
giama kitame. Sis désnis formuluojamas taip: teiginys negali biiti kartu teisingas ir
klaidingas. Arba: netiesa, kad teiginys ir jo neigimas yra kartu teisingi. PrieStaravimas
tekste gali buti iSreikStas aiskiai arba neaiskiai.

Negalimo treciojo désnis paryskina tai, kad teiginys p ir jo neiginys p negali bti
kartu teisingi ar klaidingi: kiekvienas teiginys yra arba teisingas, arba klaidingas —
trecios galimybés néra (lot. ,,tertium non datur ).

Pakankamo pagrindo désnis: teiginys laikomas teisingu tada, kai jis yra jrodytas
pateikus pakankamq jo teisingumo pagrindq. Pakankamas teisingumo pagrindas — vi-
suma teiginiy, i$ kuriy pagrindziamasis teiginys i$plaukia pagal logikos désnius. Sios
“ — frodymo pagrindas).
Jie yra dvejopo pobiidzio: bitini argumentai ir pakankami argumentai. Jei teiginys
pagrindziamas bitinais ir pakankamais argumentais, jis yra laikomas teisingu. Argu-
menty teisingumu turime bati tikri, nes kitaip galima gauti nepagristus teiginius.

visumos teiginiai vadinami argumentais (lot. ,,argumentum

6. TEIGINIY MODALUMAS

Logika, kurioje teiginiai, be teisingumo ir klaidingumo reikSmiy, igauna ir kito-
kias reikSmes (tikétini, neapibrézti, galimi ir kt.), vadinama daugiareiksSme. Viena jos
sistemy — modaliné (pranc. ,,modal“, lot. ,,modus “ — matas, saikas, nuosaka) logika.
Modaliné logika tiria modalumus — atvirai arba neatvirai teiginiuose iSreiksta papildo-
ma informacija apie priklausomybés tarp realiy reiskiniy, objekty pobudi, apie teiginiy
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logini statusa, apie vertinimo, reguliavimo, biitinumo, galimumo ir kitas jo charakte-
ristikas. Modalumai (modaliniai terminai) yra savokos: galima, biitina, tikétina, drau-
dziama, privaloma ir kt. Modaliniai terminai pagal ju pobtidi skirstomi i grupes.

1) Aletiniai modalumai (graik. ,,alétéja “ — tiesa). Jie reiskiami savokomis: biitina,
galima, negalima, atsitiktina, neatsitiktina ir kt. Pvz.: ,,Negalima dalyti i$ nulio®.

2) Deontiniai arba norminiai modalumai ( graik. ,,deon ** — priedermé). Jie reiskia-
mi savokomis: privaloma, draudziama, leidziama, indiferentiska ir kt. Pvz.: ,,Privalo-
ma tvarkingai uzrasyti uzdavinio sprendima".

3) Aksiologiniai arba vertinimo modalumai (graik. ,,axios *“ — vertingas). Jie reiskia-
mi savokomis: geras, blogas, prastas, ne koks ir kt. Pvz.: ,,Jo sprendimas — geras*.

4) Episteminiai modalumai (graik. ,,epistémeé“ — Zinios). Jie reiskiami sagvokomis:
irodoma, paneigiama, problemiska ir kt. Pvz.: ,,Jrodoma, kad trikampio pusiaukrasti-
niy susikirtimo taskas yra vienodai nutolgs nuo visy jo krastiniy*.

Santykis tarp loginiy ir fiziniy modalumy gali buti iSreikstas taip.

1) Kiekvienas teiginys, kuris iSreiSkia rySius, galimus fizine prasme, galimas taip
pat ir logiskai, taciau prieSingas teiginys ne visuomet teisingas. Fizinés galimybés
teisingumo salygos nustatomos patyrimu, loginiy teisingumo taisykliy ji neturi. Jei
teiginys negalimas logiSkai, tai jis negali iSreiksti ir objekto egzistavimo ar proceso
tekmes biido, nes priestaringas biivis negali biiti fiziSkai realizuotas.

2) Kiekvienas teiginys, kuriame iSreikstas loginis biitinumas, biitinas ir fizine pras-
me, taciau prieSingas teiginys ne visada teisingas.

Modalumai zymimi: biitinumas — N (pirmoji zodzio ,,necessity “ (angl.), ,, Notwen-
digkeit“ (vok.) — butinumas raid¢), nebitinumas — N, galimybé — M (pirmoji vok.
7odzio ,, Méglichkeit “ — galimybeé raidé), negalimybé — M, atsitiktinumas — C (pirmoji
angl. zodzio ,,contingency* — atsitiktinumas raidé), neatsitiktinumas — C. Vienus mo-
dalumus galima pakeisti kitais, jiems lygiaverciais modalumais, naudojantis lentele:

10 lentelé

Modalumai Bitina Galima
Biitina Np M p
Nebiitina Np M p
Galima N p Mp
Negalima N p M p
Atsitiktina Cp N pAa Np Mpa M p
Neatsitiktina Cp pvN p Mpv Mp
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Pateikiame modalumy keitimo pavyzdzius, atitinkanc¢ius kiekvieng lentelés ei-

lute:

1) Butina keisti lygties bet kurio nario zenkla perkeliant jj i kita lygties pusg (N p)
— Perkeliant bet kurj lygties narj i$ vienos lygties pusés i kita jo Zenklo nekeisti
negalima ( M p).

2) Nebiitina formules iskalti mintinai ( N p) — Galima formuliy neigkalti mintinai
M p).

3) Norint racionaliau skaiciuoti, galima taikyti sudéties ir daugybos veiksmy dés-
nius (M p) — Norint racionaliau skaiciuoti, nebiitina netaikyti sudéties ir daugy-
bos veiksmy désniy ( N p).

4) SkaiGiuojant biitina neuzmiriti veiksmy eilés (N p) — Skaiiuojant negalima
uzmirdti veiksmy eilés ( M p).

5) Metant moneta skai¢ius iSkrinta atsitiktinai (C p) — Metant moneta skaicius ne-
bittinai neidkrinta ir nebitinai iskrinta ( N p A N p) — Metant moneta, skaiGius
gali ikristi ir gali neiskristi (M p AM p).

6) Gera pazymj mokinys gavo neatsitiktinai ( C p) — Gera pazymi mokinys biiti-
nai gauna arba biitinai negauna (N p v N p) — Gero pazymio mokinys negali
negauti arba negali gauti ( M p v M p).

Nesunku pastebéti, kad lentelé gali biiti s€kmingai naudojama vertimams i§ vienos

kalbos i kita redaguoti.

7. SAMPROTAVIMAI

7.1. Bendros pastabos

Samprotavimas yra mastymo procesas, kurio metu i§ vieno, dviejy arba daugiau
teiginiy gaunamas naujas teiginys, iSvestas i pradiniy teiginiy. Samprotavima sudaro
Sios dalys:

1) prielaidos, kurias vadiname premisomis (lot. ,,praemissa ‘““ — prielaida);

2) isvada;

3) logikos taisyklé, leidzianti i§ premisy padaryti atitinkama iSvada.

Samprotavimai skirstomi | dedukcinius ir nededukcinius. Dedukcija (lot. ,,deduc-
tio “ — iSvedimas) — iSvady gavimas i$ premisy pagal logikos désnius. Dedukciniuose
samprotavimuose i$ teisingy premisy visuomet turime gauti teisinga iSvada. Nededuk-
ciniu vadinamas samprotavimas, kuriuo i$ teisingy premisy galima gauti tik tikéting
iSvada.
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7.2. Dedukciniai samprotavimai
7.2.1. ISvados gavimas is vienos premisos

Samprotavimas, kuriame iSvada gaunama i§ vienos premisos, vadinamas tiesiogi-
niu. Jo loginis mechanizmas yra sprendinio subjekto ir predikato struktiiros pertvar-
kymas. Pertvarkyti geriausiai sekasi atributyvius (savybiu) sprendinius.

Konversijos (lot. ,,conversio“ — pakeitimas) biidu iSvada gaunama premisos su-
bjekta padarius i§vados predikatu, o premisos predikata — i§vados subjektu. Sio sam-
protavimo schemos:

1) Visi Syra P (a) 2) Né vienas S néra P (e) 3) Kai kurie S yra P (i)
Kai kurie P yra S (i) Né vienas P néra S (e) Kai kurie P yra S (i)

I$ daliniy neigiamyju sprendiniy (o) konversijos biudu iSvados gauti negalima.
Kartais konversijos biidas be papildomos prielaidos gali duoti neteisinga iSvada, nors
ir teisingai taikytume schemas.

Obversinio (lot. ,,versio** — atmaina) samprotavimo iSvadoje premisos jungtis pa-
keiGiama priesinga, o jos predikatas paneigiamas. Sio samprotavimo schemos:

1) VisiSyraP(a) 3)Kai kurie S yra P (i)
Né vienas S néra P (e) Kai kurie S néra P (0)

2) Né vienas S néra P (e) 4) Kai kurie S néra P (o)
Visi Syra P (a) Kai kurie S yra P (i)

3

Kontrapozicijos (lot. ,,contrapositio “ — suprieSinimas) biidu iSvada gaunama taip
pertvarkant premisa, kad iSvados subjektu tampa premisos predikato neigimas, jungtis
pakei¢iama priesinga, o premisos subjektas tampa i§vados predikatu. Sio samprota-

vimo schemos:

1) Visi S yra P (a) 2) Né vienas Snéra P ()  3) Kai kurie S nera P (o)
Né vienas Pnéra S (e) Kai kurie P yra S (i) Kai kurie Pyra S (i)

I§ daliniy teigiamyju sprendiniy (7) kontrapozicijos biidu iSvados gauti negali-
ma.

Pateiksime visy iSvados gavimo i§ vienos premisos atvejy pavyzdzius visiems atri-
butyviesiems sprendiniams (a, e, i, 0):
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Teiginys Visi i$ 9 daliis skaiciai (S) yra dalis i$ 3 (P) (@)
Konversija Kai kurie i$ 3 dalus skaiciai (P) yra daltis i§ 9 (S) (i)
Obversija Né vienas i3 9 dalus skai¢ius (S) néra nedalus i§ 3 ( P) (e)
Kontrapozicija | Né vienas nedalus i3 3 skaiGius ( P ) néra dalus i3 9 (S) (e)
Teiginys Né vienas lygiakrastis trikampis (S) néra statusis (P) (e)
Konversija N¢ vienas statusis trikampis (P) néra lygiakrastis (S) (e)
Obversija Visi lygiakrasciai trikampiai (S) yra ne statieji ( P) (a)
Kontrapozicija | Kai kurie ne statieji trikampiai ( P) yra lygiakraséiai (S) (i)
Teiginys Kai kurie pirminiai skaiciai (S) yra lyginiai (P) (i)
Konversija Kai kurie lyginiai skaiciai (P) yra pirminiai (S) (7)
Obversija Kai kurie pirminiai skaiciai (P) néra nelyginiai ( P ) (0)
Teiginys Kai kurie sta¢iakampiai (S) néra kvadratai (P) (0)
Obversija Kai kurie sta¢iakampiai (S) yra ne kvadratai ( P) (i)
Kontrapozicija | Kai kurie ne kvadratai ( P) yra stac¢iakampiai (S) (7)

3-io pavyzdzio 3-ia eiluté ir 4-o pavyzdzio 2-a ir 3-ia eilutés skamba ne visai taip,
kaip esame jpratg kalbéti. IS tiesy, i§vados gavimas i§ vienos premisos ypac taikomas
redaguojant vertimus: pazodiniuose vertimuose ijmanoma (ypac verciant i§ pranciizy
k. 1 lietuviy k.) gauti net po keleta neiginiy. Taigi vertime gavus auks¢iau nurodytas

eilutes, jos paprastai kei¢iamos pirmaja eilute.

IS reliaciniy santykiy sprendiniy tiesiogiai iSvadas galima padaryti tik tuo atveju,
jei tarp objekty x ir y yra simetrijos (gr. ,,symmetrija“ — atitikimas) santykis. Sio sam-
protavimo schema:

xRy
R sim
yRx

Sia schema ir remiasi visi matematiniai pertvarkiai: cos (90° — x) = sin x ir pan.
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7.2.2. Silogizmai

Silogizmgq (gr. ,,syllogismos *“ — dedukcinis samprotavimas) sudaro dvi premisos ir
viena iSvada. Premisos ir i§vada yra visy tipu (a, e, i, 0) atributyvis (savybiy) sprendi-
niai. Savokos, esancios silogizmo premisose ir iSvadoje, vadinamos silogizmo termi-
nais (lot. ,,terminus ““ — riba, siena). Kiekviename silogizme yra trys terminai:

1) iSvados subjektas — mazasis terminas, zymimas raide S;

2) iSvados predikatas — didysis terminas, Zymimas raide P;

3) terminas, kuris yra abiejose premisose ir kurio néra iSvadoje, — vidurinysis termi-
nas, zymimas raide M. Didysis ir mazasis terminai vadinami krastutiniais terminais.

Pvz.:

Visi kvadratai (M) turi lygias krastines (P) (a)
Si figiira (S) yra kvadratas (M) (a)
Si figira (S) turi lygias krastines (P) (a)

Silogizmas yra dedukcinis samprotavimas, i§ kurio nustatomas rysys tarp krastu-
tiniy iSvados terminy, remiantis ju santykiu su viduriniuoju premisos terminu. Toji
premisa, kurioje yra didysis terminas, vadinama didZigja premisa, o toji, kurioje yra
mazasis terminas — mazqja premisa. Paprastai didzioji silogizmo premisa raSoma pir-
moje eilutéje. IS duotyjy premisy silogizme iSvedama ne bet kokia iSvada, o tokia,
kokia leidzia silogizmo taisyklés, kurios skirstomos i terminy ir premisy taisykles.

Terminy taisyklés yra trys:
1) Kiekviename silogizme turi biiti tik trys terminai: mazasis, didysis ir vidurinysis.
I§ dvieju terminy iSvados negausime — néra juos siejan¢io termino. Jei terminy yra
daugiau kaip trys, iSvados gauti irgi negalima. Terminy suketverinimas yra klaida,
kuri atsiranda, kai vidurinysis terminas vienoje premisoje vartojamas viena reikSme,
0 antroje premisoje — kita reik§me (tapatybés désnio pazeidimas).
IS premisy:
Kvadratas yra staciakampis su lygiomis krastinémis
Skaicius 9 yra skaiciaus 3 kvadratas
neisplaukia jokia iS§vada, nes terminas ,,kvadratas™ ¢ia naudojamas 2 prasmeémis: kaip
figiira ir kaip kélimo antruoju laipsniu rezultatas. Todél silogizme biity 4 terminai.
2) Vidurinysis terminas turi biiti suskirstytas bent vienoje premisoje.
IS premisy:
Kai kurie skai¢iai yra pirminiai
Taisyklingosios trupmenos — skaiciai
neiSplaukia jokia iSvada. Vidurinysis terminas ,,skaiciai* yra didziosios premisos su-
bjektas, o dalinio teigiamojo sprendinio (i) subjektas yra nesuskirstytas. Mazojoje
premisoje vidurinysis terminas ,,skai¢iai* yra predikatas, o bendro teigiamojo spren-
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dinio (@) predikatas yra nesuskirstytas.
3) Terminas, nesuskirstytas premisoje, negali biiti suskirstytas isvadoje. Pazeidus
Sia taisykle, daroma klaida, vadinama neteisétu termino isplétimu.
IS premisuy:
Visi lyginiai nattiralieji skaiciai dalijasi i$ 2
Skaicius -120 néra lyginis nattralusis skaicius
iSvada ,,Skaicius -120 nesidalija i§ 2* neiSplaukia. Didysis terminas ,,dalijasi i§ 2* pir-
mojoje premisoje nesuskirstytas (kaip bendrojo teigiamojo sprendinio (a) predikatas),
o iSvadoje §is terminas turéty buti suskirstytas (kaip bendro neigiamojo sprendinio
(e) predikatas). Pazyméjus D visus skaicius, kurie dalijasi i$ 2, o lyginius natiiraliuosius
skaicius pazyméjus L, turésime LD, o ne L=D, kaip atsitikty, jei priimtume auk$ciau
suformuluota iSvada ir neteisétai biity iSpléstas vidurinysis terminas ,,lyginiai natiira-
lieji skaiciai, t. y. jiems ir tik jiems biity priskiriama savybé ,,dalytis i§ 2.

Premisy taisyklés yra penkios:
1) Is dviejy daliniy premisy negalima padaryti jokios isvados.
IS premisy:

Kai kurie skaiciai yra nattralieji (7)

Kai kurie skaiciai néra racionalieji (0)
neisplaukia jokia i§vada.
2) Jei viena premisa daliné, tai ir isvada daliné.
Pavyzdys:

Salyga f(-x) = f(x) (P) reiskia, kad funkcija yra lyginé (M) (a)

Kai kurios funkcijos (S) néra lyginés (M) (o)

Kai kurios funkcijos (S) netenkina salygos f{-x) = f{x) (0)
3) Is dviejy neigiamy premisy negalima padaryti jokios isvados.
IS premisuy:

Kai kurie trikampiai néra taisyklingosios figiiros (0)
Siame figiiry rinkinyje néra trikampiy (e)
neiSplaukia jokia i§vada.
4) Jei viena i§ premisy neigiama, tai ir isvada neigiama. Cia tinka antrosios taisy-
klés pavyzdys.
5) Jei abi premisos yra teigiamos, tai negalima padaryti neigiamos isvados. Cia
tinka pavyzdys, pateiktas po silogizmo apibrézimo.

Silogizmo figiiros. Priklausomai nuo viduriniojo termino padéties premisose, gali-
mos keturios silogizmy formos, vadinamos silogizmo figliromis.

1) Pirmojoje figiiroje vidurinysis terminas yra didziosios premisos subjektas ir ma-
zosios premisos predikatas. Jos schema:
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Pirmosios figiiros taisyklés:

a) didzioji premisa turi buti bendra (a arba e);

b) mazoji premisa turi buti teigiama (a arba i).

Cia vél tinka pavyzdys, pateiktas po silogizmo apibrézimo.

2) Antrojoje figiiroje vidurinysis terminas yra abiejy premisy predikatas. Jos
schema:

Antrosios figiiros taisykles:
a) didzioji premisa turi buti bendra (a arba e);
b) viena i§ premisy turi biiti neigiama (e arba o).

Silogizmo, kurio figiira yra antroji, pavyzdys — silogizmas, iliustruojantis antraja
premisy taisyklg.

3) Treciojoje figiiroje vidurinysis terminas yra abiejy premisy subjektas. Jos
schema:
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Treciosios figiiros taisyklés:

a) mazoji premisa turi biiti teigiama (a arba 7);

b) i§vada turi biiti dalinis sprendinys (i arba o).

Pvz.:
Kai kurie daugiakampiai (M) — taisyklingi (P) (7)
Daugiakampiai (M) — geometrinés figtiros (S) (a)

Kai kurios geometrinés figtiros (S) — taisyklingos (P) (7).

4) Ketvirtojoje figitroje vidurinysis terminas yra didziosios premisos predikatas ir
mazosios premisos subjektas. Jos schema:

P M

M S

Ketvirtosios figiiros taisyklés:
a) jei didzioji premisa yra teigiama (a arba i ), tai mazoji premisa yra bendra (a
arba e);
b) jei viena i§ premisy yra neigiama (e arba o), tai didzioji premisa yra bendra (a
arba e).
Pvz.:
Kai kurie trikampiai (S) yra lygiakrasciai (M) (i)

iakrasciai trikampiai (M
Kai kurie trikampiai (S) — taisyklingos figiiros (P) (7).

Silogizmo figiiry modusai — tai atskiri silogizmo figiiry atvejai, besiskiriantys pre-
misy ir iSvados rySio kiekybe ir kokybe. Kadangi silogizmo premisas ir iSvada sudaro
keturiy tipy (a, e, i, o) sprendiniai, tai, atsizvelgiant | tai, kokie sprendiniai sudaro
premisas ir i§vada, skiriami 4° = 64 silogizmy modusai. Ta¢iau i§ 64 teoriskai galimy
modusy tik 19 yra taisyklingi (t. y. nepazeidziantys auksc¢iau pateikty taisykliy):

a) | figiiroje: aaa, eae, aii, eio;

b) II figtiroje: eae, aee, eio, aoo;

¢) Il figliroje: aai, iai, aii, eao, oao, aio;
d) 1V figiiroje: aai, aee, iai, eao, eio.
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7.2.3. I3vados i$ sudétiniy teiginiy

Samprotavime, kurio viena premisa yra teisingas implikacinis teiginys, o kita pre-
misa — paprastas teiginys, teisinga isvada gaunama dviem atvejais.

1) Jei antroji premisa patvirtina antecedento teisingumgq, tai iSvadoje patvirtina-
mas konsekvento teisingumas. Samprotavimo schema:

pP—q
P
q
Pavyzdys:
Jei skaiciaus skaitmeny suma dalijasi i§ 9 (p), tai tas skaiCius dalijasi i§ 9 (g)
Skaiciaus skaitmeny suma dalijasi i$ 9 (p)
Skaicius dalijasi i§ 9 (¢).

2) Jei antroji premisa neigia konsekventq, tai isvadoje neigiamas antecedentas.
Samprotavimo schema:

ol

Pavyzdys:
Jei skaicCius baigiasi 0 ar 5 (p), tai jis dalijasi i§ 5 (g)
Skai¢ius nesidalija i3 5 (g )
Skaicius nesibaigia 0 ar 5 ( 1_) ).

Samprotavime neigiant antecedentq arba teigiant konsekventq, isvada nebiitinai
seka is premisy.

Samprotavime, kurio abi premisos yra implikaciniai teiginiai, gaunama teisinga
isvada, jei pirmosios premisos konsekventas yra antros premisos antecedentas. Jo
iSvada yra sudaryta i§ pirmos premisos antecedento ir antros konsekvento. Samprota-
vimo schema:

pP—q
qor
p—>r

Implikacinio teiginio antecedento ir konsekvento rySys daznai gali biiti apibtdin-
tas kaip priezasties ir jos pasekmés rysys, todél auksciau pateikta taisykle tada galima
formuluoti taip: pasekmés pasekmé yra priezasties pasekmé.
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Samprotavime, kurio viena premisa yra grieztosios disjunkcijos teiginys, o kita
premisa — paprastasis teiginys, kuris teigia arba neigia vienq is disjunkcijos nariy,
isvada neigia arba teigia kitq disjunkcijos narj. Samprotavimo schema:

pVvq arba pVvq

p

Pavyzdys:
Metant moneta, iSkrenta skai¢ius (p) arba herbas (¢)
I8krito skaicius (p)
Vadinasi, neiskrito herbas ( ¢ ).
Analogiskai, neiskritus skai&iui ( p ), iskris herbas (¢).
Samprotavimas, kurio premisas sudaro implikaciniai ir disjunkciniai teiginiai, va-
dinamas dilema (gr. ,,di“ — du, ,,lemma ** — sakinys). Dilemos gali biiti paprastosios ir
sudétinés. Paprastosios dilemos schemos:

aA)(p>1)A(@—>1) DICEXVRNCESSY!
pvq qv 1
r p

Pavyzdziai:

a) Jei turime reiskini sin’a (p), tai jis lygus 1 (r) ir, jei turime reiskini
0,52 (g), tai jis lygus 1 (»)
Paémus sin’a+cos’a (p) arba 0,5-2 (¢)
Gausime 1 (7).

b) Jei turime 1 (p), tai jis lygus sino+cos’a (¢), ir, jei turime 1 (p), tai jis
lygus 0,5-2 (r)
Skaicius nelygus sin’o+cos’a (_g ) arba jis nelygus 0,52 (_r).
Skaicius nelygus 1 ( p).

Sudétinés dilemos schemos:

A)(p>PA—s) b)(p—> A (r—s)
pvr _gv_
qvs pv r
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Galimi ir sudétingesni implikacinio-disjunkcinio samprotavimo variantai: trilemos
ir polilemos.

7.2.4. Entimema

Entimema (gr. ,,en thymo “ — mintyse) yra samprotavimas, kuriame praleista pre-
misa arba iSvada, taciau trukstamoji dalis yra numanoma. Kalboje dazniausiai var-
tojamos entimemos kaip silogizmuy santrumpos, siekiant lakoniskumo. Dazniausiai
yra praleidziama viena i§ premisu. Norint patikrinti, ar entimema yra teisinga, reikia
atkurti pilng samprotavimgq. Jei jis bus teisingas, tai ir entimema bus teisinga.

Auksciau pateikty atitinkamas silogizmy figiiras iliustruojanciy pavyzdziy entime-
mos skambéty taip: 1) Kadangi §i figlira yra kvadratas, tai jo visos krastinés lygios;
2) Kadangi kai kurios funkcijos néra lyginés, tai jos netenkina salygos f(-x)=f{x); 3)
Kai kurios geometrinés figliros — taisyklingos; 4) Kai kurie trikampiai — taisyklingos
figliros (praleidziamos net abi premisos).

7.3. Nededukciniai samprotavimai
7.3.1. Nededukcinio samprotavimo sqvoka

Samprotavimas, kuriuo i§ teisingy prielaidy galima gauti tik tikétina iSvada, vadi-
namas nededukciniu samprotavimu. Taip gauty iSvady teisingumui nustatyti taikomas
faktinis patikrinimas.

7.3.2. Indukcija

Toks samprotavimo biidas, kai, iStyrus keleta kokios nors klasés objekty ir nusta-
Cius, kad jie turi tam tikra savybe, daroma iSvada, kad ta savybe turi visi tos klasés
objektai, vadinamas indukcija (lot. ,,inductio “ — ivedimas). Indukcija gali biiti pilnoji
ir nepilnoji. Pilnoji indukcija yra tada, kai iSvada daroma, remiantis kiekvieno tos
klasés objekto iStyrimu. Jos iSvada yra visuomet teisinga, jei tik tiksliai iStiriami visi
tiriamosios klasés objektai. Todél pilnoji indukcija tik savo forma — samprotavimo
eiga yra indukecija, o faktiskai ji yra dedukcija.

Pvz.: Kokie pirminiai skai€iai yra intervale [12; 18]?

Ats.: 13; 17.

Nepilnojoje indukcijoje iSvada, kad visi tiriamosios klasés objektai turi tam tikra
savybe, daroma remiantis tuo, kad tarp iStirtyju klasés objekty neatsirado nei vieno,
kuris neturi tos savybés. Kadangi ¢ia iStiriami ne visi objektai, iSvada tik tikétina.
Nepilnoji indukcija dar vadinama populiarigja. Populiariaja indukcija, kaip matysi-
me kituose Sios monografijos skyriuose, pagristas matematikos mokymas: Zemesnése
klasése nuolat, o vyresniosiose klasése daznai ja naudojamasi supazindinant mokinius
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su {vairiais matematikos désniais, algoritmais, teiginiais ir t. t. Pedagogai tuo remiasi
drasiai, nes uz jy nugaros stovi matematikos mokslas, kuriame visa tai yra grieztai
irodyta. Nepilnojoje indukcijoje galima klaida, vadinama skubotu apibendrinimu.
Priezastis ta, kad iSvada daroma netiksliai arba per mazai iStyrus objektus. Pateik-
sime keleta skuboto apibendrinimo pavyzdziy matematikoje. Jei paimtume reiskini
y=n’+n+17, tai, imdami jvairias natiiraliasias reik§mes iki n=15, gautume, kad reis-
kinio reikSmés biity pirminiai skai¢iai. Todé¢l yra realus pavojus skubotai apibendrinti
— laikyti, kad Sio reiSkinio reikSmés yra pirminiai skaiciai visoms nattraliosioms n
reikSméms. Bet tai netiesa, nes, kai n=16, turésime:
y=16>+16+17=16-(16+1)+17=16-17+17=17-(16+1)=17-17=289,

t. y. sudétini skaiciy.

Yra zinoma, kad biitent skai¢iy teorijoje, tyrinéjant pirminius skai¢ius, dar vis yra
neatsakyty klausimy. Pranctizy matematikas Pjeras de Ferma (de Fermat, 1601-1665)
mang atradgs reiskini, kurio, kaip ir auk$ciau miisy pateiktojo, visos reik§més, imant
ivairias natiiraliasias n reik§mes, bus pirminiai skai¢iai. Sis reiskinys yra:

y=2%+1.

IS tiesy, kai n=1; 2; 3; 4, y — pirminis skaicius. Kadangi, kai n=3; 4 skaiCiavimai
buvo jau gana sudétingi (XVII a. jokios skai¢iavimo technikos nebuvo), P. Ferma
pasidavé skuboto apibendrinimo suvedziojimams. Netrukus buvo apskaiciuota Sio
reiskinio reik§meé, kai n=35, ir ji buvo sudétinis skaicius. Tq padaré L. Oileris, parodgs,
kad tas skaicius dalijasi i§ 641.

Samprotaujant apie reiskiniy priezastinius rysius, galima klaida — samprotavimas
pagal principa: po to, vadinasi, dél to. Bandant laikyti aplinkybeg A reiSkinio a priezas-
timi, nepakanka to, kad ji yra ankstesné uz reiskini a, o reikia nustatyti, kad aplinkybé
A bitinai lemia reiskini a. Jei zinomos kelios aplinkybés, kuriy kiekviena gali biiti ti-
riamojo reiskinio priezastimi, tai jos visos nuosekliai nagrin¢jamos ir atmetin¢jamos,
kol licka viena, kurios atmesti nepajégiama. Taip sumazinama atsitiktinés iSvados ga-
limybé. Toks samprotavimas vadinamas eliminacine (lot. ,,eliminatio “ — paSalinimas,
iSvarymas) arba Bekono — Milio™ indukcija. Jos pagrindiniai metodai yra keturi:

1) Vienintelio panasumo metodas, kurio schema tokia: reiskinj a lemia aplinkybés
ABCE, ADEF, AGHF; tikétina, kad reiskinio a priezastis — aplinkyb¢ A.

2) Vienintelio skirtumo metodas, kurio schema: reiskini a lemia aplinkybés ABC,
0 jo nelemia aplinkybés BC; tikétina, kad A yra reiskinio a priezastis.

3) Lydimyjy kitimy metodas. Jo schema: aplinkybés A BC, A BC, A,BC lemia ati-
tinkamai reiSkinius a, a,, a,; tikétina, kad aplinkybé¢ A yra reiSkinio a priezastis.

4) Liekany metodas. Jo schema: aplinkybés ABCD lemia reiskinius abcd, o aplin-
kybés BCD — reiskinius bcd; tikétina, kad A lemia a.

* Fransis Bekonas, Beikonas (Bacon, 1561-1626) ir DZonas Stiuartas Milis (Mill, 1806—-1873) — angly
filosofai.
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Siekiant sumazinti neteisingos iSvados galimybe, indukcija vartojama kartu su de-
dukcija. Atsizvelgiant { pastarosios vaidmeni, skiriami du mokslinés indukcijos vari-
antai:

1) Indukcija, parenkant atvejus, kuriuose negalimi atsitiktiniai apibendrinimai.
Dedukcija ¢ia reikalinga i§ anksto sudaryti tyrimo planui.

2) Indukcija, kurios isvada patikrinama dedukcija. Deduktyviai pagrista induk-
cijos iSvada yra teisinga, o iStirty objekty skaicius neturi reikSmes. Atskiras ir pati-
kimiausias atvejis — matematiné indukcija. Apie ja kalbésime kituose monografijos
skyriuose.

7.3.3. Analogija

¢

Analogija (gr. ,,analogija* — atitikimas) yra toks samprotavimas, kai i§ dvieju
objekty panasumo keliais pozymiais daroma iSvada, kad tie objektai panasis ir li-
kusiais pozymiais. Samprotavimo schema: objektas x turi pozymius abc, objektas y
— pozymius ab; tikétina, kad y turi pozymi c. ISvados tikétinumo laipsnis priklauso
nuo keleto veiksniy.

1) Pozymiy, bendry lyginamiesiems objektams, reiksmingumas. Samprotaujant
bendri lyginamyju objekty pozymiai turi biiti esminiai, tipiniai.

2) Bendry esminiy pozymiy skaicius. Kuo daugiau lyginamieji objektai turés ben-
dry esminiy pozymiy, tuo iSvada bus patikimesné.

3) Perkeliamasis pozZymis turi biiti to paties tipo, kaip ir bendrieji lyginamyjy
objekty pozymiai. Analogijos budu gautos iSvados patikrinamos faktiniu arba deduk-
cijos budais. Pagrindinés analogijos klaidos:

a) lyginami objektai, neturintys bendry esminiy pozymiuy;

b) lyginant objektus, turincius bendrus poZymius, nezinoma arba igno-
ruojama, jog vieno objekto tam tikras pozymis yra nesuderinamas su kito objekto tam
tikru poZymiu.

Analogija placiai taitkoma mokymo procese, realizuojant tick viding dalyking, tiek
tarpdalyking integracija.

Pirmuoju atveju geras pavyzdys gali biiti analogijos tarp planimetrijos ir stereo-
metrijos panaudojimas. Antai analogija panaudotina jau pateikiant pirmaja stereome-
trijos aksioma: ,,Per 3 taskus, nesancius vienoje ties¢je, galima nubrézti plokStuma ir
tiktai viena®. Cia analogijos ie§koma su pirmaja planimetrijos aksioma: ,,Per 2 taskus
galima nubrézti tiese ir tiktai vieng™. Kituose Sios monografijos skyriuose pateiksime
daugiau vidinés dalykinés integracijos panaudojant analogija pavyzdziy.

Antruoju atveju pavyzdys gali buiti mokiniy supazindinimas su koordinaciy
(lot.,,ordinatus “ — tvarkingas) metodu. Paprastai mokytojas pamoka pradeda klausi-
mu: ,,Kaip jiis surandate savo vieta teatro sal¢je?* Mokiniy atsakymai padeda suvokti,
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kad biliete nurodyta eilé ir vieta bus ziiirovo koordinatés saléje. Taigi ¢ia panaudoja-
ma integracija su realiu gyvenimu. Panaudotina ir integracija su geografija (geografi-
né ilguma ir platuma).

7.3.4. Hipoteze

Hipoteze (gr. ,,hypothesis“ — spéjimas) vadinamas moksliskai pagristas nauju
désniy, ju struktiiry bei rySiy numatymas. Jis naudojamas, kai reiskinio priezasti-
niams rySiams paaiskinti neuztenka zinomy fakty, kai jie labai sudétingi. Hipotezé
tada padeda faktus interpretuoti. Ji padeda ir tada, kai priezastys, lemiancios reiski-
nio atsiradima arba jo funkcionavima, yra patirciai neprieinamos, o gali biiti tiriamas
ju veikimas ar padariniai. Hipotezés formulavimo ir pritaikymo procesas skaidomas
1 Siuos etapus:

a) tyrimas kokio nors objekto, kurio egzistavimo turimomis mokslinio tyrimo

priemonémis kol kas negalima atskleisti;

b) reiskiniy, aplinkybiu, susijusiy su tyrimo objektu, visumos iSaiskinimas, studi-

javimas;

¢) hipotezés formulavimas — mokslinis numatymas priezasciy, lemianc¢iy tyrimo

objekto atsiradima;

d) vienos ar keliy pasekmiy, logiskai iSplaukianciy i§ numanomos priezasties, api-

brézimas;

e) patikrinimas, kiek Sios pasekmés atitinka tikrove. Jei patikrinimo rezultatai tei-

giami, hipotezé laikoma pagrista. Tada ji itraukiama i tam tikry ziniy sistema.
Jos suderinamumas su kitomis ziniomis irgi patvirtina nepriestaravima realy-
bei.

Kaip jau min¢jome, dar daug neiSspresty klausimy yra pirminiy skai¢iy teorijoje.
Antai pranciizy matematikas Zozefas Lui Fransua Bertranas (Bertrand, 1822—1900)
suformulavo hipotez¢ — Bertrano postulata: ,, Tarp skaiciu n ir 2n-2, kai n=> 4, yra bent
vienas pirminis skai¢ius“, kurj jrodé rusy matematikas Pafnutijus Cebysovas (1821—
1894) [119, p. 52]. Vienas zymiausiy Lietuvos matematiky Jonas Kubilius (g. 1921)
irodé susilpninta vokie¢iy matematiko Edmundo Georgo Hermano Landau (Landau,
1877-1938) hipoteze dél racionalaus pirminio skaiciaus reisSkimo dviejy skirtingo dy-
dzio sveikyjy skai¢iy kvadraty suma [119, p. 295].

Hipotezés nuolat formuluojamos ir tikrinamos taikant matematinés statistikos me-
todus (statistinés, nulinés hipotezes), atliekant bet kuriuos mokslinius tyrimus, pvz.,
raSant diplominius, magistro darbus, disertacijas.

Apie hipoteziy formulavima ir tikrinima matematikos mokymo procese daug bus
kalbama kituose Sios monografijos skyriuose.
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8.JRODYMAS

Irodymas yra kurio nors teiginio ar teorijos teisingumo nustatymas, remiantis ki-
tais teiginiais ar teorijomis, kuriy teisingumu neabejojama. [rodyma sudaro:

a) jrodymo tezé (pr. ,,these , lot. ,,thesis ** — teiginys) (iSvada) — teiginys, kurj reikia
irodyti; matematikoje tezé¢ dazniausiai vadinama teorema (gr. ,,théoréma** — tezé, rei-
kalaujanti irodymo), kartais i§vada, pagalbinés teoremos, irodomos specialiai tam, kad
biity galima jrodyti kuria nors teorema vadinamos lemomis (gr. ,,lemma** — prielaida);

b) jrodymo argumentai (lot. ,,argumentum * — irodymo pagrindas) ( prielaidos) —
teiginiai, kuriais remiantis jrodoma tezé;

¢) irodymo biidas (jrodymo demonstravimas) — loginis tezés iSvedimo i§ argumen-
ty procesas. [rodyme biitina laikytis tam tikry taisykliu. [rodymo tezés taisyklé: tezé
turi biiti tiksliai apibrézta ir islikti nepakitusi jrodymo procese. Pazeidus $ig taisykle,
daroma klaida, vadinama tezés pakeitimu. Ji pasireisSkia jvairiai:

1) irodoma ne pateiktoji tezé, bet visai kita; kartais tai yra net naudinga: vokieciy
matematikas Richardas Emilis Liudvikas Becas (Beez, 1827-1902) 1875 m., bandy-
damas jrodyti daugiamatés geometrijos prieStaringuma, irod¢é prieSinga teigini — kad
§i geometrija nepriestaringa [119, p. 39];

2) panaudojamas ,,argumentum ad hominem “ (lot.) — irodymas, remiantis ,,Zzmo-
gumi:

a) kai apeliuojama i teze pateikusio asmens savybes; pvz.: ,,Sis kontrolinis darbas
vertintinas ,,10%, nes ji atliko mokslo pirmiinas‘ ir pan.;

b) kai remiamasi autoritetais, ju veikaly citatomis (lot. ,,argumentum ad perso-
na‘’); pvz., taip buvo sukurtas visas marksizmo ,,mokslas®;

3) panaudojamas ,,argumentum ad populum * (lot.) — kai irodinéjama remiantis pu-
blikos, ,.liaudies* nuomone, emocijomis. Pvz.: tuo buvo remiama visa SSRS vidaus ir
uzsienio politika: ,,suorganizavus® ,liaudies masiy* laiSkus, buvo priimami i§ esmés
antiliaudiniai nutarimai.

Argumenty taisyklés:

1) argumentai turi buti teisingi ir pakankamai pagristi tezg; klaidingy argumenty
pateikimas vadinamas pagrindine klaida (lot. ,,error fundamentalis *);

2) argumenty teisingumas turi biiti jrodytas nepriklausomai nuo tezés; nesilaikant
Sios taisyklés daroma rato klaida — argumenty teisingumas jrodomas, remiantis teze.
Matematikos istorija zino 2 ryskius tokiy klaidy darymo pavyzdzius. Pirmas — penk-
tasis Euklido (Eukleides, apie 365 =300 pr. Kr.) postulato: ,,Jeigu tiesé, kertanti dvi
tieses, 1§ vienos pusés sudaro vidinius kampus, mazesnius uz du stacius, tai neribotai
pratestos Sios tiesés susikirs i§ tos puseés, i§ kurios kampai mazesni uz du stacius®,
kitaip vadinamo lygiagretumo aksioma, pripazinimo postulatu istorija.
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Antras pavyzdys — P. de Ferma didzioji teorema: ,,Lygtis x"+y"=z", kurioje n —
sveikasis skaicius, didesnis uz 2, neturi sveikyju teigiamy sprendiniy” [119, p. 42].
Kaip zinoma, apie 2 tiikst. mety daugelis matematiky bandé irodyti, kad penktasis
Euklido postulatas — ne postulatas, o teorema, tad ir bandé ji irodyti, kaip teorema.
Visuose irodymuose btidavo daromos klaidos — neju¢iomis pasiremiama arba paciu
penktuoju postulatu, arba i§ jo iSplaukianciomis iSvadomis. Apie 350 mety tgsési ban-
dymai jrodyti ir P. de Ferma didZiaja teorema. Daugelyje irodymy irgi buvo nejucio-
mis pasiremiama ja pacia. Ta klaida savo irodymuose dar¢ ir lietuvis Zigmas Rupeika
(1898-1973). Kaip zinoma, pirmyjy irodinéjimy serija nutrauké rusy matematiko Ni-
kolajaus Lobacevskio (1792—-1856), sukiirusio neeukliding (Lobacevskio) geometrija,
paremta postulatu, prieSingu penktajam Euklido postulatui, darbai. Antryjy jrodiné-
jimy pabaiga buvo 1994 m., kai JAV matematikas Endriu Vailesas (Andrew Wiles)
ir D. Britanijos matematikas R. Teiloras (7aylor) [32, p. 115; 116, p. 42] irodé Sia
teorema. Beje, Sios teoremos irodymas vyko tam tikrais etapais: kai n=3 ir n=4, ja
irodé vokietis L. Oileris, kai n=5 — pranciizas Andrijenas Mari Lezandras (Legendre,
1752-1833) ir vokietis Peteris Gustavas Lezenas Dirichlé (Dirichlet, 1805-1859), kai
n=7 — pranciizas Gabrielis Lamé (Lamé, 1795-1870). Pirminiams skai¢iams nuo 3 iki
97 Sia teorema irodé vokietis Ernstas Eduardas Kumeris (Kummer, 1810—-1893) [119,
p. 282].

Irodymo biido taisyklé: irodymo biidas turi biiti logiskas — tezé i§ argumenty turi
biti gaunama pagal logikos taisykles. Loginés klaidos yra paralogizmai ir sofizmai.
Paralogizmas (gr. ,,paralogismos “ — klaidinga iSvada) — login¢ klaida, padaroma ne-
tyCia, neapgalvotai arba i§ anksto apgalvotai, ta¢iau neturint tikslo ka nors apgauti.
Sofizmas (gr. ,,sophia‘ — iSmintis, ,,sophizma“ — vingryb¢) — samoningai sudarytas
klaidingas samprotavimas, kuris pateikiamas kaip teisingas. Mokykloje daznai ma-
tematiniai paralogizmai (sofizmai) panaudojami, norint akivaizdziai parodyti, kokiy
klaidy reikia vengti, atlieckant matematinius pertvarkius. Antai, norint parodyti netei-
singo kélimo pries skliaustus Zala, tiks pavyzdys: ,,Turime lygybe: 4 : 4 =5 : 5. Po
pertvarkiy gausime: 4 (1:1)=5(1:1),4=15,2-2=5%“ Parodant dalybos i$ reiskinio,
lygaus nuliui, sukeliamas problemas, tiks pavyzdys:

»Sakykime, a = b + ¢. Padauginkime abi puses i§ 5:

Sa =5b + 5c. Sudékime panariui su lygybe

4b + 4c = 4a ir 1§ abiejy gautosios lygybés pusiy atimkime 9a.

Gausime 4b +4c-4a=5b+ 5¢ - 5a,arba4(b+c-a)=5b+c-a), 4=>5"

Kituose monografijos skyriuose parodysime nekorektiSko kvadratinés Saknies
traukimo sukelta problema.

Pagal irodymo biida irodymai skirstomi i tiesioginius ir netiesioginius. Tiesioginis
irodymas — toks, kai tezé iSvedama i§ pateikty argumenty. Jei pateiktieji argumentai
teisingi, tai tezé, iSvesta i juy pagal logikos taisykles, bus irodyta ir teisinga. Netie-
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sioginiame jrodyme tezés teisingumas yra nustatomas jrodant tezei prieStaraujanciy
teiginiy klaidinguma. Kai jrodoma, kad prieStaraujantis teiginys yra klaidingas, tai i$
to iSplaukia, kad irodomoji tezé yra teisinga. Pavyzdziui, jrodant teorema: ,,I$ tasko,
esancio Salia tiesés, galima nuleisti { ja statmeni ir tiktai viena“ remiamasi prieStara-
vimu. ,,Nuleidziami“ 2 statmenys, ,,gaunamas‘ trikampis su 2 staciaisiais kampais ir
taip jrodoma, kad statmuo i§ tiesy turi buti vienintelis.

Irodymai gali buti dvejopi ir pagal jirodymo tiksla. Jei nustatomas tezés teisingu-
mas, turime tiesiog irodyma, o jei nustatomas tezés klaidingumas, turime paneigima.
Jo budai yra keli.

1) Argumenty paneigimas. Paneigiant argumentus, irodoma, kad jie yra klaidingi.

Naudojant klaidingus argumentus, galima jrodyti bet ka. Taciau argumenty panei-
gimas dar nejrodo tezés klaidingumo: teisingas teiginys, nors ir retai, gali iSplaukti i§
klaidingo.

2) [rodymo biido paneigimas. Juo nustatoma, kad i§ pateikty argumenty seka ne no-
rima jrodyti tez¢, o visai kita. [rodymo biido paneigimas ta¢iau nereiskia norimos iro-
dyti tezeés klaidingumo: paprasciausiai gal¢jo biiti pasirinktas negeras jrodymo biidas.

3) Isvedamy is tezés isvady paneigimas. Jei nustatoma, kad jrodytos tezés i§vados
yra klaidingos, tai ir pati tezé klaidinga.
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Il. MATEMATINES SAVOKOS

1. MATEMATINES SAVOKOS SAMPRATA

Matematikos ziniy mokykloje neimanoma gerai isisavinti neugdant kryptingo

mastymo, todél tai yra vienas svarbiausiy mokymo uzdaviniy. Psichologijoje masty-
mas apibréziamas kaip Zmogaus samonéje atspindimo objekto apibrézty pusiy ir sa-
vybiy iSskyrimas bei juy susiejimas su kitais objektais siekiant igyti naujy ziniy. Taigi
mastymas — aktyvus objektyvaus pasaulio atspindé¢jimas zmogaus samonéje. Atskiry
minciy ir ju junginiy struktiiras vadiname mqgstymo formomis. Mastymo formy teisin-
gumas uztikrina objektyvy, teisinga realios tikrovés objekty ir reiskiniy nagrinéjima,
tvirty ir patikimy ziniy apie pasaulj formavima. Formaliojoje logikoje skiriamos trys
pagrindinés mastymo formos: sqvokos, teiginiai bei sprendiniai ir samprotavimai.
., rationalis“ — protingas) (savokos, sprendiniai, teiginiai, samprotavimai) pazinimo
biidu. Pojiiciai ir suvokimas — pirmieji tikrovés signalai. Jy pagrindu formuojasi vaiz-
diniai, nuo jy per sudétingas protines operacijas pereiname prie savoky — mastymo
formuy, kurios atspindi realaus pasaulio objekty esminius pozZymius.

Taigi matematinés sqvokos yra realaus pasaulio esminiy savybiy, formy ir kieky-
biniy santykiy atspindys zmogaus samonéje. Tokiu buidu jau ziloje senovéje atsirado
nattiraliojo skaiCiaus, geometrinés figiiros ir kiino, figiiros ploto, kiino tirio ir kt.
sgvokos.

Pirmosios matematinés savokos formuojasi per vaizdinius ir suvokima, o naujos —
kitaip, remiantis anks¢iau suformuotomis sagvokomis. Pvz., taip suformuotos #-maciy
erdviy ir vektoriy savokos. Tad mqstymas, kuris remiasi matematinémis sqvokomis,
pralenkia jutiminj pazinima, jis yra aktyvaus jutiminio pazinimo duomeny perdirbimo
rezultatas, grindziamas mokslinés veiklos praktika.

Matematinés savokos pasizymi aukstu abstrakcijos (lot. ,, abstractus “ — atitrauk-
tas) lygiu. Formuojant jas, mokiniams biitina parodyti konkreciais pavyzdziais, kaip
Sios savokos atsirado, kokia realios tikrovés puse ir kaip jos atspindi.

Daiktai, reiskiniai ir santykiai tarp ju turi tam tikry savybiy — poZymiy, pagal ku-
rivos savo veiklos procese zmogus sutapatina ar atskiria daiktus, reiskinius ar san-
tykius. Abstrahavimo procesas vaidina pagrindini vaidmenj formuojant savokas. Tai
vyksta atkreipiant démesi i nedideli skai¢iy savybiy, skirianciy savoka zymima daikta,
reiskini ar santyki nuo kity ir abstrahuojantis nuo kity jo savybiy. Tos skirianciosios
savybés tampa esminiais savokos pozymiais, o sutapatinamieji objektai ar santykiai
sudaro sqvokos apimti. Pvz., jei geometrines figliras nagriné¢jame kaip tasky aibes,
tai i ju savybé¢ leidzia abstrahuotis nuo tokiy realiy daikty savybiu, kaip spalva, me-
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dziaga, i$ kurios jie pagaminti, mas¢ ir t. t., ir, sutapatindami visus objektus, kurie yra
tasky aibés, iSskiriame savokos ,,geometriné figiira™ apimti.

Taigi esminis pozymis yra tas pozymis, kurj turi visi objektai, jeinantys i sagvokos
apimti. Jei kuris nors objektas neturi tokio pozymio, tai Sis objektas nejeina i konkre-
¢ios savokos apimti. Reikia pazyméti, kad, jei kokio nors pozymio neturi visi objektai,
jeinantys 1 kurios nors savokos apimtj, tai irgi yra tos savokos esminis pozymis. Pvz.,
zinoma, kad kiekviena racionalyji skaiciy galima isreiksti dvieju sveikujy skaiciy dal-
meniu, tad §io pozymio nebuvimas yra iracionaliojo skai¢iaus esminis pozymis.

Suformuoti savoka — reiskia atskleisti jos furini tokiu mastu, kad apie bet kurj
objekta biity galima pasakyti, ar jis jeina, ar neieina { nagrinéjamos savokos apimtj.

Kiekviena matematiné savoka jeina i atitinkamos matematikos Sakos savokuy siste-
maq (gr. ,,systema‘* — junginys), yra susieta su kitomis savokomis atitinkamais santy-
kiais. Cia svarbia reik§me turi savokos turinys ir apimtis, sqvoky klasés.

Taigi kiekviena savoka apima aibe objekty arba santykiy (savokos apimtis) ir cha-
rakteringqjq savybe, biidinga visiems $ios aibés elementams ir tik jiems (savokos
turinys). Savokos turinys atskleidziamas per apibrézimq, apimtis — per klasifikacijq.
Siais loginiais veiksmais atskiros savokos sujungiamos i tarpusavyje susijusiy savoky
sistema.

Viena objekta (reiskini) atskiriame nuo kito, naudodamiesi jvairiomis jy savy-
bémis (pozymiais, ypatybémis). Tos savybés gali buti: a) vieninés (individualios);
b) bendrosios; ¢) tuscios (nulinés). Vieninés savybés skiria tam tikra objekta nuo
kity, pvz.: 1) n = 3,14; 2) pirmojo laipsnio lygtis — tiesin¢ lygtis. Bendrosios sa-
vybés gali buti skirianciosios ir neskirianciosios. Pvz., trikampiai — daugiakam-
piai (neskirian¢ioji savybé). Skiriancioji savybé isSreisSkia objekto esming savybe,
jo pozymli, iSskiria ji i$ kity objekty aibes. Pvz., kvadratai — staciakampiai lygiomis
krastinémis. TusCios savybés parodo, kad objektai, turintys tokiy savybiy, negali
egzistuoti. Pvz., neegzistuoja bet kokio skaiciaus, nelygaus nuliui, dalmuo i$ nulio.
Visy §iy savybiy atspindéjimas zmogaus smegenyse ir pagimdo ypatinga mastymo
forma — savoka.

Savokos formavimas — laipsniskas procesas, kuriame galima iSskirti keleta nuose-
kliy stadiju.

Yra keli apibendrinimo budai. Vienas ju atlickamas iSskiriant bendrus objekty
pozymius, atmetant tuos pozymius, kuriais tie objektai skiriasi. Sio apibendrinimo
rezultatas — abstrakcios savokos, kurios yra ypac reikSmingos, leidziancios klasifi-
kuoti, lyginti, sutapatinti ar atskirti objektus. Objekty ar reiskiniy apibendrinimas
pasinaudojant sagvokomis padidina mastymo pazinting reikSme, nes: 1) bendresnés
savokos leidzia mintyse apzvelgti ir nagrinéti kuo platesng objekty aibg; 2) atmetant
individualius objekty pozymius, iSrySkiname bendrus, pastovesnius pozymius, kurie
siauresnése sgvokose likdavo neatskleisti.
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Kitas apibendrinimo biidas leidzia gauti vadinamasias konkrecias savokas. Tokio
apibendrinimo ypatybé — savokoje i$skiriamos ne vien esminés objekty savybés, bet
i$saugomos ir jos ypatingos bei vieninés savybés. Pvz.: trikampio plotas, trapecijos
plotas.

Taigi savoka, skirtingai nuo pojii¢iy ir suvokimo, miisy samong¢je iSreiskia tik es-
mines objekto savybes ir pozymius. Taigi savoka — mastymo forma, kurioje atspindi-
mos esminés (skiriamosios) nagrinéjamy objekty ar santykiy savybés.

Savokos turinys — tai jos pozymiy aibé, kuriy kiekvienas biitinas, o visi kartu —
pakankami savokai nustatyti. Savokos turinys grieZtai apibrézia jos apimti ir atvirks-
¢iai. Priklausomybé yra atvirkscia: didéjant turiniui, mazéja apimtis. Pvz., jei lygia-
gretainio savokos turiniui priskirsime savybg ,,istrizainés tarpusavyje statmenos*, tai
jos apimtis sumazes iki rombu. Apibendrinimo procese savokos apimtis platéja, turi-
nys — siaur€ja. Specializacijos (susiaurinimo) procese — atvirksciai: apimtis mazgja,
bet turinys platéja. Aisku, tai tinka savokoms, kada vienos savokos apimtis yra kitos
savokos apimties poaibis. Jei pirmaja savoka pazymésime n, kita — m ir ju apimtys
bus v c w, tai antroji savoka m yra gimininé pirmajai, o pirmoji — risiné antrajai.

Didele reikSme savokuy formavimo procese turi ju zodiné ar simboliné iSraiska.
Zodis, zymintis grieztai apibrézta savoka i§ kurios nors mokslo srities, vadinamas
moksliniu terminu. Kartais painiojami ~omonimai (gr. ,, homoénymos *“ — bendravardis)
— zodziai, turintys ta pacia iSraiSka, bet skirtingas reikSmes. Pvz., terminas ,,Saknis®
turi dvi reikSmes matematikoje, po vieng — biologijoje ir morfologijoje. Egzistuoja ir
skirtingi terminai, iSreiSkiantys ta pacia savoka — sinonimai (lot. ,, synonymum*, gr.
,,synonymos “ — bendravardis).

Tad savokai biidinga: 1) ji yra Zzmogaus smegenu veiklos produktas; 2) ji atspindi
materialyji pasauli; 3) pazinime ji yra apibendrinimo priemong; 4) ji iSreiskia specifi-
n¢ zmogaus veikla; 5) jos formavimasis zmogaus samonéje yra neatskiriamas nuo jos
iSraiSkos kalba, uzrasu ar simboliu.

2. SAVOKU KLASIFIKACIJA

Savokos apimties iSaiskinimo procesas vadinamas klasifikacija, t. y. objekty, suda-
ran¢iy savokos apimtj, aibés suskaidymas | atskiras raisis. Suskaidymas grindziamas
vienos risies objekty tapatumu ir skirtingy rasiy objekty skirtingumu (remiantis tam
tikrais esminiais pozymiais). Pvz.:

Naturalieji skaiciai

— L T

Pirminiai skai¢iai Sudétiniai skaic¢iai Vienetas
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Teisinga klasifikacija bus tada, jei bus patenkintos Sios salygos: 1) klasifikacija
turi buti atlikta pagal viena apibrézta pozymi, kuris turi islikti nekintantis visame kla-
sifikacijos procese; 2) savokos, gautos klasifikacijos procese, turi biiti tarpusavyje
nepriklausomos; 3) savoky, gauty klasifikacijos procese, apim¢iy suma turi biiti lygi
pradinés savokos apimciai; 4) klasifikacijos procese biitina pereiti prie artimiausios
gimininés savokos.

Taigi klasifikacija — nuoseklus, daugiapakopis aibés skaidymas i klases, remiantis
tam tikru pagrindu. Tokiy klasifikacijy, daznai pasitaikanc¢iy matematikoje, pavyz-
dziai: kampu, trikampiy, keturkampiy, skai¢iuy, funkeijy, algebriniy reiskiniy ir t. t.
klasifikacijos.

3. SAVOKUY APIBREZIMAI

Mokymo tikslas — ne tik atskiry savokuy, bet ir visos sgvoky sistemos jsisavinimas
(temoje, visame mokomajame dalyke). Tam padeda rysiy tarp savoky atskleidimas nau-
dojantis apibrézimais ir klasifikacijos priemonémis. Neperpratus savoky sistemos nej-
manoma suprasti dedukcinés teorijos, kurios sudedamoji dalis ta sistema yra. Formalaus
loginio apibrézimo procesas yra vienos savokos pakeitimas kita, platesne, antrosios —
tre¢ia, dar platesne, ir t. t. AiSku, $is procesas negali biti begalinis. Turi biiti kokios nors
pradinés sqvokos, kurios néra apibréziamos per kitas duotosios sistemos sgvokas biitent
del to, kad jos yra pasirinktos kaip pradinés ir ju paprasciausiai néra kaip apibrézti. Mo-
kymo procese biitinai reikia sukurti tokias situacijas, kurios padéty mokiniams atskleisti
Sig charakteringa matematiniy savoky sistemos ypatybe, susijusia su dedukcinés teorijos
sukiirimu. Pvz., galima paaiskinti savokos ,,kvadratas* apibendrinima tokiu biidu: kva-
dratas (K) —rombas (R) — lygiagretainis (L) — keturkampis (K,) —figtra (F) (12 pav.).

Figtira — apibendrinimo riba, logikoje
vadinama kategorija — placiausios apim-
ties savoka. Figlira — tasky aibé, ploks-
tumos tasSky poaibis. Figiiros apibrézime
mes naudojamés savokomis ,taskas®,
,»aibé“, kurios matematikoje yra pradi-
nés, neapibréziamos.

Taigi pradinés savokos neapibréziamos
per kitas Sios teorijos savokas. Taciau tai
nereiskia, kad jos niekaip neapibréziamos.
Matematinéje teorijoje, sukurtoje remian-
tis formalia aksiomine sistema, pradinés
12 pav. savokos netiesiogiai apibréziamos per
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aksiomas (gr. axioma — pradinis teiginys). Aksiomomis iSreiSkiamos pradiniy savoky
savybés, santykiai tarp jy; visu tuo naudojamasi vystant teorija, remiantis iy aksiomy
baze. Bet joks mokyklinis matematikos kursas nei viename jo etape néra kuriamas kaip
abstrakti formalioji aksiominé sistema be jokios realios interpretacijos. Matematiné
teorija mokykloje visada pateikiama kaip turinti realy turinj, konkrety modeli. Pvz.,
teiginys ,,tiesé turi iStempto sitilo pavidala“ paaiSkina nesuprantama terminag ,,tiesé*
suprantamu terminu — fiziniu objektu ,,iStemptas sitilas. Aisku, minétas teiginys néra
grieztai matematinis ir negali bati atsakymas i klausima: ,,Kgq vadiname tiese?*, tokio
klausimo ir negalima uzduoti, nes savoka ,,tiesé¢* — pirminé, neapibréziama, o klausi-
mas, pradedamas zodziais ,,ka vadiname ..., reikalauja atsakymo — apibrézimo.

Pirmasis pagrindinis reikalavimas, keliamas bet kokio dalyko déstymui — reikala-
vimas, kad vartojamos savokos biity grieztai apibréztos, t. y. aiskios, tikslios. Moksli-
nis mastymas negali naudotis netiksliomis, nepakankamai apibréztomis, daugiareiks-
mémis savokomis. Kartu biitina pabrézti, kad vienareikSmis savokos apibrézimas
netrukdo savokoms vystytis, kisti, tobuléti.

Vartojant kurj nors specialy termina, reiskianti nauja savoka, biitina uztikrinti tei-
singg to termino supratima, nustatyti jo tikslia prasme, t. y. atskleisti atitinkamos savo-
kos turini. Daugumos matematikos terminuy turinys yra atskleidziamas apibrézimais,
kuriuose naudojami pirminiai terminai — kvantoriniai zodZiai bei loginés jungtys: ,.kie-
kvienas®, ,,visi, ,,yra®“, ,néra”, ,,ir", ,arba‘“, ,jei ..., tai...”, ,tada ir tik tada“ ir pan., taip
pat kitomis matematinémis savokomis, kuriy prasmé jau anksc¢iau buvo suvokta.

Taigi savokos turinio atskleidimas vadinamas jos apibrézimu. Apibréziant sagvoka
naudojamasi ne visais jos esminiais poZymiais (tai praktiskai bity neimanoma), o tik
bittinais, vadinamais apibrézianciaisiais.

Tegul remiantis apibrézianciaisiais poZymiais a., f, ..., ¢ suformuota sgvoka A , jos
apimtj irgi zymésime A. Dar pridésime pozymi &, ir i$ Sios naujos apibrézianciuyjy po-
zymiy aibés suformuojama nauja savoka B su apimtimi B. Jei apimtys A ir B sutampa,
tai pozymis & yra nereikalingas savokai B apibrézti, nes ji turi visi aibés A elementai
ir todél jis logiskai i$plaukia i§ poZymiy a, B, ..., o. Taigi jei i§ poZymiy aibés a, B, ...,
o galime iSmesti koki nors pozymi v ir po to like pozymiai leis apibrézti savoka A, tai
pozymis y néra biitinas ir jo kaip apibrézianciojo galima atsisakyti.

Apibréziant matematines savokas paprastai naudojamasi minimalia nepriklauso-
my pozymiy sistema. Kiekvienas pozymis joje neissirutulioja i$ likusiyjy. Bent vieno
i$ nepriklausomy pozymiy atsisakymas keicia savokos A apibrézima ir iSplecia jos
apimti. Pvz., jei i§ savokos ,,lygiagreiosios tiesés” pozymiy aibés iSmesime pozymij
,,biiti vienoje plok§tumoje®, tai praplésime Sios savokos apimti, i ja itraukdami ir pra-
silenkianciasias tieses.

Kiekviena savoka reiSkiama zodziu (terminu), o Kartais ir simboliu (gr. ,, symbo-
lon** — zenklas), vaizduojanciu $i terming. Savokos formavimo procese nustatoma
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abipusé vienareikSmé atitiktis tarp savokos ir termino, taip pat tarp termino ir simbo-
lio. Si atitiktis neturi buti pazeidziama svarstymy procese, Zinoma, jei néra specialiy
susitarimy. Termino atpléSimas nuo juo iSreiskiamos savokos matematinés prasmés,
termino matematinio turinio pakeitimas susijgs jau su matematikos ziniy formalizmu
(lot. ,, formalis *“ — susijgs su forma). Samoningas matematikos terminy ir matematiniy
simboliy vartojimas — svarbus matematikos Ziniy isisavinimo rodiklis.

Tuscios (nulinés) savokos apimtis tuséia. Pvz., tai galima pasakyti apie savoka
»didZiausias natiiralusis skaic¢ius“. Vieninés savokos apimtis — vienas elementas, pvz.:
,maziausias nattralusis skai¢ius® (1). Kiekvienas atskiras bendrosios savokos ele-
mentas yra konkreti vienetiné savoka. Pagal kurj nors esminj pozymj sujungg viene-
tines savokas ir abstrahavesi nuo ju individualiy, neesminiy poZymiy, gauname ben-
draja savoka.

Apibendrinsime. Jei aib&je A yra elementy, kurie turi tam tikra savybg P, ir ele-
menty, neturinciy $ios savybés, tai savybé P apibrézia aibés A suskaidyma i dvi klases
(poaibius):

B={xe AAPXx)}ir B= {xe An P(x)};
&ia P(x) reiskia, kad elementas x turi savybe P, o P(x) — kad elementas x §ios savy-
bés neturi. Sis suskaidymas tenkina visas teisingo aibés suskaidymo i klases salygas:
kiekviena klasé néra tuséia (B = & ir B # ), §ios klasés nesikerta (B n B = @) ir
i§semia duotaja aibe¢ A (B U B = A). Naudodamiesi savybe P mes ir apibrézéme aibe
B kaip aibés A poaibi (Cia A — gimininé savoka, P — riSinis skirtumas (pozymis)).

4. APIBREZIMY RUSYS

Matematikos moksle naudojamos jvairios apibrézimy risys. Aptarsime jas.

Kadangi savoka — mastymo forma, tai bitina tiksliai skirti formaly loginj savokos
apibrézima ir jos formavimq mokiniy samong¢je. Daugeliu atvejy formaliai neimano-
ma i$analizuoti visy esminiy sagvokos pozymiy (t. y. nurodyti savokos turinio) ar iSvar-
dyti visy elementy, jeinanciy i savokos apimtj, ta¢iau mokymo procese taip daroma.
Pvz., pradiniy klasiy matematikos vadovéliuose pasitaiko pieSiniy, kuriuose pavaiz-
duota atitinkamai keletas tiesiy atkarpy ir keletas kreiviy lanky, o po tais pieSiniais
uzrasyta: ,, Tai — tiesés®, ,, Tai — kreivés®. Taip lyg ir pateikiamas vaizdus ,,tiesumo* ir
LHkreivumo® pozymiuy ,,iSskaic¢iavimas®. Aisku, logine prasme tokie ,,apibrézimai* —
netobuli, taciau vaizdine prasme — labai itikinantys. Penktoje klas¢je aiskinama, kad
»hatiiralieji skaiciai — tai skaiciai 1, 2, 3, ...“. Aisku, kad taip apibrézti nattraliuosius
skaiCius logiskai irgi néra teisinga, tac¢iau mokymo pradzioje to pakanka. Pateiktieji
pavyzdziai — ne apibrézimai, o tik paaiskinantieji aprasymai, logikoje vadinami os-
tensiniais apibrézimais.
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Dazniausiai pasitaiko tokie loginiai apibrézimai, kuriuose pateikiami ne visi cha-
rakteringieji savokos poZymiai, o tik tie, kurie atskiria naujq sagvoka nuo jau anksciau
apibrézty. Siais atvejais paprastai apibrézimams formuluoti jau yra tam tikra baze.
Aptarsime kitus mokykloje vartojamus apibrézimus.

1. Naujas objektas apibréziamas kaip jau zinomas, taciau turintis kai kuriy spe-
cifiniy savybiuy, arba kaip objektas — santykis tarp jau Zinomy objektu. Apibré-
Zime apraSomos ypatingos savybés (ar santykiai), kuriomis (kuriais) pasizymi
apibréziamasis objektas. Todél tokie apibrézimai vadinami deskripciniais (ap-
raSomaisiais, lot. ,, descriptivus *‘). Pvz.: ,,Stacioji prizmé, kurios pagrindas yra
lygiagretainis, vadinama staciuoju gretasieniu®. Aisku, ¢ia panaudojami mode-
liai, pieSiniai, aplinkoje esantys daiktai, kurie iliustruoja §i apibrézima. Taciau
kartai vaizdumo panaudoti negalima, pvz.: ,,Kvadratine Saknimi i$ skaiciaus a
vadiname skai¢iy, kurj pakéle kvadratu gausime skai¢iy a“. Cia jau teks remtis
tik skaitiniais pavyzdziais.

2. Pasinaudojant jau zinomomis operacijomis, kurias su zinomais objektais galima
atlikti tam tikra tvarka, mokiniams padedama suvokti kitus naujus objektus. To-
kios riiSies apibrézimai vadinami konstrukciniais (lot. ,, constructio — sustaty-
mas, sandara) arba genetiniais. Pvz.: ,,PlokStumoje o nubrézkime lygiagretaini
ABCD. I§ visy jo virStiniy iSveskime lygiagrecias tieses, negulincias plokStumoje
o Tiesése vienoje puséje nuo plokstumos o atidékime atkarpas AE = BF = CG =
DH. Siy keturiy atkarpy galai yra briaunainio, kurio visos sienos lygiagretainiai,
virsinés. Tokj briaunaini vadiname gretasieniu®. Panasus ir kitas apibrézimas:
,»Skaiciaus a laipsniu su nattraliuoju rodikliu # > 1 vadiname sandauga » daugi-
namuyjy, kuriy kiekvienas lygus a*. Abiem atvejais mokiniai su jiems zinomais
matematiniais objektais atlikinéjo jiems Zinomas operacijas. Taigi genetiniuose
apibrézimuose i§ tiesy nurodomas apibréziamojo objekto sukiirimo procesas.
Taip mokykloje apibréziamas ir apskritimas, sfera, ritinys, kiigis. Genetiniais
apibrézimais daznai naudojamasi ir mokykloje nagrin¢jant funkcijas, kada nu-
statoma taisyklé (atitikties désnis), pagal kuria kiekvienam vienos aibés elemen-
tui nustatomas ji atitinkantis kitos (ar tos pacios) aibés elementas. Tokie apibre-
zimai mokykloje naudojami kiekviena karta pleciant skaiCiaus savoka, ivedant
aritmetinius veiksmus prapléstose skai¢iy aibése, pleciant laipsnio savoka ir t. t.
Kadangi panasiais atvejais genetiniai apibrézimai yra pagristi kai kuriais susita-
rimais, tai juos paprastai vadiname apibrézimais — sqlyginiais susitarimais. Dar
viena apibrézimy rasis — indukciniai — yra tokia genetiniy apibrézimy atmaina,
kai objektai (dazniausiai skai¢iy, tasky ir kt. aibés) apibréziami formule, pagal
kurig apskaiciuojami atskiri tos aibés elementai. Taip matematikoje formuluo-
jami nagrinéjamy kreiviy apibréZzimai, pvz., parabolés — y = x?, aritmetinés bei
geometrings progresiju bendrojo nario ir # nariy sumos apibrézimai.
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3. Formuluojant loginius apibrézimus, juose iSskai¢iuojami ne visi charakteringieji
savokos pozymiai, o tik tie, kurie skiria naujg savoka nuo jau zinomy. Papras-
¢iausiu atveju tokiy pozymiy yra tik 2: ,,Ploks¢ioji (I pozymis) figtira vadinama
iSkiliaja, jeigu jai priklauso atkarpa, jungianti bet kuriuos du jos taskus (II po-
zymis)*“. Jei ir iskiliosios figliros (A), ir daugiakampio (B) savokos jau sufor-
muotos, galima pateikti ir tokj apibrézima: ,,ISkiliuoju daugiakampiu vadina-
mas daugiakampis, kuris yra iSkilioji figtira®. Bendru atveju toks apibrézimas
skambéty: ,,.B yra A, turintis savybe a‘. Savoka A vadinama gimine (giminine
sqvoka) savokos B atzvilgiu, o savoka B — risimi arba risine sqvoka savokos A
atzvilgiu, pats pozymis o vadinamas risiniu skirtumu. Tokios riiSies apibrézimai
vadinami apibrézimais gimine ir risiniu skirtumu. RuSinis pozymis o visada
yra neesminis gimininés savokos A pozymis, bet yra esminis apibréziamajai,
rusinei sgvokai B. Tad apibrézimas gimine ir rasiniu skirtumu — tai nurodymas
bendresnés savokos, kurios atskira atveji sudaro apibréziamoji savoka, ir kurio
nors pozymio, skirian¢io nauja savoka nuo visy kity savoku, ieinanciy i ta ben-
dresne savoka. Pvz., taip apibréziami rombas, kvadratas, trapecija. Kitas apibre-
zimy formulavimo biuidas — charakteringyjy savokos pozymiy isskaic¢iavimas.
Taip apibréziamos lygiagreciosios tiesés, plokStumos. Mokymo praktikoje pries
ivedant nauja savoka ir j apibréziant paprastai pateikiami konkretsis pavyzdziai
objekty, priklausan¢iy gimininei savokai, turin¢iy risini pozymi ir neturinéiy jo.
Pvz., pries apibréziant savoka ,,sudétinis skaicius®, pateikiami pavyzdziai nati-
raliyjy skaiciy, turinciy kelis daliklius (6, 10, 16, 18 ir t. t.), ir pirminiy skaiciy
(3,5,7, 11 ir t. t.). Apibrézimai gimine ir rii$iniu skirtumu gali baiti deskripciniai
ir genetiniai. Pirmuoju atveju tai bus auksciau pateiktas iSkiliojo daugiakampio
apibrézimas, antruoju — taip pat auksSciau pateiktas gretasienio apibrézimas.

Tegul turime savoka E, i$ kurios pagal skirtingus rusinius pozymius o ir 3 i$skirtos

dvi naujos savokos A ir B. Aptarsime $iy savoky rysi. 13 pav. pavaizduoti visi 5 galimi
ju santykiai.

Panagrinésime visus $iuos atvejus.

I. Tegu E — keturkampiai, pozymis 3 — prieSingy krastiniy lygiagretumas, pozy-
mis o — visy krastiniy lygumas. Aisku, kad aibé B bus lygiagretainiai, o aibé
A —rombai. Gausime apibrézima: ,,Rombas — lygiagretainis, kurio dvi gretimos
krastinés lygios*. Beje, kartais apibréziama nebitinai per artimiausia giming.
Pvz., trapecija apibréziama artimiausia gimine kaip ,,keturkampis, turintis dvi
lygiagrecCias krastines*. Taciau tai netaikoma lygiagretainio apibrézime, kad la-
biau pabréztume skirtuma tarp lygiagretainiy ir trapeciju, nes tada lygiagretaini
turétume apibrézti taip: ,,Jeigu keturkampyje su dviem lygiagreCiomis krastiné-
mis ir kitos dvi krastinés lygiagrecios, tai toks keturkampis vadinamas lygia-
gretainiu®. Toks apibrézimas, nors ir teisingas, taciau labai griozdiskas.
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1 4 i

A<8 Bca A=8

ABr@=C AfiB =@

13 pav.

II. Sis atvejis ir pirmasis yra analogiski.

111 Siuo atveju susiduriame su lygiaver¢iais tos pacios savokos apibrézimais. Vie-
na ju priimame ir vartojame, antrojo atsisakome. Pvz., apibrézus lygiakrasti
trikampi (A) kaip trikampi, kurio visos krastinés lygios (o), galima suformu-
luoti ir lygiakampio trikampio (B) apibrézima — jo visi kampai bus lygiis ().
Savokos A ir B bus tapacios, bet tradiciskai pasirenkamas pirmasis apibrézi-
mas, taciau, ypac sprendziant uzdavinius ar irodinéjant teoremas, naudojamasi
ir antruoju apibrézimu.

IV. Jei E — lygiagretainiai, o — stataus kampo buvimas, 3 — gretimy krastiniuy lygu-
mas, tai A — staciakampiai, B — rombai, C — kvadratai. Turime du lygiavercius
kvadrato apibrézimus: ,,Kvadratas — tai staciakampis, kurio dvi gretimos kras-
tinés lygios* ir ,,Kvadratas — tai rombas, kurio kampai statiis*.

V. Cia gali biiti: E — keturkampiai, A — lygiagretainiai, B — trapecijos.

Apibréziant savokas per artimiausig giming ir rasinj skirtuma, susiduriame ir su

savoky susiaurinimu bei apibendrinimu. Tegu E — daugiakampiai, A — iskilieji dau-
giakampiai, B — keturkampiai, D — lygiagretainiai, U — staCiakampiai, V — rombai, W
— kvadratai. Tada turésime:

EoBo>CoDo>UoW.

Tai savokos siaurinimas. Einant atvirkscia tvarka, turésime savokos apibendrini-

ma. Sie procesai yra vienas kitam atvirkstiniai (14 pav.).
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14 pav.

Beje, su savokos siaurinimo procesu yra susijgs ir jos skirstymo (klasifikacijos)
procesas. Jei norétume savoka A (natiiralieji skaiciai) suskirstyti pagal neesminius
pozymius: o (turéti daugiau kaip du daliklius), f (turéti tik du daliklius) ir y (turéti
tik viena daliklj), o esminis pozymis — natiiraliojo skaiCiaus dalikliy skaicius biity
skirstymo pagrindas, tai gautume jau auk$c¢iau minétus tris poklasius — sudétinius bei
pirminius skaicius ir skai¢iy 1.

Tegul savoka A — trikampiai, nepriklausomy neesminiy pozymiy aibé: o — turéti
tik smailiuosius kampus, 3 — turéti staty kampa, v — turéti buka kampa, esminis po-
zymis — kampy didumas, tada trikampiai bus suskirstyti | smailiuosius, stac¢iuosius
ir bukuosius. Panasiai pagal krastiniy ilgius trikampiai suskirstomi i jvairiakrascius,
lygiaSonius ir lygiakrascius.

4. Zemesnése klasése, kaip jau minéta, kur tiksliy apibrézimy dél nepakankamo
mokiniy matematinio iSprusimo ir ju amziaus ypatybiu suformuluoti dar nei-
manoma, pateikiami ostensiniai apibrézimai. Pvz.: ;)2 >4,3+2>1,5<8 —tai
nelygybés® ir pan.

5. Vyresniosiose klasése taikomi ir apibrézimai per abstrakcijq. Pvz.: ,Natiiralu-
sis skaicius — ekvivalenciy baigtiniy aibiy klasés charakteristika“.
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5. SAVOKY MOKYMO METODIKA

5.1. Bendros pastabos

Apibrézimas yra vienas i$ esminiy biidy naujoms savokoms ivesti. Apibrézimas
— tai tokia formuluoté, kuri apibréziamaja savoka jveda { jau Zinomy mokiniams duo-
tosios matematikos Sakos savoky sistema.

Pirmyjy kiekvieno mokslinio dalyko savoky, kaip jau minéta, negalima apibrézti,
tad jas reikia paaiskinti praktiskai: tiesé¢ — iStempta virvuté, plokstuma — stalo, raso-
mosios lentos pavir$ius ir pan. Santykiai tarp pirminiy, pagrindiniy savoky nustatomi
aksiomomis. Jos pagrindines savokas netiesiogiai apibrézia tokiu laipsniu, kad jas
véliau galima vartoti apibrézimuose.

5.2. Savoky jvedimo mokymo procese budai
5.2.1. Bendros pastabos

Savoky vaidmuo mokymo procese yra ypac svarbus. Nuo savoky iSmokimo
kokybés tiesiogiai priklauso matematikos iSmokimo kokybé: gilumas, i§samumas,
pagristumas, ziniy, moké&jimy ir jgiidziy tvirtumas. Yra nepaprastai svarbu, kad mo-
kiniai tvirtai isisavinty matematines savokas, suvokty ju prasme, turini, apimti. Tai
uztikrina teisinga savoku vartojima praktikoje konkreciais atvejais. Ypac kruopséiai
reikia mokytis suprasti savokas, vartojamas teoremy irodymuose, taisykliy pagrin-
dimuose.

Spragos jsimenant savokas kenkia ziniy tvirtumui, gimdo formalizma.

Taigi viena pagrindiniy matematikos didaktikos taisykliy yra: kiekvieng matema-
ting savoka mokinys turi jsisavinti tobulai.

Jokiu buidu negalima teikti mokiniams klaidingy ar iSkreipty savokuy: tai anksciau
ar véliau taps stabdziu mokantis, ty savoky teks atsisakyti, jas pakeisti teisingomis. Jei
vaiky protinio i$sivystymo lygis dar neleidzia pateikti savokos taip, kaip tai priimta
moksle, tai reikia sqvoka pateikti taip, kad jie galétu ja suprasti, o véliau — tobulinti §i
supratima, savoka suformuluojant moksliniu lygiu.

Ugdant teisinga ir efektyvy savokini vaiky mastyma, biitina, kad $is mastymas
remtysi jutiminiu suvokimu, pojii¢iais, vaizdiniais. O tam tikslui biitina pasitelkti
vaizdines priemones: konkrecius daiktus, modelius, vaizdus, remtis vaiky gyveni-
miskuoju patyrimu bei anksc¢iau jgytomis matematikos ziniomis. Tad supazindinant
mokinius su nauja savoka, reikia pradéti nuo ,,gyvojo* suvokimo, nuo konkreciy
situacijy, pasitelkti juy turimus vaizdinius; reikia pasiekti, kad mokiniai i$skirty es-
mines nagrinéjamo objekto savybes, atmesty neesmines ir taip ivaldytu nauja sa-
voka, pereidami prie abstraktaus mastymo. Su kiekviena nauja savoka jvedamas
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7odis, zymintis ja — terminas. Si terming vaikai turi jsiminti, suvokti jo turinj ir ap-
imti; jis palaipsniui turi jeiti { aktyvyji mokinio Zodyna, tapti jo antrosios signalinés
sistemos signalu, sukelianCiu teisinga smegeny reakcija. Kartais savoka Zymima ir
salyginiu simboliu: L, A, || ir pan. Tas simbolis irgi turi tapti antrosios signalinés
sistemos signalu.

Savoky formavimo procesas yra sudétingas. Jame taikoma elementari analizé (gr.
,,analysis“ — skaidymas) — mastomojo objekto suskaidymas i atskirus elementus,
stengiantis i$skirti tuos jo pozymius, kurie yra esminiai. Analizé¢ palydima elementaria
sinteze (gr. ,,synthesis“ — sujungimas, sudarymas, derinimas) — | visuma sujungiami
esminiai sgvokos pozymiai, sudaroma klasé objekty, kurie Zzymimi nauja sgvoka. Tai-
gi formuojant savoka lemiama vaidmeni vaidina abstrahavimas — mintinis i§skyrimas
to, kas esminga ir atsisakymas kity, neesminiu pozymiy.

Matematiniy savoky vaidmuo mokantis matematikos yra jvairus: vienos jtraukia-
mos i logines operacijas — jrodymus, taisykliy, algoritmy pagrindimus (pvz., trikam-
pis, lygiagretainis, logaritmas), kitos { tas operacijas neitraukiamos ir vaidina pagal-
binj vaidmeni (pvz., aksioma, lema), dar kitos {vairiuose mokymo etapuose vaidina
skirtinga vaidmeni (pvz., trikampis pradiniame mokymo etape yra vartojamas kaip
skaiciuojamoji medziaga, skai¢iavimo objektas, o mokantis geometrijos tampa sa-
varankisku nagrinéjimo objektu). Savoky isisavinimo sunkumai irgi yra skirtingi. Jie
priklauso nuo savokos esmés, jos reik§més mokantis dalyko, nuo moksleiviy amziaus
tarpsniy. Tad ir savoky ivedimo keliai yra jvairis. Pagrindiniai yra tokie: a) apibré-
zimas abstrahuojant (kartais palydint apraSomaisiais paaiskinimais); b) netiesioginis
apibrézimas aksiomomis; c¢) apibrézimas artimiausia gimine ir rusiniu skirtumu ar
i$skaic¢iuojant esminius pozymius.

5.2.2. Apibrézimas abstrahuojant

Ivedant gretasienio, ritinio, rutulio ir apskritai bet kokio geometrinio kiino savokas,
demonstruojami jvairaus dydzio, pagaminti i jvairiy medziagy, ivairiy spalvy objek-
tai ir, kalbantis su mokiniais, iSsiaiSkinama, kad geometrijoje abstrahuojamasi nuo
neesminiy savybiuy, iSskiriant esmines: forma, matmenis, tarpusavio i§sidéstyma. Taip
ateinama prie savokos aprasomojo apibrézimo: ,,Geometrinis kiinas — erdvés dalis,
apribota i§ visy pusiy pavirsiais®. Tokios savokos formavimo procesas — sudétingas
pedagoginis ir psichologinis procesas, labai priklausantis nuo mokytojo meistrisku-
mo: nuo jo priklauso, kaip praeis pirmasis ,,susitikimas su nauja savoka, ar teisingai
mokiniai ja susiformuos, ar liks mokiniy samongje $i sgvoka ilgam.

Analogiskai ivedamos pavirSiaus, linijos, tasko, geometrinés figtiros, tiesés, ploks-
tumos savokos.
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5.2.3. Aiskinantieji aprasymai

Auksciau aptaréme geometrinio kiino aiskinantjji apraSyma. Geometrinis kiinas
— pirmoji savoka, kuri jvedama geometrijos kurse. Jo negalima apibrézti kitomis ge-
ometrinémis savokomis, nes tokiy savoky mokiniai dar nezino. AiSkinamasis apra-
Symas remiasi tomis sgvokomis ir vaizdiniais, kuriuos mokiniai turi igij¢ gyvenimo
patirtimi: erdvé, dalis, apribojimas, pusé ir kt.

Sakiniai: ,,Pavirsius — kiino riba“, ,,PavirSius — bendra gretimy erdvés sri¢iy dalis®,
»Linija — dviejy pavirsiaus sri¢iy bendroji dalis®, ,,Taskas yra bendra dviejy gretimy
tos pacios linijos daliy dalis* yra aiSkinantieji aprasymai.

Daznai tokie aprasymai naudojami ir aritmetikoje: ,,Nattralusis skaicius yra arba
vienetas, arba keleto vienety rinkinys®, ,,Trupmena — vieneto dalis arba keleto jo vie-
nody daliy rinkinys* ir pan.

Kai kurie mokytojai painioja aiSkinanciuosius apraSymus ir loginius apibrézimus,
pirmuosius laikydami pastaraisiais. AiSkinantieji apraSymai néra matematiniai teigi-
niai, jie nenaudojami kaip argumentai {rodymuose, kaip tikrieji loginiai apibrézimai.
Todél nereikia versti mokiniy iSmokti tuos aprasymus, pakanka, kad jie mokéty atpa-
sakoti savais zodziais. O apibrézimus mokiniai turi mokéti formuluoti tiksliai.

Kaip iSmokyti atskirti apraSymus nuo apibrézimy? Apibrézimuose naudojamos tik
anksciau vienu ar kitu biidu jvestos savokos, o apraSymuose, greta nagrinéjamo kurso
savoky, placiai naudojamasi mokiniy gyvenimo patirtimi, vaizdiniais ir savokomis,
sukauptomis §ia patirtimi.

Kartais ir vadovéliy autoriai painioja apibrézimus ir aiSkinan¢iuosius aprasymus.

Aiskinantieji aprasymai yra keliy rasiy:

1. Primityviausi (lot. ,, primitivus “ — pirmykstis, ankstyvas), nurodantys prakting
savokos reikSmeg; jie kartais vadinami tiksliniais (pvz.: ,,Natiralieji skaiciai rei-
kalingi daikty skaiciavimui®).

2. Priezastiniai, arba kauzaliniai (lot. ,, causalis ““ — priezastinis) — juose nurodo-
mos kai kurios galimos savokos atsiradimo priezastys (pvz.: ,,Natiralieji skai-
Ciai — daikty skaiciavimo rezultatas®, ,,Linija — judancio tasko pédsakas).

3. Nurodantieji, kuo gali biiti laikoma savoka (pvz.: ,,Taskas — linijos riba®, ,,Lini-
ja—pavirSiaus riba“); daznai tokie aprasymai atskleidzia neesminius pozymius:
taskas nebitinai yra linijos gale, bet gali biiti ir jos viduje, ir $alia jos.

4. Sisteminiai (gr. ,,systéma‘— sandara, junginys) — patys vertingiausi, atsklei-
dziantys esmines savoky savybes (pvz.; ,,Kampas — vieno spindulio polinkio i
kita spinduli matas‘).

Ivedant nauja savoka, galima ir pageidautina pateikti ne viena, o keleta jos apraSy-

muy. Kiekvienas juy atskleis dali savokos esmés, o keli esmg atskleis iSsamiau. Net pries
formuluojant loginj apibrézima naudotini ir aiSkinantieji apraSymai.
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5.2.4. Loginiai apibrézimai

“«

Jie jvedami, ypa¢ zemesnése klasése, euristinio (gr. ,, heurisko** — randu) pokal-
bio metu, placiai naudojantis mokiniy Ziniomis, gyvenimo patyrimu. Idealus euristinio
pokalbio rezultatas — paciy mokiniy suformuluotas apibrézimas. Pedagogine prasme
tai nepaprastai naudinga: suzadinamas mokiniy kiirybinis aktyvumas, naujas terminas
itraukiamas i aktyvyji mokiniy Zodyna, atskleidziamas savokos turinys, lengviau isi-
menamas apibrézimo formulavimas, realizuojamas mokymo samoningumo principas.

Taciau kartais sagvokos jvedima galima pradéti i§ karto pateikiant mokiniams api-
brézimo formuluotg. Taip daroma tada, kai apibrézimas mokiniy gali biiti suvoktas
be iSankstinio juy parengimo (pvz., taip {vedamos staciakampio ir kvadrato savokos
geometrijos kurse, nes bendras vienos ir kitos figiros vaizdinys mokiniy samong¢je
formuojasi jau mokantis pradinés matematikos ir per gyvenimiska praktika).

Apibrézimas — matematinis teiginys. Kiekvienas mokinys turi ji isiminti ir lengvai
nio kartojimo, pratyby keliu.

Reikia atsiminti, kad yra tokiy matematiniy savokuy, kurios formuojamos ilga lai-
ka, nuolat jas tikslinant: skai¢ius, funkcija, lygtis. Sios savokos formuojamos nuolat
prie ju griztant beveik per visa mokymosi mokykloje laika. Yra savoky, kurios for-
muojamos keleta pamokuy: funkcijos i§vestiné, iracionalusis skaicius.

5.2.5. Netiesioginis apibrézimas aksiomomis

Pirminés (pagrindinés) savokos suvokiamos abstrahuojantis nuo konkreciy situ-
aciju (pvz., tiesé, plokStuma). Taciau taip suformuotos savokos dar netinka taikyti
irodymuose. Tod¢l biitina nustatyti ju sarysj pasinaudojant aksiomomis. Pvz.: ,,Per du
taskus galima nubrézti tiesg ir tiktai vieng™.

5.3. Mokiniy supazindinimas su savoky klasifikavimu

Apibréziant savokas esminj vaidmeni vaidina jy turinys, o klasifikuojant — apimtis.
Mokiniai turi suvokti, kad klasifikacija — objekty aibés, sudarancios savokos apimti,
dalijimas i rusis, remiantis vienos riisies objekty tapatumu ir jy esminiy pozymiy skir-
tingumu nuo kity rasiy objekty esminiy pozymiy. Pirma karta mokiniai atlieka klasi-
fikacija pradinése klasése, suskirstydami kampus: smailieji, statieji, bukieji ir isties-
tiniai. Véliau, vidurinése klasése, mokiniai skirsto trikampius pagal kampy diduma ir
krastiniy lyguma, dar veliau klasifikuoja keturkampius .

Supazindinimas su matematinémis klasifikacijomis turi bendraji didaktini charak-
teri: atskleidziama bendroji klasifikacijos esmé, nes klasifikacijos taikomos jvairiose
mokslo ir praktikos srityse. Kartu matematines klasifikacijos pagilina mokiniy mate-
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matikos zinias, padeda geriau atskleisti savoky apimti, tiksliau formuluoti ju apibrézi-
mus. Ypac jos vertingos kartojant kursa.

5.4. Matematiniy savoky jvedimas mokykloje

Savokos turinio atskleidimo procesas — jos poZymiy iSvardijimas. Biitini ir pakan-
kami savokos pozymiai, iSvardyti risliu sakiniu (Zzodiniu ar raSytiniu, simboliniu), yra
savokos apibrézimas. Apibrézimas atskleidzia sgvokos turini.

Apibrézimai nejrodinéjami, jie — salyginiai susitarimai, pasirenkami protingai,
remiantis vienos ar kitos savokos realiomis savybémis ar tam tikrais reikalavimais
(ivedant nauja savoka). Dalis matematiniy sagvoky — pirminiy — neapibréziamos (jos
netiesiogiai apibréziamos aksiomomis).

Zymus pranciizy matematikas Morisas René Fres¢ (Fréchet, 1878-1973) reika-
lavo nepateikti jokiy apibrézimy, nenurodzius ju kilmés, taip to, kam jie reikalingi ir
kaip taikomi. Vienas i§ naujy savoky jvedimo biidy — konkretusis indukcinis. Stai kaip
juo remiantis gali biiti supazindinama su savoka ,,lygiagreciosios tiesés* (11 lentelé
[127, p. 73-74)).

Ivedant savokas, kurios yra organiskai susij¢ su mokiniams jau zinomomis savo-
komis, naudojamas abstraktusis dedukcinis biidas.

Pvz., ivedant kvadratinés lygties savoka, gali biiti elgiamasi taip.

1. Pateikiamas naujos savokos apibrézimas: ,,Lygtis pavidalo ax> + bx + ¢ = 0, kur

a # 0, vadinama kvadratine lygtimi*. Terminas motyvuojamas tuo, kad lygtyje
yra kintamojo kvadratas.

2. ISnagrin¢jami daliniai atvejai ir pateikiama klasifikacija:

Pilnoji kvadratiné lygtis

ax’+bx+c=0

v v

Suprastinta kvadratiné lygtis Nepilnosios kvadratinés lygtys

X2+px+qg=0 \l/ \l/ \l/

ax+c=0 ax2+bx=0 ax2=0

Cia biitinas kontrpavyzdys: ar lygtis bx + ¢ = 0 yra kvadratiné?
3. Ivestoji savoka iliustruojama konkreciais pavyzdziais.
4. Pateikiami konkrettis pavyzdziai, kuriuose naujoji savoka taikoma (pvz.: fizikos

2
formule = qr galima laikyti kvadratine lygtimi g#* - 2s = 0), Sios lygtys
2

panaudojamos sprendziant tekstinius uzdavinius.
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11 lentelé

Mokiniy supazindinimo su lygiagreciosiomis tiesémis eiga

Mokymo proceso etapai | Psichologinés Konkreti sqvokos iSraiSka
sqvokos (ZodZiais, simboliais, modeliais)
formavimo
pakopos

1 Zingsnis. Ryskiy Pojitis ir Gelezinkelio bégiai (tiesiose

praktiniy pavyzdziy, suvokimas gelezinkelio atkarpose), dury

rodanciy Sios sagvokos
ivedimo tikslinguma,
ieSkojimas

rémai ir t. t.

11 Zingsnis. Ivairiy
esminiy ir neesminiy
nagrinéjamos savokos
pozymiy iSaiskinimas
(mokiniai), savoka
zyminc¢io termino
ivedimas (mokytojas)

Ypatingy atveju (jei ju
yra) nagrinéjimas

Termino jvedimas ir jo
motyvacija (mokytojas)

Peréjimas nuo
suvokimo prie
vaizdinio

1) Tiesés yra horizontalios
(neesminis poz.)

2) Tiesés vienodai nutolusios
viena nuo Kitos (esminis
poz.)

3) Tiesés neturi bendry tasky
(esminis poz.)

4) Tiesés pratgsiamos |
abi puses iki begalybés
(neesminis poz.)

Pazymima, kad sutampancios
tiesés yra vienodai nutolusios
viena nuo kitos (atstumas lygus
nuliui)

Lygiagrecios tiesés (lygia greta)

111 Zingsnis. Esminiy
pasirinktosios savokos
savybiy atrinkimas ir
Sios sgvokos apibrézimo
formulavimas (mokiniai,
bandymy keliu)

Tikslus apibrézimas
(mokytojas), jo
pakartojimas (mokiniai)

Per¢jimas nuo
vaizdinio prie
sgvokos

1) Lygiagrecios tiesés —
pora tiesiy, kurios neturi
bendry tasky (nepilnas
apibrézimas, kontrpavyzdys:
prasilenkiancios ar
sutampancios tiesés)

2) Dvi tiesés a ir b, esancios
toje pacioje plokstumoje,
vadinamos lygiagretémis, jei
jos neturi bendry tasky arba
sutampa
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1V zZingsnis. Savokos Savokos 1) Kopéciy skersiniai
iliustracija konkreciais formavimas 2) Sienos ir luby bei tos pacios
pavyzdziais sienos ir grindy susikirtimo
tiesés

3) Kubo priesingos briaunos
Simbolinis zymejimas a||b arba AB||CD
V zingsnis. Kiti galimi Savokos 1) Lygiagrecios tiesés yra
savokos apibrézimai isisavinimas tokios, kurios: a) yra vienoje

plokstumoje; b) sutampa ar
neturi bendry tasky

2) Lygiagrecios tieses —
tiesés, esancios vienoje
plokstumoje ir negalincios
turéti vieno bendro taSko

Isisavindami nauja matemating savoka, mokiniai mokosi ir taikyti $ia savoka savo
matematinés veiklos procese, surasti ja teoremu jrodymuose ar uzdaviniy sprendi-
muose tais atvejais, kai ta sgvoka ten slypi. Ypac tai daznai praktikuojama geometri-
joje, sudétingesniuose ar nejprastai iSdéstytuose bréziniuose.

Pradinése klasése, ypac ten, kur naudojamasi ostensiniais apibrézimais, elgiamasi
dar paprasciau. Rokiskio Romuvos gimnazijos I klas¢je vyresnioji mokytoja Ramuté
Repsiené diagramos (gr. ,, diagramma “ — brézinys, vaizdas) savoka jvedé tokiu budu.
ISkabino tinklelj (15 pav.), o po to kiekvienas mokinys iklijavo i atitinkama stulpeli
atitinkamos spalvos staciakampi (pagal tai, kokiu mety laiku kiekvienas i§ jy gime) ir
gavo diagrama (mokytoja taip ir pasaké: ,,Gavome diagrama*).

—
(e}

— I W[ Al |[Q|0]|O

Pavasaris

Vasara
15 pav.
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Toliau vaikai atsaké i klausimus:

- Kokiu mety laiku gimé daugiausia miisy klasés mokiniy?
- Kiek ju gimé vasarg?

- Kokiu mety laiku gimé maziausia miisy klasés mokiniy?
- Kiek ju gimé rudeni?

- Kiek gimé pavasari?

- Kiek gimé ziema?

- Keliais vaikais yra daugiau gimg vasara negu pavasarj?

- Keliais vaikais gimé maziau rudenj negu pavasarj?

\V

(<]
A

16 pav.

Po pedagoginés pertraukélés mokytoja vaikams padalijo vo-
kus su geometriniy figiiry rinkiniais (trikampiy, kvadraty, skri-
tuliy, sta¢iakampiy) ir liepé vaikams i$ ty figliry sukonstruoti
kokia nors sudétingesng figiira: automobili, namuka, gyviina,
gele ir t. t. Toliau vaikams padalijo po auksc¢iau pateiktos for-
mos lentele, tik vietoje ZodZiy: ,,pavasaris, ,,vasara®, ,,ruduo®,
,»Ziema‘ buvo figiiry piesiniai: A, O, [J,ir liepé suskaiiuo-
ti panaudotas geometrines figtiras, bei nuspalvinti atitinkamame
stulpelyje tiek langeliy, kiek atitinkamy figtiry jis panaudojo
konstruodamas. Pvz., jei mokinys sukonstravo figiira (16 pav.),
tai jis I stulpelyje nuspalvino 4, 1I-1, I1I-3, IV-3 langelius.

Apklausé mokinius ir nustaté, kas kokiy figiru panaudojo
daugiausia ir lentoje irgi iSkabinusi tuscia lentele, paprasé vai-
ku uzklijuoti tiek langeliy, kiek daugiausia klasé¢je panaudojo
vairiy figiry. Pokalbio metu formulavo klausimus, panasius
1 auksciau pateiktus. Taip vaikai per pamoka sudaré 3 diagra-
mas, iSmoko pagal jas atsakyti | klausimus, {prato vartoti jiems
naujq terming.

5. 5. Tipinés mokiniy klaidos, daromos jvaldant matematines sgvokas

Rusy pedagogikos klasikas Konstantinas USinskis (1824—1871) perspéjo, kad labai
svarbu teisingai mokyti vaika nuo pat pirmyjy matematikos pamokuy: ,,Daugelis vaiky
atrodo nenuovokis aritmetikoje todél, kad néra reikiamai isisaving aritmetinés kalbos.
O mokytojas, skirdamas vaikams uzdavini rastu ir kartu pratindamas prie naujos jiems
kalbos, daro didelg pedagoging klaida: jis reikalauja i§ vaiky vienu metu dviejy darby
ir vaikus labai apsunkina, todél jie negali kaip reikiant atlikti nei vieno, nei kito. Stai
kodél a$ patariu i§ ankSto jpratinti vaikus rasyti ir skaityti jau i§sprestus uzdavinius,
0 jau paskiau pradéti spresti uzdavinius rastu® [109, p. 608], t. y. K. Usinskis mokant
sitilo laikytis tokio nuoseklumo:
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,, penki ir trys bus astuoni
Sir3 bus 8§
5+3=8“[109, p. 608].

Visi §ie perspéjimai tinka ir mokant matematiniy savoku.

Ypac daznos klaidos apibrézimy formuluotése. Aptarsime pagrindines klaidas.

Dazniausiai susiduriama su pirmosios apibrézimy taisyklés — proporcingumo tai-
syklés (Dfd = Dfn) pazeidimu. Pirmasis pazeidimy atvejis yra Dfd < Dfn (per platus
apibrézimas): ,,Apskritimo skersmuo — ties¢s atkarpa, jungianti du to apskritimo tas-
kus®. Dar pora tokiy klaidy pavyzdziy: 1) ,,Iracionalusis skaicius — begaliné deSim-
tainé trupmena*. Siuo atveju i iracionaliyjy skai¢iy aibe bus jskiriamos ir periodinés
trupmenos, kurios yra racionalieji skaiciai. Tod¢l teisingausia iracionalyji skaiciy api-
brézti kaip begaling neperioding deSimtaing trupmena. 2) ,,Tiesés a ir b vadinamos
lygiagretémis, jei jos neturi bendry tasky arba sutampa‘ — per platus apibrézimas, i
lygiagreciy tiesiy visuma jeis ir prasilenkianciosios tieses.

Pasitaiko ir kitas proporcingumo taisyklés pazeidimas Dfd > Dfn (per siauras api-
brézimas): ,,Rombas — sta¢iakampis, kurio gretimos krastinés lygios*. Dar pora klai-
dingy apibrézimy pavyzdziy su paaisSkinimais: 1) ,Iracionalusis skaicius — Saknis i§
racionaliojo skaiGiaus tuo atveju, kai ji tiksliai neisitraukia®. Siuo atveju { racionaliy-
ju skaiciy aibg nepatenka nei skai¢ius m, nei skaicius e, nei g 2 ir t. t. 2) ,, Tiesés a ir b,
esancios vienoje plokStumoje ir neturincios bendry tasku, vadinamos lygiagretémis*
— per siauras apibrézimas, nes ¢ia sutampancios tiesés nelaikomos lygiagretémis.

Prie proporcingumo taisyklés pazeidimy priskiriama ir tokia mokiniy daroma klai-
da, kuri pazeidzia reikalavima: tarp esminiy rasiniy pozZymiy sqvokos apibrézime ne-
turi buiti tokiy pozymiy, kurie yra esminiy poZymiy, esanciy apibrézime, isvados. Pvz.:
apibrézime: ,, Lygiakrastis trikampis — trikampis, kurio visos krastinés ir visi kampai
lygts*, nereikalinga paskutiné dalis, prasidedanti ,,ir*, nes kampy lygybé seka i§ kras-
tiniy lygybés. Tokiy klaidy priezastis slypi Stai kur: kai kurias savokas galima visiskai
teisingai apibrézti keliais buidais. Tik vieni apibrézimai biina paprastesni, trumpesni,
kiti — ilgesni. Antai panagrinéjus du kvadrato apibrézimus: ,,Kvadratas — rombas, ku-
rio vienas kampas status* ir ,,Kvadratas yra lygiagretainis su lygiomis krastinémis ir
staciu kampu®, matome, kad pirmasis yra prieinamesnis, paprastesnis, nes i antra-
ji apibrézima faktiskai yra jtrauktas rombo apibrézimas. Tinkamas yra ir dar vienas
kvadrato apibrézimas: ,,Kvadratas — sta¢iakampis, kurio krastinés lygios*. Taigi reikia
siekti, kad r@iSinis skirtumas biity kuo trumpiau nusakomas, minimalesnis. Tokj api-
brézima vadiname minimaliu (lot. ,,minimalis *“ — maZiausias).

Taigi rasini skirtuma pasirinkus ne minimaly, apibrézimas tampa griozdiskesniu.
Dar blogiau yra tada, kai { apibrézima mokiniai jveda logiskai priklausomas savybes:
tokius apibrézimus mokiniai daznai formuluoja kartodami iSeita medziaga. Uzmirs-
dami, kokios savybés buvo jtraukiamos i apibrézima, o kurios buvo jrodomos, rem-
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damiesi Siuo apibrézimu kai kurie mokiniai jtraukia { ji ir vienas, ir kitas savybes,
pvz.: , Lygiagretainis — keturkampis, kurio prieSingosios krastinés yra lygiagrecios
ir lygios®“. IS tiesy, lygiagretainio brézinys ,,pakisa“ toki apibrézima ir, jei mokiniai
nebuvo mokomi logiSkai tvarkyti lygiagretainio savybiy, o tik ju mokesi, tai tokios
klaidos visiskai jmanomos. Cia yra paZeistas apibrézimo minimalumo reikalavimas.

Pasitaiko ir esminiy savokos pozymiy praleidimy. Pvz.: ,,Kvadratas — keturkam-
pis, kurio visi kampai statiis*. Toks kvadrato ,,apibrézimas‘ iSplecia Sios savokos ap-
imti — tai staciakampio apibrézimas.

Daznai pasitaiko ,,ydingojo rato klaida. Paprasc¢iausi pavyzdziai: 1) ,,Sudétis yra
veiksmas, kuriuo apskai¢iuojama suma®, ,,Suma — sudéties rezultatas®. 2) ,,Statusis
kampas — kampas, kuris lygus 90°“, ,,Kampo laipsnis — 1/90 stataus kampo dalis®.
Siuose pavyzdziuose matome, kad viena savoka apibréziama remiantis kita, o pasta-
roji apibréziama per pirmajg ir taip abi savokos lieka grieztai neapibréztos.

Kai apibréziamoji ir apibréziancioji savokos savo turiniu yra tapacios, tada turime
toki ,,ydingojo rato* atveji, kuris vadinamas tautologija: ,,Status kampas — tai kampas,
kuris turi 90°%, ,,Status kampas — toks kampas, kurio krastinés statmenos viena kitai‘.
Mokykloje statyji kampa iprasta apibrézti kaip vieng i$ lygiy gretutiniy kampy. Jei
mokiniai pasako antraji tautologini jo apibrézima, paklausus, kaip jie apibrés tarpusa-
vyje statmenas tieses, daznai sulaukiame atsakymo: ,,Susikertancias tieses, sudaran-
Cias staCius kampus, vadiname tarpusavyje statmenomis®. Dar labiau pasireiskia tau-
tologija, kai objekta bandoma apibrézti grynai per save pati: ,,Panasiomis figliromis
vadiname figiiras, kurios yra tarpusavyje panasios®.

Auksc¢iau minéti ,,apibrézimai‘, kaip ir Sis: ,,Geometrija yra mokslas apie geome-
triniy figliry savybes® yra atviro ,,ydingojo rato* pavyzdys. Yra atvejy, kai ,,ydingasis
ratas“ biina uzmaskuotas, pvz., apskritimo ilgio apibrézime. Paprastai i$ pradziy jro-
domas | apskritima jbrézty taisyklingy daugiakampiy perimetry ilgiy ribos egzistavi-
mas, kai daugiakampio krastiniy skaicius vis dvigubinamas. Po to $i riba ir laikoma
apskritimo ilgiu. Taciau, jau irodinédami Sios ribos egzistavima mokiniai bando kaip
pagrinda nurodyti virSuting perimetry sekos ribg — apskritimo ilgj. Taip ir gaunamas
Lratas®: apskritimo ilgis apibréziamas kaip riba, kurios egzistavimas nustatomas pa-
sinaudojant apskritimo ilgiu. Si klaida paaiskinama tuo, kad ¢ia supainiojamos dvi
savokos: apskritimas (geometriné figlira, kuri mokiniams seniai yra Zinoma) ir apskri-
timo ilgis (skaiCius, kuri tik rengiamés apibrézti). Tam pasitarnauja ir brézinys, kuris
Siuo atveju suvaidina neigiama vaidmeni.

Apibrézimai neturi remtis naujomis, dar neapibréztomis sagvokomis. Negalima
leisti, kad, aiSkinant nesuprantamo termino prasme, biity naudojamasi lygiai taip
pat arba dar labiau nesuprantamu terminu (lot. ,, 0obscurum per obscurius ), t.y.
tamsus, neai$kus dalykas aiSkinamas dar neaiskiau. Pvz., skai¢ius e = 2,7182818...
yra natiiriniy logaritmy pagrindas, tad netinka aiSkinti: ,,natfirinis logaritmas yra
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logaritmas, kurio pagrindas yra skaicius e*. Todél teisingai elgiantis skaiCius e api-
bréziamas formule:

n—0

e=lim(1+2).
n

Kartais apibrézime nurodoma ne ta apibréziancioji aibé, i$ kurios iSskiriamas api-
bréziamasis poaibis. Pvz., sakoma: ,, Trikampio aukstiné yra tiesé ...“, o reikia sakyti:
,»Trikampio aukstiné yra atkarpa“.

Kai kada mokiniai pateikia apibrézimus taip, kad juose néra apibréziamosios sa-
vokos, ji pakei¢iama zodziais: ,,tas*, ,.tai*, ,,jei, ,,kada® ir pan. Taip dazniausiai atsa-
koma { mokytojo klausima, pvz., jei klausiama: ,,Kokias trapecijas vadiname lygia-
Sonémis?“, atsakoma: ,, Tokias, kuriy ...*. Si klaida daZnai pasitaiko kai kuriy maZiau
patyrusiy mokytojuy pamokose. Jos priezastis — mokytojai nepratina i klausima pateik-
ti i§samy atsakyma.

Apibrézimas neturéty biti neigiamas, bet kartais be to iSsiversti nejmanoma:

a) ,,Iracionalusis skaiCius yra toks skaiius, kurio negalima isreiksti trupmena P , kur

p ir g — sveikieji skaiciai ir g # 0°; b) ,,Prasilenkianciosios tiesés — tieses, kurios nesi-
kerta ir néra lygiagre¢ios*.

Savokai apibrézti naudojamas vienas apibrézimas. Jei yra du ar keli sagvokos api-
brézimai, reikia isitikinti jy ekvivalentumu ir naudotis tuo apibrézimu, kuris tuo mo-
mentu reikalingesnis (pvz., daznai naudojamasi abiem kvadrato apibrézimais). O kad
taip savoka daznai gali biiti apibrézta keliais budais, nieko néra nuostabaus, nes api-
brézimo pagrindas yra savybé, biidinga visiems kurios nors klasés objektams ir tik
jiems, o tokiu savybiu gali biiti ir ne viena. Tad naudojamasi patogesniu, trumpesniu
ar labiau konkreciai situacijai tinkamu apibrézimu.

Ivedant naujas savokas, jokiu btidu negalima apsiriboti vienu pavyzdziu, nes mo-
kiniai tada gali suprasti savoka neteisingai. Dazniausiai tai pasireiskia neteisétais api-
bendrinimais (pagal neesminius pozymius arba esminius pozZymius supainiojant su

neesminiais). Ypa¢ daznai mokiniai
8 neatpazista zinomy geometriniy figi-
¢ ry, jei tik brézinys nejprastai orien-

D tuotas. 17 pav. [127, p. 79] atveju (a)
mokiniai neatpazista lygiaSonio tri-

yd \ ! ﬁ > kampio, atveju (b) sunkiai atranda pa-

8 A ¢ A nasiyjy trikampiy poras.
Labai padeda samoningai isisavinti
a) b) matematines savokas zodziu atlickami
17 pav. pratimai, pvz.:
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1. Patikslinkite, jei to reikia, Siuos apibrézimus: a) ekvivalenciomis vadinsime
dvi lygtis, kada pirmosios lygties Saknys yra antrosios lygties Saknimis; b) ties¢, dali-
janti trikampio krasting pusiau, vadinama pusiaukrastine; ¢) atkarpa, jungianti dvieju
trikampio krastiniy vidurius ir lygi pusei treciosios krastinés, vadinama trikampio vi-
durine linija.

2. Pateikite pavyzdzius, kurie paliudyty Siy apibrézimy klaidinguma: 1) kreivés
liesting — tiese, turinti su kreive tik viena bendra taska; 2) jeigu atstumas nuo bet kurio
linijos /, taSko iki antrosios linijos /, atitinkamo tasko — pastovus, tai tokios linijos —
lygiagrecios. Pavyzdziai Cia buity: 1 atvejui — 18 pav., birc, ir 2 atvejui — 19 pav. [127,
p. 79-80].

a) b) c)
18 pav.

Nustat¢ kurio nors termino tikslia prasme, mes ji ir
/_\ turime naudoti ta pacia prasme. Taciau tam nepriesta-
77N rauja tai, kad, Zengiant { aukStesn¢ pakopa, kuriai pir-
o0 mesnioji buvo atskiras atvejis, daznai tenka apibendrin-
» ti daugeli anksc¢iau naudoty savoky ir dél to naujai jas
{2 apibrézti, neretai paliekant buvusi savokos pavadinima.

Pvz., naturaliyjy skai¢iu daugyba buvo apibréziama
kaip lygiy démeny sudétis, taciau racionaliyjy skaiciy

19 pav. daugybai jau reikia kitokio apibrézimo, i kuri ankstes-
nis apibrézimas jeis kaip sudedamoji dalis.

Tas pats mokyklinio matematikos kurso skyrius gali biiti sukurtas naudojantis skir-
tingy savoku sistemomis. Gali skirtis arba savoky jvedimo tvarka, arba pacios savo-
kos. Pradiniy savoky pasirinkimas grieztai nenustato ju mokymosi tvarkos. Savokuy
sistema pasirodo esanti tik i$ dalies sutvarkyta santykiu ,.eiti pries, suprantamu kaip
¢jimas pries laiko atzvilgiu. Todél iskyla uzdavinys kaip pedagogiskai tikslinga jves-
ti savokas viena ar kita tvarka. Kada kalbama apie tradicinés medziagos Siuolaikinj
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traktavima, turimi galvoje tos pacios empirinés medziagos matematinio sutvarkymo
biidai. Pvz., empiriné¢ medziaga, kuria remiasi mokykliné geometrija, sutvarkyta re-
miantis vektorinés erdvés savoky sistema, padeda sukurti racionalesni mokyklinj ge-
ometrijos kursa.
Apibendrinant biitina pabrézti, kad yra naudinga:
1) neivedinéti nauju savoky formaliai; detaliai konkretizuoti naujas abstrak¢ias
savokas; pagal galimybes taikyti konkretyji indukcini savoky ivedimo biida;
2) ivesti savokas kuo natiiralesniu mokiniams keliu; pagal galimybes dazniau
itraukti mokinius { savarankiska savokos nagrinéjima, jos apibrézimo formu-
lavima;
3) motyvuoti ivedamas savokas, terminus, apibrézimus; siekti, kad mokiniai nesu-
sidaryty nuomonés, jog nauja savoka galima jvesti bet kaip;
4) naujy savoky nagrinéjimo procese iSryskinti jy rySius su jau jvestomis savoko-
mis; kur galima — remtis analogija;
5) kiekvienoje pamokoje stengtis pakartoti apibrézimus ty savoky, su kuriomis
operuojama toje pamokoje;
6) formuojant naujas savokas, labai grieztai kontroliuoti mokiniy kalba, reikalauti
jos tikslumo, trumpumo, grieztumo formuluojant apibrézimus;
7) visada turéti omenyje, kad klaidy profilaktika yra efektyvesné nei juy taisymas.
Aptariant paskuting iSvada placiau, biitina pazyméti, kad kartais taikoma neteisin-
ga mokiniu klaidy, padaryty formuluojant apibrézimus, taisymo metodika. Mokiniui
pasakius neteisingg apibrézima, mokytojas klausia antra, jei reikia — treciq ir kitus mo-
kinius, kol iSgirsta teisingai suformuluotg apibrézima ir visiems mokiniams liepia ji
keleta karty choru pakartoti. O klaidos esmé licka neiSaiskinta. Jg iSaiskinus, mokiniai
ateityje nebeklysty, o mintinai iSmoktas apibrézimas tokios garantijos neduoda — at-
mintis ateityje gali vél iSkrésti poksta, nes uzmirSimas — viena i$§ atminties savybiy.
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lll. EMPIRINES MEDZIAGOS MATEMATINIS SUTVARKYMAS
NAUDOJANTIS NEDEDUKCINIAIS SAMPROTAVIMAIS

1. BENDROS PASTABOS

Empiriné (gr. ,, empeiria“ — patyrimas) medziaga — mus supantys reals daiktai,
turintys apibréZztas savybes, sukuriantys realius santykius, arba objekty ir santykiy
sistema i$ kurios nors mokslo srities (fizikos, chemijos, biologijos, geografijos, isto-
rijos ir kt.), arba specialiai mokymui naudojami daiktai (didaktiné medziaga), arba
matematiné medziaga (matematiniy objektu sistema), kada ji toliau tvarkoma (api-
bendrinama, abstrahuojama). Matematinés savokos, teiginiai ir samprotavimai sudaro
matematinés medziagos pagrindini turini, fakting medziaga. Taciau reikia zinoti, i$
kur tie faktai gauti, kaip juos gauti, kaip viso to i§mokyti mokinius.

Empirinés medziagos matematinis sutvarkymas realizuojamas jvairiuose moky-
mo etapuose, kada mokinys: a) dar néra jvaldgs apibréztos matematinés medziagos
ir sprendziamas pedagoginis uzdavinys — ivaldyti ja, iSskirti matematines savokas i
konkreciy situacijy, atrasti matematinius désningumus, atspindin¢ius nagrinéjamos
realios daiktinés srities savybes; b) yra jvaldgs biitina matematinj aparatg ir matema-
tinio empirinés medziagos sutvarkymo tikslas — pritaikyti jau zinomas matematines
savokas konkregioje situacijoje susijusiems su ja uzdaviniams spresti. Sie du aspektai
gana smarkiai skiriasi savo logine struktiira.

Matematika operuoja idealiais objektais. Taciau visi Sie matematiniai objektai
atspindi materialiyju objekty savybes, materialaus pasaulio désningumus; jy idealus
pobudis reiskia paprasta abstrahavimasi nuo neesminiy materialiyju objekty savybiy,
ir tada nagrin¢jamos savybés tampa bendros. Todél visi matematiniai teiginiai ir savo-
kos yra giliausiy ir bendriausiy realaus pasaulio savybiy atspindys.

Pazindamas mokslo tiesas, tyrinétojas naudojasi ypatingomis matematinémis prie-
monémis, mokslinio tyrimo metodais. Mokymo procese mokiniams irgi reikia steng-
tis sudaryti salygas naudotis matematinio tyrimo moksliniais metodais: 1) steb¢jimu
ir bandymu; 2) lyginimu; 3) analize ir sinteze; 4) apibendrinimu ir specializacija; 5)
abstrahavimu ir konkretizavimu.

Dabar apsiribosime tik auk$ciau minéto pirmojo (a) aspekto analize. Pagrindiniai
jo komponentai — stebéjimai, bandymai, indukcija, analogija, apibendrinimas ir abs-
trahavimas — i$ esmés tai yra indukciniai metodai. Indukcinis metodas yra ir euristinis
metodas. Mastymo veikloje visi iSnagrinéti komponentai taikomi bendrai. Atskirai jie
nagrinéjami tik tam, kad butu patogiau juos iSanalizuoti.
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2. STEBEJIMAI IR BANDYMAI

Stebéjimas — objekty ar reiskiniy savybiy ar santykiy, esant nattiralioms salygoms,
nagrinéjimo metodas. Stebé&jimas nuo paprasto objekto ar reiskinio suvokimo skiriasi
tuo, kad ¢ia ne tik suvokiama, bet ir samonéje, zodZiu, popieriuje ar kompiuteryje
rastu stebgjimo rezultatai yra uzfiksuojami.

Bandymas (eksperimentas) — toks objekty ar reiskiniy nagrinéjimo metodas, kuriuo
mes veikiame juy realia bukle ar vystymasi, sukurdami reikiamas dirbtines salygas,
dirbtinai juos suskaidydami i dalis arba jungdami su kitais objektais ar reiskiniais.

Kiekvienas eksperimentas susijes su steb&jimu — stebima eksperimento eiga,
objekty ar reiskiniy buklé, ju kitimas.

Aptartieji metodai yra pagrindiniai eksperimentiniuose moksluose (fizikoje, che-
mijoje). Matematika — ne eksperimentinis mokslas, Sie metodai joje néra pagrindiniai
ir joks eksperimentinis patikrinimas bandymu negali biiti pakankamas jos teiginiy
patvirtinimas. Tai neabejotinai teisinga, jei turime galvoje matematika kaip dedukcing
teorija, taciau pries$ iSvedant dedukcing teorija visada remiamasi faktais, o po to §i te-
orija pritaikoma praktikoje. Visa tai yra ne maziau svarbu, kaip pati dedukciné teorija:
juk ja reikia ir suprasti, ir pateisinti, parodant, kad ji gali buti pritaikoma, t. y. reikia
ripintis ne vien tuo, kad tai, ko mokomés, buty grieztai irodyta, bet ir tuo, kad biity
suprantama.

Todél stebé¢jimai ir bandymai mokant matematikos yra svarbts. Pvz., labai nau-
dingi Sie metodai tokiu atveju, kai nagrinéjamos figliry ploty ir perimetry savybés, ju
santykiai: galima parodyti, kad egzistuoja daugiakampiai, turintys lygius plotus, bet
skirtingus perimetrus, bei turintys lygius perimetrus, bet skirtingus plotus. Taikant
Siuos metodus reikia nuolat priminti, kad jie grieztai nepagrindzia matematinio fakto,
bet daznai padeda ji nustatyti.

llgameté pedagoginé praktika liudija, kad iSradingas indukcinis fakty pagrindi-
mas uztikrina jaunesniajame mokykliniame amziuje gilesni, tvirtesni nagrinéjamos
medziagos isisavinima, negu formalusis dedukcinis pagrindimas. Pernelyg ankstyvas
dedukciniy irodymy ivedimas ne tik nepadeda ugdyti mokiniy loginio mastymo, bet,
priesingai, stabdo ji. Zemesnése klasése svarbiausia vaidmeni turi vaidinti indukciniai
metodai, ypa¢ fakty nustatymas bandymais, tiesioginis mokiniy patyrimo panaudoji-
mas (figiiry iSkirpimas i$ popieriaus, perlenkimai, uzdéjimai ir t. t.).

Tai primena ne geometrija, bet fizika, darbini mokyma. I§ tiesy eksperimentiniu
metodu, iprastu Siems dalykams, nagrinéjami realiis objektai, susieti realiais tarpusa-
vio rysiais.

Ypac svarbus yra eksperimentinis metodas Zemesnése klasése (I-VI), kur daug
remiamasi mokiniy intuicija palaipsniui ijvedant dedukcijos elementus. Tai reikia re-
alizuoti po truputi sudarant problemines situacijas, reikalaujancias loginio jrodymo.
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Mokant geometrijos bandymai papildo gyvenimo patyrima, ir be jrodymo intu-
ityviai priimame aiskius teiginius, patvirtinamus gyvenimo patyrimu. Kitaip sakant,
kalbama apie pernelyg iSplésta, priklausoma aksiomy sistema, nors, i§ kitos pusés, ji
nepilna, todél kartais dél to vadinama psichologine (skirtingai nuo loginés).

Neteisingi yra tvirtinimai, kad be {rodymo priimant didelj skai¢iy teiginiy, griau-
nama loginé mokyklinés geometrijos sistema. Loginé mokyklinés geometrijos siste-
ma jtikina ne vien tuo, kad visi jos teiginiai pagrindziami loginiu keliu, bet ir tuo, kad
uz §ios sistemos nugaros stovi patirtis, uztikrinanti aksiomy teisinguma. Patyrimo,
bandymo, steb¢jimo keliu gauti rezultatai turi tapti prielaidomis indukcinéms iSva-
doms suformuluoti.

3.INDUKCIJA

Ejimas nuo atskiro prie bendro, nuo fakty, nustatyty stebéjimais, bandymais, paty-
rimu, prie apibendrinimy yra pazinimo désningumas. Vienas i§ tokio ¢jimo budy — in-
dukcija. Indukcinis samprotavimas susiformavo ilgaamzeés istorinés ir kiirybinés zmo-
niy praktikos metu ir yra kilgs i§ stebéjimy bei bandymuy. Pirmasis indukcija ivardijo
Sokratas (Sokratés, 469-399 pr. Kr.). Indukcija turi tris pagrindines reikSmes: 1) vienas
i§ samprotavimo budy, kurio metu i§ dvieju ar daugiau daliniy sprendiniu gaunamas
naujas bendras sprendinys (iSvada); 2) tyrimo metodas, kurj taikant tiriami kurios nors
objekty aibés (arba kokio nors reiskinio) atskiri objektai (aplinkybés), nustatant juose
tas savybes, kurios budingos visai objekty aibei (aplinkybéms, nuo kuriy priklauso na-
gringjamasis reiskinys); ¢) medziagos pateikimo forma literatiiros Saltinyje, pokalbyje,
mokymo procese, kada nuo daliniy teiginiy prieinama prie bendryjy teiginiy (iSvady).

Skiriama nepilnoji ir pilnoji indukcija.

Nepilnoji indukcija (kaip tyrimo metodas) — indukcija, kurioje neiSnagrinéjami
visi daliniai atvejai. Ji daznai taikoma pedagoginiais tikslais padedant suformuluoti
moksle jrodytus, bet mokiniams naujus matematikos désnius, taisykles, algoritmus,
kuriy griezty irodymy mokiniai dar nepajégts suvokti. Taip mokiniai mokomi mate-
matikos veiklos. Pla¢iau apie ja — toliau.

Pilnoji indukcija — iSvada, pagrista iSnagrinéjimu visy daliniy atvejy, susijusiy su
duotagja situacija. Pvz.: a) pirminiy skaiciy skai¢iaus nustatymas kuriame nors interva-
le; b) ibréztinio kampo didumo nustatymas irodant teorema (3 atvejai).

Vienas i$ pagrindiniy indukcijos uzdaviniy yra nustatymas priezastiniy rysiy tarp
objekty ar reiskiniy. Tam taikomas eksperimentinés indukcijos metodas, kurio yra 4
rusys. Aptarsime jas.

1. Sutapimo metodas. Tegul reikia nustatyti kokio nors reiskinio (objekto savy-

bés) atsiradimo priezast] a. Bandymai ir steb¢jimai rodo, kad Si savybé atsi-
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randa esant aplinkybéms A, B, C. Nagrinédami jvairiausius atvejus, pastebime,
kad priezastis a pasirodo esant tik aplinkybei A, o B ir C néra butinos. Tada
daroma i$vada, kad aplinkybé A yra reiskinio a priezastis. Matematikos moky-
mo procese Sis metodas taikomas jvedant naujas savokas, nagrin¢jant naujas
matematinio objekto savybes, klasifikuojant jas pagal koki nors pozymi.

2. Skirtumo metodas. Jeigu kokio nors reiskinio (savybés) pasireiskimo ar nepasi-
reiSkimo atvejai sutampa visomis aplinkybémis, be vienos, kuri pasirodo esanti
tik reiskinio (savybeés) pasireiSkimo atveju, tai §i vienintelé aplinkybé ir yra
duotojo reiskinio priezastis.

3. Liekany metodas. Jo schema: a) aplinkybés a, b, ¢ yra vienintelés, kurios gali
biti sudétinio reiskinio A, B, C priezastimis ; b) yra Zinoma, kad a yra reiskinio
dalies A priezastis, o b — dalies B prieZastis; c¢) i§vada: aplinkybé ¢ yra dalies C
priezastis. Sis metodas yra taikomas kaip priestaravimo metodas, pvz., irodant
teorema apie statmens vienatinuma, kai statmuo vedamas i§ duotojo $alia tiesés
tasko | ta tiese.

4. Lydimyjy kitimy metodas. Jei kokio nors reiskinio (objekto savybés) tam tikras
pokytis visada sukelia tam tikra pokyti ir kitame reiskinyje, tai pirmasis reis-
kinys gali btti antrojo reiSkinio priezastis (arba iSvada) arba yra priezastiniu
rysiu susijgs su tuo reiskiniu. Taip, pvz., mokiniams atskleidziama trupmeny
daugybos ir dalybos prasmé. Tai puikiai suvokeé ikikarinés Lietuvos mokytojas
Simonas Vainbergas (1894— ?). Jo straipsnyje [111] kaip tik ir analizuojamas
skaiciaus dauginimas ir dalijimas i$ trupmenos. [liustruojant inscenizacijomis,
sudaromos lentelés:

8 vaikai gavo po 3 obuolius — 8 x 3 =24 (ob.)
8 vaikai gavo po 2 obuolio - 8 x /2=4 (ob.)
8 vaikai gavo po % obuolio - 8 x %4 =2 (ob.)

20 obuoliy isdalysime po %2 obuolio kiekvienam — 20 : Y2 =40 (v.)
20 obuoliy isdalysime po ¥4 obuolio kiekvienam — 20 : ¥4 =80 (v.)

Eksperimentiné indukcija daznai yra naudinga ,,atspéjant™ matematinius désnin-
gumus.

Pvz., reikia i$spresti uzdavini: ,,Keliomis tiesémis galima poromis sujungti n
tasky, jei jokie 3 taskai néra vienoje tieséje?* Sprendziama taip: pagal uzdavinio
prasme n > 2. Kai n = 2, tiesé bus viena. Kai n = 3, tiesiy bus 3, t. y. padid¢jo 2; kai
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n = 4, tiesiy bus 6, t. y. padidéjo 3 tiesémis
(20 pav.). Tada galima spéti, kad ieskomas
tiesiy skaicius bus:

S=1+2+3+.+(n-2)+(n-1) =—”(”2_1).

Matematikos mokymo priemoné yra ne
tik pilnoji, bet ir nepilnoji bei matematiné in-
20 pav. dukcija.

4. NEPILNOJIINDUKCUJA IR JOS VAIDMUO MATEMATIKOJE

4.1. Bendros pastabos

Nepilnosios indukcijos iSvada yra tikétina; jos tikslumo tikimybé jvairiais atvejais
yra jvairi ir kinta intervale 0 <p < 1.

Matematinése teorijose naudojamasi tik pagristomis, tikromis iSvadomis ir todél
nepilnoji indukcija jose netaikoma. Taciau matematikos istorija liudija, kad kiekvie-
nos matematinés teorijos raidoje nepilnoji indukcija vaidino ir tebevaidina svarby
vaidmeni. Pirmasis matematikos ziniy kaupimosi periodas buvo matematiniy fakty
kaupimo periodas, fakty, gauty kaip atsakymai i praktinéje veikloje iskilusius klausi-
mus grynai empiriniu keliu. Antai aritmetikos désniai:

atb=b+ta,ab=ba,(a+b)+tc=a+(b+c),(ab)c=a(bc)
ir kt. yra indukcinés kilmés. PanaSiai geometrijoje, kaupiantis faktams apie ploty
(zemdirbystéje) ir tiiriy (statyboje, kt. amatuose) matavima, pasinaudojant nepilnaja
indukcija buvo prieita prie apibendrinimy, formuliy, aksiomy ir teoremuy.

4.2, Nepilnoji indukcija matematinéje kiiryboje

Matemating¢je kuryboje ji taikoma kaip vienas i§ euristiniy metody. Antai
1742 m. Peterburge dirbgs akademikas Christianas Goldbachas (Goldbach, 1690—
1764) savo laiske L. Oileriui suformulavo teigini, kad kiekvienas sveikasis ne ma-
zesnis uz 6 nelyginis skaicius gali biiti uzrasytas kaip trijy pirminiy skai¢iy suma.
L. Oileris ji papildé: bet kuri lygini skai¢iy galima uzrasyti kaip dviejy pirminiy
skai¢iy suma. Abu $ie teiginiai buvo suformuluoti pasinaudojant nepilnaja indukci-
ja. Ch. Goldbacho laiske suformuluotoji problema vadinama trinariaja (dé¢l to, kad
yra 3 nariai), o L. Eulerio laiSke — binariaja (lot. ,,binarius “ — dvigubas) Goldbacho
problema. Dabar Goldbacho—Oilerio problema formuluojama taip: ,,Bet kuris lygi-
nis skaiCius # > 4 yra dviejy pirminiy skaiciy suma, o bet kuris nelyginis skai¢ius
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n > 7 yra trijy pirminiy skai¢iy suma“ [119, p. 154]. Jos sprendimas pasirod¢ esas
ypac sudétingas. 1937 m. rusy akademikas Ivanas Vinogradovas (1891-1983) pa-
teiké dalini jos sprendima: iSvedé asimptoting formule nelyginiam skaiciui i$reiksti
trijy pirminiy skaic¢iy suma. Tokiy pavyzdziy matematikos istorijoje yra labai daug.
Zymus vokie¢iy matematikas Feliksas Kleinas (Klein, 1849-1925) rasé: , tyrinéto-
jas matematikoje, kaip ir bet kuriame moksle <...> naudojasi savo fantazija ir juda
pirmyn induktyviai, remdamasis euristinémis pagalbinémis priemonémis* [125, p.
336]. O ,,indukcinis darbas to, kas pirmasis suformulavo koki nors teigini, yra tick
pat vertingas, kaip ir dedukcinis darbas to, kas pirmasis §i teiginj {rodé, nes ir viena,
ir kita vienodai svarbu® [125, p. 336].

Taciau matematinése teorijose nickada nesitenkinama indukcinémis iSvadomis,
jos yra tik hipotezés. Kad jos virsty matematiniais faktais, jas reikia dedukciniu budu
irodyti.

4.3. Nepilnoji indukcija mokant matematikos

Kad supazindintume mokinius su paprasciausiais matematiniais objektais ir ju sa-
rysiais, kad iSvestume vienus sarySius i$ kity, biitina parengti mokiniy mastyma ju-
timiniy duomeny kaupimo biidu. Tie jutiminiai duomenys batini tiek matematinéms
savokoms suformuoti, tieck parengti operacijoms, kurias mokiniai turés atlikti, noré-
dami i$ vieny sarySiy gauti kitus. O Cia ir talkina nepilnoji indukcija. Pagrista ste-
béjimais, bandymais, konkreciomis erdvinémis formomis ir kiekybiniais santykiais,
pavyzdziais, ji yra galinga priemoné rengiant mokinius loginiam mastymui, nes su-
teikia jutimini $io mastymo pagrinda. Todél nepilnoji indukcija yra ypac reikSminga
pradiniame matematikos mokymo etape. Jos protingas taikymas mokymo procese
neprieStarauja matematikos metodologijai. Mokymo procese nepilnosios indukcijos
keliu mokiniy gautos iSvados niekada neduos klaidingy rezultaty — ta garantuos mo-
kytojas, zinantis atitinkamus matematinius teiginius. Nepilnoji indukcija padeda rea-
lizuoti didaktinius principus ir ju taisykles: mokymo vaizduma, ¢jima nuo konkretaus
prie abstraktaus, nuo dalinio prie bendro.

Vyresniosiose klasése nepilnoji indukcija taikytina nagrinéjant teiginius, kuriuos,
netaikant §io metodo, mokiniams sunku suprasti. Taigi kyla pavojus dél ju formalaus
isisavinimo. Be to, $iose klasése kinta ir pats indukcijos pobiidis: jei Zemesnése klasé-
se bandymai atlieckami su konkreciais daiktais ar ju vaizdais, tai vyresniosiose klasése
nagrinéjami abstraktiis matematiniai pavyzdziai arba uzdaviniai.

Bandymo pavyzdys: iskirpti i§ popieriaus trikampi, atplésti du jo kampus ir pridéti
prie tre¢iojo — gausime istiestini kampa. Pats bandymas netgi nurodo kelia, kaip rei-
kia jrodyti teorema — reikia papildyti brézinj taip, kad trikampio vidaus kampai biity
,,Sukeliami { vieng vieta.
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5.PILNOJIINDUKCIJA IR JOS VAIDMUO MATEMATIKOJE

5.1. Bendros pastabos

Sia savoka jau vartojo Aristotelis (Aristotelés, 384-322 pr. Kr.), todél ji kartais
vadinama Aristotelio indukcija, dar kartais — tobulaja, formaligja, nes duoda tikslius
rezultatus. Pilnoji indukcija taikoma ten, kur biina keletas ryskiai skirtingy atveju.
Antai, kaip jau minéta, nagrinéjant jbréztinio kampo savybes, buvo isskirti 3 atvejai:
1) apskritimo centras yra vienoje ibréztinio kampo krastingje; 2) Sis centras yra ibréz-
tinio kampo viduje; 3) centras yra Salia jbréztinio kampo.

5.2. Pilnoji indukcija matematikoje

Matematikoje placiai naudojamas irodymo ir apibréZzimo metodas — matematiné
indukcija — pagristas teorinés aritmetikos aksioma: jei visy nattraliyjy skaiciy aibés N
poaibis M turi 2 savybes: a) 1 € M, b) i§ k € M iSplaukia k+ 1 € M, tai M = N. [rodant
teigini T(7) matematinés indukcijos metodu, isitikinama, kad: a) T(1) yra teisingas
teiginys; b) jei T(k) teisingas, patikrinama, ar T(k + 1) irgi teisingas. Matematinés in-
dukcijos metodu i§vedamos progresijuy, kombinatorikos ir kt. formulés, irodomos kai
kurios teoremos. Matematin¢ indukcija apibendrinama bet kuriai sutvarkytai aibei.

5.3. Pilnoji indukcija mokant matematikos

Mokant paprastyjy trupmeny daugybos, pradzioje iSanalizuojami Sie atvejai: a)
trupmenos dauginimas i§ nattiraliojo skaiciaus; b) nattiraliojo skai¢iaus dauginimas i$
trupmenos; c¢) trupmenos dauginimas i§ trupmenos; d) misriyjy skaic¢iy dauginimas.
Visais atvejais suformuluojamos taisyklés. Taciau jy gausa néra patogi ir ieSkoma
bendros taisyklés, o tokia pasirodo esanti atvejo (c) taisyklé.

6. ANALOGIJA MOKANT MATEMATIKOS

Vienas i§ svarbiy samprotavimo tipu yra tradukcinis samprotavimas (lot. ,, tra-
ductio* — perkélimas). Jame i§ dviejy ar keleto bendryju teiginiy gaunamas naujas
bendrasis teiginys. Pvz.: a, b, ¢ — realieji skaiciai ira > b, b > ¢, tada a > c.

Svarbiausia tradukcinio samprotavimo rasis — analogija. ISvados, gautos analogi-
jos keliu — tikétinos. Jos tampa vienu i$ Saltiniy mokslinéms hipotezéms formuluoti.

Tarp nepilnosios indukcijos ir analogijos yra sutapimy ir skirtumy. Abu Sie meto-
dai veda prie iS§vady, kurias reikia nagrinéti toliau, kad isitikintume jy teisingumu ar
atmestume jas, kaip klaidingas. Skirtumai: nepilnojoje indukcijoje einama nuo atskiry
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objekty ar atskiry ju riisiy prie ju ,,giminés*; analogijoje — nuo vieno objekto prie kito
ar nuo vienos objekty klases prie kitos.

Grieztose matematinése teorijose analogija netaikoma. Ji taikoma tik matemati-
néje kiiryboje kaip vienas i§ euristiniy metody keliant hipotezes. Analogija padéjo
sukurti tokias matematines teorijas: kompleksinio kintamojo funkcijy teorija, n-maciy
erdviy geometrijas.

Analogijos vaidmuo mokymo procese yra dvipusis: arba ji yra teigiamas euristinis
faktorius, arba ji veda prie neteisingos iSvados, kuri, reikiamai nepagrista, imama taikyti
uzdaviniy bei pratimy sprendimui ir tokiu biidu nuveda besimokantiji klaidingu keliu.

Kaip teigiamas euristinis faktorius analogija padeda mokiniams: a) atrasti nauja
jiems teigini ir suformuluoti ji; b) pasirinkti teiginio jrodymo biida; ¢) surasti uzdavi-
nio ar sprendimo kelia.

Populiariis analogijos pavyzdziai: a) algebroje, aritmetikoje — veiksmai su deSim-
tainémis trupmenomis analogiski veiksmams su natiiraliaisiais skaiciais, algebrinés
trupmenos nagrinéjamos remiantis analogija su paprastosiomis trupmenomis; b) ge-
ometrijoje — daugelis ploksciyju figiiry turi savo analogus erdvéje (lygiagretainis —
gretasienis, apskritimas — sfera, skritulys — rutulys, trikampis - tetraedras ir t. t.);
teoremos apie nupjautinio kiigio tiri irodymo metodas yra analogiskas nupjautinés
piramidés ttirio apskaiciavimo teoremos irodymui; kai kurios stereometrijos teoremos
savo turiniu bei jrodymo btidu analogiSkos planimetrijos teoremoms (apie statmenj ir
pasvirasias, nubréztas i ties¢ ar plokStuma, apie tiesiy ir plokStumy lygiagretuma).

Analogija — tai lyginimas, mintyse nustatant tapatuma ar skirtingumus tarp nagri-
néjamy objekty. Lyginimo principai:

1. Lyginti galima tik tokius objektus, kurie turi tam tikra tarpusavio rysi, t. y. lygi-

nimas turi turéti prasme (pvz., gali buti lyginamos dviejy funkcijy savybés).

2. Lyginimas turi vykti planingai, t. y. reikia tiksliai iSskirti tas savybes, pagal
kurias lyginama (pvz., daugiakampiai gali biiti lyginami pagal plota arba peri-
metra).

3. Lyginimas pagal tas pacias matematiniy objekty savybes turi biti atliktas iki
galo.

Jau I klaséje sprendziami paprastieji netiesioginiai uzdaviniai. Mokant jy spren-
dimo be lyginimo i§ viso bty neimanoma apsieiti. Pvz.: a) Tiesioginis uzdavinys:
Jonukas turi 8 obuolius, o Onuté — 2 obuoliais daugiau. Kiek obuoliy turi Onuté? b)
Netiesioginis uzdavinys: Jonukas turi 8 obuolius arba 2 obuoliais maziau negu Onut¢.
Kiek obuoliy turi Onuté?

Taip pat lyginimas yra biitinas, kai I klas¢je sprendziami skirtuminio bei kartotinio
palyginimo, skaiciaus didinimo (mazinimo) keliais vienetais (kelis kartus) paprastieji
uzdaviniai. Toks palyginimas padeda mokiniams geriau isisavinti fraziy ,,padidinti
(sumazinti)“ ir ,keliais vienetais (kelis kartus)* prasme, nustatyti rySius tarp uzda-
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viniy salygu ir ju sprendimo biidu [9, p. 104]. Vyresniosiose klasése, kai mokiniui
nesiseka iSspresti uzdavinio su dideliais skaiciais, labai padeda analogiSko uzdavinio
sprendimas su mazais skaiciais. Tokio uzdavinio sprendimo biidas pagal analogija
pritaikomas pradinio uzdavinio sprendimui.

Gilesné analogijos rusis, kurios iSvados yra tobulos, patikimos yra izomorfizmas
(gr. ,,isos “ — toks pat, vienodas, panasus, gr. ,,morphé‘ — forma). Nustatg izomor-
fizma tarp dviejy ar keliu objekty sistemy, galime perkelti bet kurj teigini, kuris yra
teisingas vienoje i$ $iy sistemuy, i kitas sistemas.

Analogijos vaidmenj matematikoje ypa¢ akcentavo lenky matematikas Stefanas
Banachas (Banach, 1892—-1945), kuris pabréz¢, kad matematikas — zmogus, sugebas
rasti analogijas tarp teiginiy, o geresnis matematikas — tas, kuris pastebi analogijas tarp
teoriju. Galima isivaizduoti ir toki matematika, kuris mato analogijas tarp analogijy.

Analogija gali buti: a) paprastoji, kurioje i§ objekty sutapimo keliais pozymiais
daroma iSvada apie ju sutapima likusiais pozymiais; b) ispléstiné, kurioje i$ reiskiniy
sutapimo daroma i$vada apie juy priezas¢iy sutapima. Kartu Sios abi analogijos gali
biti: a) grieztos, kurioms esant lyginamy objekty pozymiai priklauso vienas nuo kito;
b) negrieztos, kurioms esant lyginamy objekty pozymiai néra aiskiai priklausomi vie-
nas nuo kito.

Analogija — vienas labiausiai taikomy metody moksliniuose tyrimuose. Tik per
analogijas tyréjas daznai prie teisingy teiginiy apie nagrinéjamo objekto savybes, ku-
rias galima patvirtinti ar paneigti bandymais ar grieztesniais svarstymais. Tad analo-
gija gali biiti naudinga ar Zalinga. Naudingos analogijos pavyzdys gali biiti daugelio
planimetrijos teiginiy perkélimas i stereometrija, pvz., jei S = ab, tai V = abc. Zalinga
analogija, pvz., tokia: jei sta¢iakampio pagrinda 2 kartus padidinsime, o auksting 2
kartus sumazinsime, tai jo plotas nepasikeis; taciau to negalima tvirtinti, jei pagrinda
30 % padidinsime, o auksting 30 % sumazinsime.

Biitina jsidéméti, kad daznai taikant analogija mokymo procese, mokiniy susido-
méjimas matematika sustipréja, nes tai — idomi tiriamoji veikla. Be to, tai leidzia
lengviau ir tvir¢iau jsisavinti mokomaja medziaga, nes perkeliamos Zinios ir mokeé-
jimai, sukaupti Zinomoje srityje, i nezinoma sritj — tai kartojimas, kuris yra ,,moksly
motina“. Todél Sia prasme labai naudingi tokio tipo pratimai: 1) Ar teisingas teiginys:
,Jei visi trikampio kampai lygis, tai ir krastinés lygios“? Suformuluokite analogiska
teigini SeSiakampiui. Ar jis teisingas? 2) Ar teisingas teiginys: ,,Atstumy nuo bet kurio
tasko, esancio lygiakrascio trikampio viduje (iSor¢je), iki jo krastiniy suma yra pasto-
vus dydis*“? Suformuluokite analogiska teigini bet kuriam taisyklingajam daugiakam-
piui. Ar jis bus teisingas?

Ne maziau svarbu ugdyti mokiniy iprotj taikyti analogija ieSkant sunkiy uzdaviniy
sprendimo biidy. Apie tai truputj uzsiminéme auksc¢iau, dabar §j patarima iSplétosime.
Rekomenduotinas toks darbo su uzdaviniu planas: 1) parinkti analogiska uzdavinj,
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kuriame biity analogiska salyga, ta¢iau su daug mazesniais skaiCiais ar kitaip papras-
tesnj; 2) iSspresti pagalbini uzdavini, po to grizti prie pradinio uzdavinio.

Mokytojui reikia zinoti ir tipiSkas mokiniy klaidas, kurios atsiranda taikant analo-
gija. Jau pradiniy klasiy mokiniai turi biiti rengiami suvokti tai, kad analogijos btudu
gaunamos iSvados yra tik tikétinos ir jas reikia papildomai patikrinti. Pvz., sprendziant
uzdavini: ,,Onuté turéjo 5 sasiuvinius — 2 daugiau negu broliukas. Kiek sasiuviniy tu-
réjo broliukas?* galima pasinaudoti analogija ir gauti atsakyma ,,7 sasiuvinius®, o i$
tiesy reikia gauti ,,3 sasiuvinius“. Taciau ir daugelis kity matematiniy klaidy yra netei-

singai taikomy analogijy rezultatas. Antai jpratg prie trupmeny prastinimo aritmetikoje
2

mokiniai ima prastinti démenis algebroje, pvz.: =a+b ir pan., ima dauginti

a
tokiais atvejais:

sin (. +B)=sina +sin B; lg (a+b)=1ga+1gb.
Tokios ,,analogijos* paaiSkinamos formaliomis, netiksliomis, pavirsutiniSkomis
ziniomis. Paprastai tokios zalingos analogijos atsiranda stichiskai, pvz.:

a+b=£; Na’+b* =a+b.

c+b ¢

Siais atvejais atsiranda klaidingos analogijos su teisingais pertvarkiais:

@ _ 8 b = ab
chb ¢

Kai kurie pradiniy klasiy mokiniai isigudrina dalyti taip: 96 : 16 = 10, nes, anot jy,
90:10=9,6:6=1, taigi 9+1=10.

Taikant planimetrijoje igytas Zinias stereometrijoje, mokiniai pirmojoje geome-
trijos dalyje igytas teisingas zinias antrojoje dalyje kartais pritaiko neteisingai, pvz.,
teigia: ,,Jei dvi tiesés erdvéje statmenos treciajai tieseli, tai jos yra lygiagretés®.

Taciau netinka laikytis principo ,,Bijai vilko — neik | miska“. Analogija reikia
taikyti ten, kur tai biitina. Ypac svarbu taikyti analogija biitent tarp planimetrijos ir
stereometrijos. Antai santykis tarp staciakampio krastiniy ilgiy analogiskas santykiui
tarp staCiakampio gretasienio briauny ilgiy. Pana$iai jvairias analogijas galima rasti
tarp trikampiy ir piramidziy, lygiagretainiy ir prizmiy. Todél, apibendrinant geome-
trijos zinias, naudinga duoti spresti toki uzdavini: ,,ISanalizuokite tetraedra kaip kiina,
analogiska planimetrijos savokoms: lygiagretainis, staCiakampis, kvadratas, kampo
pusiaukampiné*.

Tuo dométasi dar ikikarinés Nepriklausomos Lietuvos matematikos didaktikoje.
Antai Ignas Koncius (1886—1975), aptardamas geometrijos loging sandara, teigé, kad,
remiantis geometrijoje priimtomis pirminémis savokomis ir judé¢jimo bei matmeny sa-
voka, galima sukurti visa elementariosios geometrijos pagrindiniy savoky sistema. Jo
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straipsnyje aptariama geometrijos loginé sandara. Remiantis tasko, linijos, pavirSiaus
ir kino sagvokomis, galima eiti dviem keliais. Pradedant nuo tasko, issiaiskinama, kad
judancio tasko pédsakas yra linija, judancios linijos pédsakas — pavir$ius, judancio pa-
virsiaus — kiinas. TaSkas neturi matmenuy, linija turi vieng, pavirsius — du, kiinas — tris.
Judancio ,,bemacio* pédsakas — ,,vienmatis“ dydis, ,,vienmacio — ,,dvimatis® ir t. t.
Pradedant atvirks¢iai — nuo kiino tasko link, gaunama: kiino riba — pavirSius, pavir-
Siaus — linija, linijos — taskas. Triju matmeny dydzio riba — dvimatis dydis, dvimacio
— vienmatis, vienmacio — bematis. Visa tai galima pritaikyti nusakant planimetrijos
ir stereometrijos ry$i. Antai kampas planimetrijoje yra ,,neribota plokStumeos dalis,
iterpta tarp dviejy i$ vieno tasko iSeinanciy tiesiyjy linijy‘“ [89, p. 32], o stereometri-
joje — ,,neribota erdvés dalis, iterpta tarp dviejy i vienos tiesiosios linijos iSeinanciy
plokstumuy“ [89, p. 32]. Perkélus visas pirmojo apibrézimo savokas per vieng tolyn,
gaunamas antrasis apibrézimas: ,,mokek i§ planimetrijos permesti tiltelj i stereometri-
ja. Tas tiltelis: pakeisk taska linija, linija — pavirSiumi, pavirSiy — erdve (ktinu)*“ [89, p.
32]. Toliau aptariamas tolesnis ,,tilteliy permetimas® i§ matematikos i kitus mokslus:
fizika, filosofija (Benedikto Spinozos (1632—1677) etikos aksiomos ir teoremos).

Ypac idomi, o kartu ir sukelianti pedagoginiy ripesciy, yra analogija tarp skritulio
ir rutulio. Kartais net pradiniuy klasiu mokytojos liepia: ,,Vaikuciai, nusipieskite po 3
rutuliukus...“. Yra dvi analogiskos teoremos: ,,IS visy lygiaploc¢iy plokstuminiy figiry
maziausia perimetra turi skritulys® ir ,,IS visy lygiatiiriy erdviniy figliry maziausia pa-
virSiy turi rutulys. Vengru kilmés JAV matematikas Djerdis Poja (Polia, 1887—1985)
raSo: ,,net pati gamta nusiteikusi rutulio naudai. Lietaus laSai, muilo burbulai, Saulé,
Meénulis, miisy Zemé, planetos yra rutulio ar beveik rutulio formos“ [136, p. 187].
Idomia analogija D. Poja suranda ir zoologijoje — kada Salta nakti katinas rengiasi
mieguli, jis susiraito, darydamas savo kiing kiek galima artimesni rutulio formai, kad
iSsaugoty Siluma, kad jos issiskirty kuo maziau.

7. ANALIZE IR SINTEZE MATEMATIKOJE

Analiz¢ ir sintez¢ yra labai svarbios matematiniuose tyrimuose, taip pat ir mokant
matematikos, kur jos naudojamos kaip uzdaviniy sprendimo, teoremy jrodymu, mate-
matiniy savoky savybiy nustatymo metodai.

Analizé ir sintez¢ praktiskai néra atskiriamos viena nuo kitos, papildydamos viena
kita jos sudaro analizinj — sintetini metoda. Taciau kad galétume iSanalizuoti aptari-
néjame jas atskirai.

Analizés metodas dél savo nattralumo dazniau naudojamas samprotaujant, kai rei-
kia nustatyti nezinoma rezultata, todél jis labiau tinka tyrimams. Sintezés metodas —
darnesnis, tobulesnis. Jis taikomas, kai Zzmogus zino tiesa ir nori parodyti ja kitiems.
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Analizé — mastymo metodas, kai einama nuo bendro prie atskiro, prie daliy, sinte-
z¢ — atvirks$c€iai, nuo atskiro, nuo daliy prie bendro. Véliau imta analize suprasti kaip
mastymo biida, kuri naudojant nuo pasekmiy pereinama prie priezasties, o sintezéje
nuo priezasties einama prie pasekmiy. René Dekartas (Descartes, 1596—1650) savo
knygoje ,,Logika* analizg ir sintezg pailiustravo genealoginio medzio pavyzdziu: ga-
lima juo eiti nuo Saky prie kamieno ir atvirkSciai. Abiem atvejais du asmenys tame pat
medyje yra giminaiciai [44].

To paties uzdavinio aritmetinis ir algebrinis sprendimas yra: aritmetinis — sinteze,
algebrinis — analizé.

Analize ir sinteze nuolat naudojamasi tieck matematikos elementarioms teorinéms
zinioms igyti, tiek joms taikyti sprendziant pratimus ir uzdavinius. Antai jau nagri-
néjant pirmosios deSimties skai¢ius ir atlickant su jais sudéties ir atimties veiksmus
mokiniai naudojasi vaizdine veikianciaja analize ir sinteze: daikty aibés iSskirstomos
1jas sudarancius elementus arba tie elementai grupuojami. Atliekant sudéti, pridedant
po vieneta ar vienety grupg, pradzioje naudojamas vaizdumas ir taikoma auksciau
minétoji vaizdi analizé bei sintezé. Po to §i analizé bei sintezé atliekama jau vaiko
vaizduotéje, nes konkretiis veiksmai su konkreciais daiktais islicka vaiko atmintyje
ir gali biti atgaminti jo samonéje. Paskui pereinama prie dar auksStesnés analizés ir
sintezés formos — protinés, kuri jau atlieckama vidinio mastymo kalbos forma.

Jau spresdami vienaveiksmius uzdavinius vaikai irgi turi naudotis analize ir sin-
teze. Pvz., sprendziant uzdavini: ,,Nuo vienos Sakelés vaikas nuskyné 5 vySnias, o
nuo kitos — 3 vysnias. Kiek vy$niy jis nuskyneé?*, i§ pradziy analizuojama jo salyga:
iSskiriami skaitiniai duomenys, uzdavinio salygoje aptarti vaiko veiksmai ir klausi-
mas. Atsakant i ji, atlickama sintez¢. Sprendziant sudétinius aritmetinius uzdavinius,
analizé ir sintez¢ tampa sudétingesnés. Vienaveiksmiame uzdavinyje paprastai yra du
duomenys. Sudétiniame uzdavinyje duomeny yra daugiau. Tenka juos jungti poromis
ir surasti pirmaja pora, kad biity galima gauti pirmaji klausima — paprastaji uzdavini,
kurio atsakymas ir kuris nors dar nepanaudotas duomuo iskels antraji klausima — kita
paprastaji uzdavini, ir t. t.

8.INTUICIJA, FANTAZLIJA IR HARMONLJOS JAUSMAS MOKANT
MATEMATIKOS

Matematinis mastymas apima ne tik loginius samprotavimus, bet ir matemating
intuicijq (lot. ,,intuitio “ — nuojauta), fantazija (gr. , phantasia“ — vaizdinys, vaiz-
duote) ir harmonijos (gr. ,,harmonia“ — darna) jausmas, leidziantys numatyti uzda-
vinio sprendimo ar teoremos irodymo eiga. Intuicija — gebéjimas stebéti mintimis,
iSugdytas daugkartine patirtimi. Tac¢iau, kaip raso L. Kudriavcevas, matematikoje
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LHintuityviis numatymai ir { tiesa panasis svarstymai atiduodami Salto nagrinéjimo
teismui, kad visa tai iSnagrinétume, irodytuméme ar paneigtume* [130, p. 91], tei-
ginio teisingumas jrodomas ,,ne jo patikrinimu daugeliu pavyzdziy, daugkartiniais
eksperimentais — tai matematikoje neturi {rodomosios galios, o grynai loginiu keliu,
taikant formaliosios logikos désnius® [130, p. 91]. Matematikos mokymo procese
,haudojimasis Ziniomis, matematiniu aparatu, intuicija, harmonijos pojiiciu, fanta-
zija, mokéjimu galvoti, logika, eksperimentu vyksta ne nuosekliai, etapais — visa
tai vyksta visam tam tarpusavyje saveikaujant viso proceso metu [130, p. 2]. Toji
saveika padeda moksleiviams suformuoti matemating kulttirg. Taigi dedukcijos ir
indukcijos vienové mokant matematikos pasireiskia itin ryskiai, nes pati matematika
ryskiai skiriasi nuo gamtos ar visuomenés moksly tiek jrodymo metodais, tiek jos
ziniy perdavimo metodika.

9. APIBENDRINIMAS IR ABSTRAKCIJA MATEMATIKOJE

Matematikos mokymo procese mokiniai igyja gebéjima sutrumpinti matematini
svarstyma spresdami jau iSmokto tipo uzdavinius: daugeli karty sprendziant vieno
tipo uzdavinius atskiri mastymo proceso etapai sutrumpinami, jie automatizuojasi,
bet, jei reikia, tai mokinys gali griZti prie viso svarstymo. Svarstymo proceso sutrum-
pinimas jvyksta per pratybas. Gabiis matematikai vaikai greitai pereina prie svars-
tymy sutrumpinimo, vidutiniy gabumy vaikai — lé¢iau, o negabis net ir po daugelio
pratybuy to padaryti negali.

Nagrinédamas moksleiviy matematiniy gabumy struktiiros komponentus, V. Kru-
teckis iSanalizavo [129] matematikos mokslininky, viduriniy mokykly matematikos
mokytoju nuomones Siuo klausimu. Apie 38 % ju svarstymu sutrumpinima akcentavo
kaip vieng i§ gabumy matematikai pozymiy. Beveik visi apklaustieji matematikos
mokytojai (98 %) iSskyré gebéjima apibendrinti.

Apibendrinimas — tai mintyse atlickamas iSskyrimas, fiksavimas kokiy nors ben-
dryju esminiy savybiy, priklausanciy tiktai tam tikrai objekty ar santykiy klasei. Abs-
trakcija — tai mintyse atliekamas bendry esminiy savybiy, i$skirty apibendrinimo pro-
cese, atskyrimas nuo kity neesminiy misy nagriné¢jamos objektuy ar santykiy klasés
savybiy ir iy neesminiy savybiy atmetimas. Taigi Sie loginiai procesai pazinime tai-
komi praktiskai kartu.

Empiriné medziaga, nagrin¢jama siekiant suformuoti nauja savoka, turi biiti pa-
renkama taip, kad biity galima apibendrinti, iSryskinti esmines savybes, sudarancias
formuojamos savokos turini. Si medZiaga greta esminiy duotosios savokos savybiy
privalo turéti ir neesminiy savybiu. Kad padétume isskirti esmines savybes ir jas atei-
tyje atskirtume nuo neesminiy, pastarasias reikia varijuoti. Apibendrinimas ir abstrak-
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cija padeda matematiskai apdoroti empiring medziaga, taciau iSskiriamos ju procese
matematinés savokos lieka dar logiskai nesutvarkytos.

10. HIPOTEZIY TAIKYMAS MOKYMO PROCESE

Hipoteziy reik§me pazinimui yra labai didelé. Mokslo désniai, teorijos iki juos
patvirtinant peréjo hipoteziu stadija. Todél mokytojas, aiSkindamas kokia nors teorija,
turi papasakoti ir apie visas $ios teorijos vystymosi stadijas. Hipotezés — vienintelis
kelias, kuriuo didieji mokslo Zzmonés atéjo prie paciy svarbiausiy mokslo tiesy atra-
dimo.

11. SKYRIAUS APIBENDRINIMAS

Jau pradiniame matematikos mokymo etape yra labai placios galimybés mokiniy
loginiam mastymui ugdyti. Pradines matematikos Zinias vaikai isisavina kaip tam ti-
kra sistema, kurioje atskiri teiginiai logiskai susij¢ tarp saves, iSplaukia vieni i$ kity.
Aisku, §i sistema yra pritaikyta prie vaiky mastymo lygio. Samoningai mokydamiesi
matematikos, mokiniai naudojasi jiems prieinamu lygiu pagrindinémis mastymo ope-
racijomis: analize ir sinteze, lyginimu, abstrahavimu ir konkretizavimu, apibendrini-
mu. Jie daro indukcines iSvadas, bando naudotis dedukciniais samprotavimais. Sqmo-
ningas matematikos Ziniy isisavinimas vysto logini mokiniy mastyma. Antra vertus,
mastymo operacijy ivaldymas savo ruoztu padeda mokiniams sékmingiau isisavinti
naujas matematikos Zinias.

Mokant matematikos, kaip ir visy kity mokomujy dalyky, reikia siekti, kad mo-
kiniai kaip galima daugiau matematiniy tiesy surasty patys, kad kuo geriau bty pa-
naudojama juy iniciatyva, buty skatinami ieskojimai, kiirybiSkumas, aktyvumas, taip
biidingas vaikams. Tokiu biidu igytos Zinios bus labiau pagristos, tvirtesnés, mokiniai
pradés dométis matematika, pamils ja. Tad, pvz., nepilnaja indukcija reikia taikyti,
ypac jaunesniosiose klasése, kaip esming euristinio mokymo metodo dalj, nes ji su-
teikia galimybg mokiniams atrasti ir formuluoti jiems naujus matematinius teiginius.
Pvz., su vaizdinémis priemonémis, o po to ir be ju vaikai atliecka pratimus ir, jau
besimokydami pirmosios deSimties skaiciu bei veiksmy su jais, jsisavina pirmaji ma-
tematikos désni: @ + b = b + a ir ji sekmingai taiko, kai reikia prie mazesnio skaiciaus
pridéti didesni, pvz., 3 + 5 =15 + 3. Lyginant daromi ir apibendrinimai. Taip gaunamos
skai¢iy, geometriniy figliry, aritmetiniy veiksmy ir uzdaviniy sprendimo biidy savy-
bés. Indukcijos taikymas skatina taikyti ir kitus metodus: stebéjimus, nesudétingus
eksperimentus. Mokiniai turi pastebéti tai, kas yra esminga, bendra, atmesti neesmi-
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nes savybes, analizuoti, o analize neiSvengiamai lydés sintezé (nes tai, ka pastebime
esant bendra — jau sintez¢). Mokiniai formuluoja indukciniu keliu griezta teigini, o tai
jau dedukcija, nes $i teiginj tuoj pat taiko daliniams atvejams, uzdaviniams spresti ir
pratimams atlikti. Daznai indukciniu keliu suformuluota teigini reikalaujama irodyti
(vyresniosiose klasése). Taigi nepilnoji indukcija mokymo procese lemia visa serija
ja lydin¢iy metody.

Taciau matematika — dedukcinis mokomasis dalykas, todél ir mokykloje dedukci-
ja turi uzimti reikiama vieta. Ypac padidéja jos svarba vidurinése ir aukstesniosiose
klasése. Todél nereikia nepilngja indukcija piktnaudziauti ir taikyti ja ten, kur jos ne-
bereikia.

Vidurinése klasése nepilnoji indukcija naudojama, kur tai butina, kaip metodas,
kuris yra pradinis formuluoti naujiems teiginiams. Taciau jau VII klasés mokiniai
savo protine branda yra pasieke toki lygi, kad daznai jiems néra per sunku taikyti de-
dukcini metoda, taigi reikia juo naudotis kuo dazniau. Vyresniosiose klasése indukcija
naudojama dar rec¢iau. Taciau ir ¢ia nereikia jos visiskai atsisakyti.
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IV. MATEMATINIAI TEIGINIAI

1. SPRENDINIAI

Mastyme savokos nevartojamos atskirai viena nuo kitos, jos tam tikrais biidais yra
susietos viena su kita. Savoky rysio formos yra sprendiniai. Kiekviename sprendinyje
nustatomas atitinkamas sarysis tarp savoky. Jei sprendiniai teisingai atspindi ta sarysi,
tai tokius sprendinius vadiname feisingais, prieSingu atveju jie klaidingi. Pvz.: ,,Visi
staCiakampiai — lygiagretainiai® (teisingas sprendinys); ,,Visi lygiagretainiai — stacia-
kampiai“ (klaidingas sprendinys).

Taigi sprendinys yra tokia mastymo forma, kurioje atspindimas paties objekto bu-
vimas ar nebuvimas, taip pat objekto savybiy buvimas ar nebuvimas. Taikant logikoje
priimta simbolika ir sprendiniy klasifikacija, turime keturias sprendiniy riisis: 1) a
(bendrieji teigiamieji sprendiniai). Pvz.: ,,Funkcijos y = kx grafikas — tiesé, einanti per
koordinaciy pradzia®; 2) i (daliniai teigiamieji sprendiniai). Tinka tas pats pavyzdys,
tik vietoje k reikia paimti konkrety skaiciy; 3) e (bendrieji neigiamieji sprendiniai).
Pvz.: ,,Nei vienas racionalusis skaicius néra lygties x> = 2 Saknis*’; 4) o (dalinis neigia-
masis sprendinys). Pvz.: ,,Skaicius 10 néra lygties 2x = 13 Saknis*.

Pazinimo procese sprendiniai i ir o yra pirmesni uz sprendinius a ir e, nes pirmieji
yra eksperimenty, stebéjimy rezultatas, o antrieji gaunami juos apibendrinus. Loginio
kvadrato taikymo pavyzdziai — jei eksperimento metu suformuluojame: a) teisinga
sprendini 7, automatiskai jam prieSinga sprendini e atmetame — jis bus klaidingas: b)
teisinga sprendinj o, tai automatiskai atmetame a (t. y. norint paneigti kurj nors teigini,
pakanka vieno neigiamo pavyzdzio). Daugelis matematiniy teiginiy yra a ir e tipo. I$
ju teisingumo iSplaukia jiems subordinuoty teiginiy i (o) teisingumas, o kad teiginiai a
(e) teisingi esant teisingiems teiginiams 7 (0) — ne visada galima tvirtinti. Teiginiy a (e)
teisingumas arba postuluojamas (lot. ,, postulatum** — reikalavimas), arba jrodomas,
tada Sie teiginiai tampa teoremomis.

Matematiniai sprendiniai gali biiti klasifikuojami ir taip: 1) teigiantieji (S5=4+ 1) ir
neigiantieji (5 #4) sprendiniai; 2) vieniniai (2 + 3 =3 + 2), daliniai (5 =5) ir bendrieji
(a+b=>b+a) sprendiniai; 3) sqlyginiai (,,Jei trikampio trys krastinés atitinkamai ly-
gios kito trikampio trims krastinéms, tai tie trikampiai yra lygus®), skirstantieji (,,Tie-
siné lygtis su realiais koeficientais turi arba viena Saknj, arba be galo daug Sakny, arba
neturi nei vienos Saknies) ir kategoriskieji (gr. ,, katégoria“ — nurodymas, apibrézi-
mas) (,,Trikampio priekampis yra didesnis uz bet kurj, jam negretutinj, vidaus kampa“)
sprendiniai; nesunku pastebéti, kad tai jau sudétiniai teiginiai, sudaryti i§ paprastuju
teiginiy; 4) galimumo (probleminiai) sprendiniai (,,Matyt, tiesé a yra statmena tiesei
b*); 5) realieji (asertoriniai, lot. ,, assertorius ** — teigiamas) sprendiniai (,,Lygiakras¢io
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trikampio kampas lygus 60°%); 6) bitinumo (apodiktiniai, gr. , apodeiktikos“ — ne-
nuginc¢ijamas, butinas) sprendiniai (,,Sumazinus vienetu bet kurio nelyginio skai¢iaus
kvadrata, gausime skaiciy, kuris dalysis i§ 8“). 4 — 6 tipy sprendiniai yra modaliniy
teiginiy atmainos.

Vieniniy ir bendryjy sprendiniy skyrimas ypa¢ svarbus geometrijoje. Cia jrodant
teoremas visada naudojamas brézinys (vieninis pavyzdys), o irodoma teorema remiasi
ne individualiomis, o bendromis figliry savybémis.

Mastyti —reiskia formuluoti sprendinius. Sprendiniais mintis, sagvoka gali buti vys-
tomos toliau. Kadangi bet kuri savoka atspindi atitinkama objekty ar reiskiniy klasg
(aibg), arba santykius tarp ju, tai bet kuris sprendinys gali buti nagrin¢jamas, kaip
vienos savokos subordinacija (arba neitraukimas) i kitos savokos turini bei apimti.

Kiekvienas mokslas — apibréZta sprendiniy sistema apie objektus, kuriuos jis na-
grinéja. Bet kuris sprendinys iSreiSkiamas tiesioginiu sakiniu, iSreikstu to mokslo ter-
minais ir simboliais. Taigi ir matematika yra tam tikra sprendiniy sistema. Matema-
tiniai sprendiniai yra iSreiSkiami matematiniais ir loginiais terminais bei simboliais.
Matematikos terminai (ar simboliai) zymi logines operacijas, kurias atliekant i§ vieny
matematiniy sprendiniy gauname kitus. Visy tokiy sprendiniy aibé sudaro matemati-
kos moksla.

Beje, sprendiniai logikoje yra ne kas kita, kaip paprastieji teiginiai. Tad ateityje
vartosime tik teiginio termina.

2. PAGRINDINES MATEMATINIY TEIGINIY RUSYS

Aksioma — teiginys, priimamas be irodymo. Tam tikras aksiomy skai¢ius sudaro
pradiniy kurios nors mokslinés teorijos teiginiy sistema, kurios pagrindu jrodomi kiti
Sios teorijos teiginiai — teoremos. Aksiomos ir pirmings, neapibréziamos savokos su-
daro matematinés teorijos pagrinda. Aksiomy sistema turi tenkinti nepriklausomumo,
nepriestaringumo ir pilnumo reikalavimus.

Postulatas — teiginys, kuris iSreiskia tam tikra reikalavima (salyga), kuri (-ia) pri-
valo tenkinti tam tikra savoka ar santykis tarp savoky. Kartais postulatai btina savo-
kos ar savokuy sistemos apibrézimo dalis. Pvz., ekvivalentumo santykis apibréziamas
trimis postulatais. Paaiskinsime tai lygybés santykiu. Lygybés santykis aib&je A bus
ekvivalentus, jei: a) jis bus refleksyvus (lot. ,, reflexio “ — atgrezimas), t. y. Vae A tu-
rime a = a; b) jis bus simetriskas (gr. ,,symmetria‘ — atitikimas), t. y. Va, b, c € A
turésime a = b— b = a; c) jis bus tranzityvus (lot. ,, transityvus * — pereinamasis), t. y.
Ya, b, c € A turésime a = b A b= c—> a = c. Analogiskai dviejuy tiesiy lygiagretumas
(all b) apibréziamas dviem postulatais:

Daceanbea; 2)allbranb=030.
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Matematiniai teiginiai, sudarantieji bet kurios matematikos Sakos turini, néra izo-
livoti, bet glaudziai siejasi vienas su kitu ir sudaro darnia sistema. Norint sukurti tobu-
Ia bet kurio mokslo sistema, kurios ideala buvo bendrais bruozais nusake dar senovés
graikai, ir kuri galutines savo formas igijo tik XX a., jos pagrindu imamas tam tikras
kiekis pagrindiniy terminy, savoky ir aksiomy. Visa tai atskleidzia pagrindiniy sa-
vokuy turinj, netiesiogiai tas savokas apibrézia. Po to mokslo sistemos vystymas eina
dedukciniu keliu. Kiekviena nauja savoka nustatoma atitinkamu apibrézimu, pagristu
pagrindinémis sgvokomis ir tais apibrézimais, kurie buvo pateikti anksciau. Kiekvie-
nas naujas teiginys jrodomas. Taigi kiekviena konkretaus mokslo savoka arba yra
pagrindiné, netiesiogiai apibrézta aksiomomis, arba apibréziama; trecio kelio néra.
Kiekvienas teiginys yra arba priimtas kaip aksioma, arba jrodytas, kaip teorema — ¢ia
trecio kelio irgi néra (taigi pasireiskia loginis negalimo treciojo désnis).

Kaip jau minéta, aksiomy sistema turi tenkinti Siuos reikalavimus: 1) aksiomos turi
biiti suderintos (nepriestaraujancios viena kitai; tas pats pasakytina ir apie jomis nau-
dojantis jrodomas teoremas); 2) aksiomos turi biiti viena nuo kitos nepriklausomos (t.
y. nei viena neturi baiti iSvedama i$ kity, tokiu atveju tai biity jau teorema); 3) aksiomy
sistema turi buti pilna, t. y. aksiomy turi pakakti visoms atitinkamos mokslo Sakos
teoremoms jrodyti. TaCiau grieztas bet kurio matematikos dalyko déstymas viduringje
mokykloje yra per sunkus mokiniams. Mokykloje dazniausiai grieztai nesilaikoma
aksiomy sistemos nepriklausomumo ir pilnumo reikalavimuy.

Svarbus matematikos, kaip dedukcinés sistemos, bruozas — visos savokos, iSskyrus
pagrindines, ivedamos apibrézimais. Apibrézimuose nurodomos kai kurios specifinés
savoky savybés, pozymiai, pagal kuriuos galima nustatyti, ar duotasis objektas ar san-
tykis priklauso Sios savokos apimciai. Likusios apibréziamujy savoky savybés nusta-
tomos teoremomis. Sgvoky poZymiai, iSreiksti teoremomis bei apibrézimais, papras-
tai yra elementariis sudétiniai teiginiai, sudaryti i$ dvieju paprastyju teiginiy, sujungty
loginémis jungtimis. Apibrézimuose ir kiekvienos teoremos salygoje nustatomas ati-
tinkamos sgvokos egzistavimo pakankamumas. Visi pozymiai ¢ia jungiami jungtimi
ST, . y. turime konjunkcijq. Todél tam, kad nustatytume, ar atitinkamas objektas
(santykis) priklauso kokiai nors objekty (santykiy) klasei, sudaranciai atitinkamos sa-
vokos apimtj, pakanka parodyti, kad visi jos poZymiai atskleidziami jos apibrézime ar
kurios nors teoremos salygoje. Ypac¢ tai aktualu sprendziant uzdavinius.

Jeigu kuri nors matematiné savoka turi viena ar kelis apibrézimus ir yra i$nagri-
nétos teoremos, kurios nustato pakankamas jos egzistavimo salygas, tai pozymiy,
esanciy apibrézimuose ir teoremose konjunkcijos sudaro disjunkcijq. Taip gaunamas
iSpléstinis savokos apibrézimas. Pvz.: keturkampis ABCD bus lygiagretainis (p), jei-
gu: )AB | CD(g)irAD || BC (#),arba 2) AB||CD (¢) ir AB = CD (s), arba
3) AB=CD (s) ir AD = BC (¢), arba 4) AO = OC (u) ir BO=OD (v) ir O — {strizainiy
AC ir BD susikirtimo taskas (z). Trumpai tai uzraSoma taip:
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((gAaryvgas)visAhVvuAvAaz))~p.

Matematikos mokymo procese tikslinga kuo dazniau taikyti tokias konstrukcijas:
taip nustatomas organinis rysys tarp savokos savybiu, matomy apibrézime, su kitomis
savybémis, atspindétomis teoremose. Taip mokiniai apibendrina savo zinias, praple-
¢ia ju apimtj, taip pat ir ju taikymo galimybes. Todél nagrinéjant savoky apibrézimus,
aksiomas ir teoremas, rekomenduojama sudaryti su mokiniais nuolat papildomus sa-
raSus savybiy, i$§ kuriy galima sudaryti auks¢iau minétus iSpléstinius apibrézimus. Be
nagrinéjamos medziagos loginio organizavimo pateiktoji darbo su savokomis ir teore-
momis metodika matematinés teorijos mokymasi daro labiau organizuota ir nattraly.
Jei mokytojas laikosi tokios metodikos, jo mokiniai lauks, kad, ivedus nauja savoka
bei jos apibrézima, bus nagrinéjamos tos ju savybés, kurios kartu su apibrézimu leis
atpazinti Sia savoka naujoje situacijoje, taip pat panaudoti tas Sios situacijos savybes,
kurios nustatomos pries tai nustacius minimos savokos buvima joje. Taip apibrézimai
bei teoremos mokiniams pateikiami vieninga, tarpusavyje susieta sistema, o ne kaip
atsitiktinai sudarytas teiginiy rinkinys.

3. TEOREMOS SAVOKA. PAPRASTOS IR SUDETINES TEOREMOS

Pagrindinés savokos, ju sarysiai ir aksiomy sistema — dedukcinés disciplinos su-
kiirimo pagrindai.

Teorema — pagrindiné dedukcinés sistemos grandis, kuri jtraukiama i ta sistema
logiskai ja pagrindus, irodzius. Tokia teorema, kuri labai lengvai irodoma per kita,
ka tik irodyta teorema, vadiname isvada. Daznai iSvada yra kurios nors teoremos ats-
kiras atvejis. Lema — teorema, kuri jrodoma kaip pagalbiné kitai teoremai irodyti.
Kiekvienos teoremos formuluotéje nurodoma, kokioms salygoms esant nagrin¢jamas
matematinis objektas ar objekty sarysis ir kas apie ta objekta (sarysj) tvirtinama. Todél
daznai teoremos formuluojamos kaip implikaciniai teiginiai, po jungties dalies ,jei*
nurodant sqlygq, o po dalies ,tai* — isvadq. Pvz.: ,,Jei skaiius baigiasi O ar 5, tai jis
dalijasi i§ 5. Kartais teoremos pateikiamos kaip tvirtinimai: ,,Kryzminiai kampai yra
lygtis“. Taciau tokias teoremas irgi nesunku isreiksti implikaciniu teiginiu.

Mokykloje teoremos savoka tradiciskai jvedama geometrijos kurse. Taciau ir ari-
tmetikoje bei algebroje naudojamasi teoremomis, kurios dazniausiai nejrodiné¢jamos,
bet aiskinamos nepilnosios indukcijos metodu.

Pagal salygy ir iSvady kieki teoremos skirstomos i paprastas ir sudétingas. Pa-
prastosios teoremos pavyzdys: ,,Jei skaiCius baigiasi nuliu, tai jis dalijasi i§ 10%“. Sude-
tingy teoremy pavyzdziai: ,,Jei skaicius dalijasi i$§ 3 ir 5, tai jis dalijasi i§ 15; ,,Rombo
Istrizainés tarpusavyje statmenos ir jo kampus dalija pusiau“. Pastaraja teorema gali-
ma iSreiks$ti dviem paprastosiomis teoremomis (nes ¢ia yra dvi iSvados).
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Pati zodiné teoremy iSraiska yra dvejopa: a) kategoriska, kada kokios nors savybés
buvimas ar nebuvimas tvirtinamas besalygiskai (,,Trikampio vidaus kampy didumy
suma lygi 180°%); b) sqlyginé, kai teiginio teisingumas laikomas priklausomu nuo
atitinkamy salygy (,,Jei dvi tiesés yra simetriskos centro atzvilgiu, tai jos — lygiagre-
teés). Aisku, kad nepakeitus Siy teoremy turinio, forma pakeisti galima: ,,Jei figiira
yra trikampis, tai jo vidaus kampy suma lygi 180°; ,,Dvi tiesés, simetriskos centro
atzvilgiu, yra lygiagretés®.

4. PAPRASTYJU TEOREMUY RUSYS

Paprastoji teorema gali bti iSreiksta implikacija: ,,Jei yra p, tai yrair ¢*“ (p — q). Jei
Sig teorema laikysime tiesiogine, tai atvirkstiné teorema bus implikacija ¢ — p. Jei pa-
neigtume tiesioginés ir atvirkstinés teoremuy salygas ir iSvadas, tai gautume teoremas,
priesingas joms: p — ¢, g — p. Taip sakant, kad ir kokia jvairi biity matematiniy
teiginiy zodiné forma, juos visada galima iSreiksti implikacija. IS vieno teiginio gauna-
mi dar trys teiginiai:

1. ,,Jei yra g, tai yra ir p* (teiginys, atvirkstinis pirmajam).

2. ,Jei néra p, tai néra ir ¢** (teiginys, priesingas pirmajam).

3. ,Jei néra ¢, tai néra ir p* (teiginys, prieSingas antrajam arba atvirkstinis trecia-

jam).

Nesunkiai galima jrodyti, kad: 1) tiesioginé ir prieSinga atvirkstinei teoremos yra
ekvivalencios; 2) atvirkstiné ir prieSinga tiesioginei teoremos taip pat ekvivalencios.

Ne visada i$ tiesioginés teoremos teisingumo iSplaukia atvirkstinés ir priesingosios
teoremy teisingumas. Kad isitikintume visy keturiy teoremy teisingumu, nebiitina iro-
dyti kiekviena i8 ju, o pakanka jrodyti tik dvi: tiesioging ir atvirksting arba tiesioging ir
prieSingaja. Visa tai tinka tik paprastosioms teoremoms. Pateikiame pora pavyzdziy,
kuriuose visos keturios teoremos yra teisingos : I. 1) Jei keturkampis yra lygiagre-
tainis, tai jo istrizainés susikirsdamos dalijasi pusiau. 2) Jei keturkampio istrizainés
susikirsdamos dalijasi pusiau, tai tas keturkampis — lygiagretainis. 3) Jei keturkampis
ne lygiagretainis, tai jo istrizainés susikirsdamos nesidalija pusiau. 4) Jei keturkampio
istrizainés susikirsdamos nesidalija pusiau, tai toks keturkampis — ne lygiagretainis.
II. 1) Jei keturkampis yra lygiagretainis, tai jo prieSingosios krastinés poromis yra
lygios. 2) Jei keturkampio prieSingosios krastinés poromis yra lygios, tai tas ketur-
kampis — lygiagretainis. 3) Jei keturkampis néra lygiagretainis, tai jo priesingosios
krastinés néra poromis lygios. 4) Jei keturkampyje prieSingosios krastinés poromis
néra lygios, tai tas keturkampis — ne lygiagretainis. Taciau taip biina ne visada:

1) Jei kampai yra kryzminiai, tai jie yra lygiis (tiesioginé teorema teisinga).

2) Jeigu kampai lygiis, tai jie kryZzminiai (atvirkstiné teorema neteisinga).
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3) Jeigu kampai ne kryzminiai, tai jie nelygiis (prieSingoji teorema neteisinga).

4) Jeigu kampai nelygts, tai jie ne kryzminiai (atvirkStin¢ prieSingajai teorema

teisinga).

IS Sio pavyzdzio iSplaukia, kad: a) gali buti, jog esant teisingai tiesioginei teore-
mai atvirkstiné teorema bus klaidinga; b) jei tiesioginé teorema teisinga, tai teorema,
atvirkstiné prieSingajai irgi bus teisinga; c) jei atvirkstiné teorema neteisinga, tai ne-
teisinga ir prieSingoji teorema. Sios savybés — ne atsitiktinés. Tarp $iy keturiy teoremy
egzistuoja glaudus rySys: a) p — g ir ¢ — p yra kartu teisingos arba klaidingos; b)
g—>p ir p— ¢ taip pat yra kartu teisingos arba klaidingos. Tai galima jrodyti, t.
y. parodyti, kad:

Dp—>9 ~(qg—> p); 2)(@—>p)~(p > 9.

12 lenteléje pateiktas (2) lygybés irodymas.

12 lentelé
p q P g |qop | poa | @op~(p> 9
t t k k t t t
k k t t t t t
t k k t t t t
K t t K K K t

Teoremy sarysis labai palengvina ju mokymosi praktika. Nagriné¢jant matematiniy
objekty savybes, kurios iSreiskiamos teoremomis, néra reikalo nagrinéti visas keturias
teoremy risis — pakanka nustatyti kurios nors neekvivalencios teoremy poros (daz-
niausiai tiesiogingés ir atvirkstinés teoremy) teisinguma ar klaidinguma, nes i§ tokios
poros teoremy teisingumo ar klaidingumo btinai iSplaukia likusios poros teisingu-
mas ar klaidingumas.

Labai svarbu atkreipti mokiniy démesj i tai, kada teisingos yra tiesioginé ir at-
virkstiné (tiesioging ir priesingoji) teoremos. Tokio atvejo pavyzdys: ,,Lygiagretainio
istrizainés susikirsdamos dalija viena kita pusiau®. Atvirkstiné teorema patvirtina, kad
lygiagretainis yra vienintelis iS iskiliyju keturkampiuy, turintis tokig istrizainiy savybg.
Tad nagrinéjama istrizainiy savybé yra vienas i$ lygiagretainio pozymiu — jo charak-
teringoji (gr. ,,charaktér — bruozas) savybe. Taigi tiesioginés ir atvirkstinés (arba
tiesiogingés ir priesingosios) teoremy teisingumas isskiria objekto ar objekty sarysio
charakteringaja savybe. Pvz.: 1) Aritmetinés progresijos atveju charakteringaja jos
savybe iSskiria tiesioginé teorema: ,,Bet kuris aritmetinés progresijos narys, iSskyrus
pirmaji, yra jam gretimy nariy aritmetinis vidurkis“ (galioja ir atvirkstiné teorema).
2) Geometrinés progresijos atveju charakteringaja savybe nusako teorema: ,,Bet kuris
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geometrinés progresijos narys, iSskyrus pirmaji, yra jam gretimy nariy geometrinis
vidurkis* (galioja ir atvirkstiné teorema).

Kartais charakteringoji savybé isreiskiama apibrézimu ir teorema. Pvz., trikampiy
lygumas apibréziamas tuo, kad juos visais ju elementais galima sutapdinti tarpusavy-
je. [rodoma ir teorema — tre€iasis trikampiy lygumo pozymis — apie trikampiy lyguma,
jei jie turi atitinkamai po tris lygias krastines.

Charakteringyjuy savybiy nustatymas leidzia pakeisti vienus objekty apibrézimus
kitais, jiems ekvivalenciais, o tai kartais patogu irodymuose. Pvz., lygiagretaini galima
apibrézti kaip iskilyji keturkampi, kurio prieSingosios krastinés poromis yra lygios,
arba kaip i8kilyji keturkampi, kurio istrizainés susikirtimo taske dalijasi pusiau.

5.BUTINOS IR PAKANKAMOS SALYGOS

Pries jvedant biitiny ir pakankamy salygu savokas, bitina pirminj supazindinima
su jomis pradéti jau pradinése klasése. Cia tiks tokie pavyzdziai: 1) Kad asfaltas ga-
tvéje tapty drégnas, tai butina (pakanka), kad palyty. 2) Ar $ios salygos bus bitinos,
pakankamos, biitinos ir pakankamos (abi kartu): a) pinigy turéjimas bilietui | kina
nusipirkti: b) 16 mety turéjimas gauti Lietuvos piliecio pasui.

Jau pradinése klasése reikia iSmokyti skirti pagal prasmg terminus: ,,gali“ ir ,,rei-
kia“, kurie yra atitinkamuy Zodziy: ,,pakanka® ir ,,btitina* sinonimai. Pvz., kokiu termi-
nu (,,galima“ ar ,,reikia“) reikia formuluoti savybes, taikomas $iuose skaiiavimuose:
a) 58 — (28 —19)=(58 —28) + 19=49; b) 46— (25— 14)=(46 + 14) — 25 =35.

Klausimas apie biiting ir pakankama pozymius (salygas) siejasi su tiesiogine ir
atvirkStine (ar prieSinga) teoremomis. Matematikoje yra teoremuy, kuriose yra biiti-
nos, pakankamos ir biitinos bei pakankamos salygos. Pvz.: IS 3 dalijasi tie ir tik tie
skaigiai, kuriy skaitmeny suma dalijasi i§ 3*. Cia ,,skaitmeny suma dalijasi i§ 3* yra
bitina salyga. Todél biitina salyga yra ta, kurios nesant tvirtinimas biity klaidingas.
Pakankama salyga yra tokia, kuriai esant teiginys yra biitinai teisingas. Pvz., kad skai-
Cius dalytysi i 2, pakanka, kad jis dalytysi i$ 4. Butina salyga gali biiti nepakankama,
nes, pvz., to, kad skaicius dalijasi i$ 2, nepakanka, kad jis dalytysi 4. Taip pat pakan-
kamas pozymis gali nebiiti biitinas. Pvz., dalijimasis i§ 4 — pakankamas dalijimosi i$
2 pozymis, bet jis néra bitinas. Jei abu teiginiai p — ¢ ir ¢ — p teisingi, t. y. p ~ ¢, tai
¢ yra ir biitinas, ir pakankamas p pozymis. IS to, kad skaicius dalijasi i§ 3, iSplaukia jo
skaitmeny sumos dalumas i$ 3 ir atvirksciai, todél auksciau pateikta teiginj galima su-
formuluoti taip: ,,Kad skaicius dalytysi is 3, biitina ir pakanka, kad jo skaitmeny suma
dalytysi i§ 3. Butinos ir pakankamos salygos yra charakteringasis poZymis.

Apibendrinsime tai, kas pasakyta, pasinaudodami logikos simbolika. Tarkim, turi-
me teisingus teiginius:
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1) Jei natiiralusis skai¢ius yra lyginis, tai jis dalijasi i§ 12.

2) Jei naturalusis skaicius dalijasi i§ 12, tai jis lyginis.

3) Jei natiiralusis skaicius lyginis, tai jis dalijasi i§ 2.

4) Jei naturalusis skaicius dalijasi i§ 2, tai jis lyginis.

Tai implikaciniai teiginiai: 1) p — ¢q; 2) ¢ = p; 3) r —> 53 4) s = r. Kiekviena ju
galima suformuluoti ir taip:

1) Kad naturalusis skaicius dalytysi i$ 12, butina (bet nepakankama), kad jis bty

lyginis.

2) Kad natiiralusis skaicius bty lyginis, pakanka (bet nebitina), kad jis dalytysi

5 12.

3) Kad natiiralusis skai¢ius dalytysi i 2, butina ir pakanka, kad jis biity lyginis.

4) Kad naturalusis skaicius dalytusi i§ 2, biitina ir pakanka, kad jis buty lyginis.

Sakoma, kad teiginys ¢ yra bitina teiginio p teisingumo salyga, o teiginys p yra
teiginio ¢ teisingumo pakankama salyga. Teiginys 7 yra biitina ir pakankama teiginio
s teisingumo salyga, ir atvirkséiai.

Bendru atveju teigini p vadiname biitina teiginio ¢ teisingumo salyga, jei implika-
cija ¢ — p yra teisinga. Teiginj p vadiname pakankama teiginio ¢ teisingumo salyga,
jei implikacija p — ¢ yra teisinga.

Salyga yra bitina ir pakankama ¢ teisingumui, jei teisingos implikacijos p — ¢ ir
q = p, t. y. jei galioja ekvivalentumas p ~ q.

Taigi iSsiaiSkinant, kokiai salygai p esant yra faktas ¢, galimi trys atvejai: a) jei
salygos p ivykdymas uztikrina fakta ¢, sakoma, kad salyga p pakankama faktui ¢
(» = q); b) jei salyga p yra neivykdoma ir tada fakto ¢ negali buti, sakoma, kad
salyga p yra bitina faktui ¢ ( p = g¢); ¢) salyga p bus biitina ir pakankama, kai bus
teisingas teiginys g— p.

Tokiu budu yra trijuy rasiy salygos:

1) pakankama, bet nebitina, kai teiginys p — ¢ teisingas, o teiginys p — ¢ klai-

dingas;

2) biitina, bet nepakankama, kai teiginys p —> ¢ teisingas, 0 p — ¢ klaidingas;

3) biitina ir pakankama salyga, kai abu Sie teiginiai teisingi.

Bendru atveju matematinis apibrézimas néra teiginys (apie apibrézima bendru
atveju negalima pasakyti, teisingas jis ar ne; jis tik protingai iSrenkamas i§ kele-
to galimy apibrézimy). Taciau kiekvieng apibrézima galime suformuluoti taip, kad
jis tapty teiginiu. Tam reikia, kad grieztame savokos apibrézime bty atspindétos
butinos ir pakankamos salygos tam, kad apibréziamasis objektas priklausyty tam
tikrai aibei (duotosios savokos apimciai). Pvz.: . Keturkampis yra lygiagretainis tada
ir tik tada, kada jo prieSingosios krastinés poromis yra lygiagrecios*. Kartu reikia
turéti omenyje, kad i§ visos savybiy, kurias turi apibréziamasis objektas, aibés, sa-
vybes, galin¢ias apibtidinti kuri nors objekta, galima atrinkti keliais biidais. Jei vie-
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nas savybiy rinkinys panaudojamas suformuluoti apibrézimui, tai likusieji rinkiniai
gali biti jrodyti kaip teoremos. Tos teoremos, kurios isreiskia savokos egzistavimo
pakankamas salygas, vadinamos §ios sqvokos poZymiais, o teoremos, iSreiSkiancios
bitinas sgvokos egzistavimo salygas, vadinamos sqvokos savybémis. Jei matematinis
objektas A, apibréztas apibrézimu o, turi savybe B, tokia, kad o ~ B3, tai B yra vadi-
nama objekto A savybe. Bet kuri charakteringoji matematinio objekto savybé gali
biti to objekto apibrézimu. Pvz., teorema: ,,Lygiagretainio istrizainés susikirsdamos
dalija viena kita pusiau® yra viena i§ lygiagretainio savybiy. Atvirkstiné teorema
,Jei keturkampio istrizainés susikirsdamos susikirtimo taske dalijasi pusiau, tai tas
keturkampis yra lygiagretainis* yra lygiagretainio pozymis. Jei Sig teorema laikytu-
me lygiagretainio apibrézimu, tai pradinj iprastaji lygiagretainio apibrézima galima
irodyti kaip teorema.

6. BUTINOS IR PAKANKAMOS SALYGOS MOKANT MATEMATIKOS
MOKYKLOJE

Jau mokydamiesi dalumo pozymiy, mokiniai susiduria su biitinomis ir pakanka-
momis salygomis. Ypac svarbu, kad mokiniai isisavinty savokas , tie skaiciai®, ,,tik tie
skaiciai®, ,tie ir tik tie skaiciai®.

Antrasis susitikimas su biitinomis ir pakankamomis salygomis jvyksta tada, kai
ivedama geometrinés taSky vietos savoka, kuri apraSoma taip: geometrine vieta taskuy,
turiniy tam tikra savybe, vadinsime aibg tasSky, kurios visi taskai ir tik jie turi Sia sa-
vybe. Kad kokia nors tasky aibg galétume pavadinti geometrine vieta, reikia nustatyti,
kad kiekvienas aibés taskas turi tam tikra savybe ir kad nei vienas taskas, nepriklau-
santis tai aibei, neturi tos savybés. Taigi biitina jrodyti tiesioging ir prieSingaja (arba
atvirksting) teoremas. Todél kiekviena teorema apie geometring tasky vieta turi savyje
biiting ir pakankama salygas.

Kad mokiniai gerai isisavinty savokas: ,,biitina®, ,,pakankama®, ,,biitina ir pakan-
kama salygos*, naudinga duoti atlikti serija pratimuy:

1) kad pereitum i aukstesng klasg, ... turéti teigiamus pazymius i$ visy mokomuyjy

dalyky,

2) kad baigtum viduring mokykla, ... i§laikyti visus reikiamus egzaminus;

3) kad taptum inzinieriumi, ... mokytis aukstosios matematikos;

4) kad numalSintum troskuly, ... iSgerti stikling vandens.

Véliau pereinama prie matematiniy pratimy:

1) kad dvieju natiiraliyjy skaic¢iy suma bty lyginis skaicius, ... , kad kiekvienas

démuo buty lyginis skaicius;
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2) kad natiiralusis skaicius dalytysi i$ 6, ... , kad jis dalytusi iS 2;

3) kad natiiralusis skaicius dalytysi i$ 6, ... , kad jis dalytysi i§ 2 ir 3;

4) kad lygtis (x — 1)(x — 2) = 0 turéty sprendini, ... , kad bty x = 1;

5) kad lygtis 2x + 5 = 13 turéty sprendini, ..., kad buty x =4.

Véliau pateikiama serija teiginiy ir pasitiloma iSsiaiskinti, ar kiekviename ty teiginiy
yra biitinos ir pakankamos salygos ir tuos teiginius, kuriuose jos yra, siiiloma suskaidy-
ti { du teiginius taip, kad viename ju biity biitinas, kitame — pakankamas pozymiai:

1) Kad skaicius dalytysi i$ 15, biitina ir pakankama, kad jis dalytysi i§ 3 ir 5.

2) Skaicius i$ 3 dalijasi tada ir tik tada, kai jo skaitmeny suma dalijasi i§ 3.

3) I8 2 dalijasi tie ir tik tie skaiciai, kurie baigiasi nuliu ar lyginiu skaic¢iumi.

4) Kad iskilusis keturkampis bty lygiagretainis, biitina ir pakanka, kad jo priesin-

gosios krastinés biity poromis lygios.

Dar toliau pateikiamos teiginiy poros ir pasitiloma kiekvieng pora sujungti i viena
teigini:

1) Jei skaicius dalijasi i§ 3 ir 5, tai jis dalijasi i§ 15. Jei skaicius dalijasi i§ 15, tai

jis dalijasi i$ 3 ir 5.
2) Jei vienas i$ dvieju dauginamuyjy dalijasi i§ 3, tai ir sandauga dalijasi i§ 3. Jei dvie-
ju dauginamuyjy sandauga dalijasi i$ 3, tai bent vienas dauginamasis dalijasi iS 3.
3) Priesingieji lygiagretainio kampai yra lygus. Jei iskiliajame keturkampyje prie-
Singieji kampai yra lygus, tai tas keturkampis — lygiagretainis.

4) Lygiasonio trikampio kampai prie pagrindo yra lygis. Jei trikampio kampai

prie pagrindo yra lygts, tai tas trikampis — lygiaSonis.

Nagrinéjant progresijas, vél griztama prie ju charakteringyju savybiy, kurios irgi
yra biitinos ir pakankamos salygos.

Taikant terminus ,.tie ir tiktai tie“, ,tada ir tik tada®, ,,butina ir pakankama“ te-
oremose, mokiniams reikia btinai paaiskinti, kad kiekvienas i§ §iu terminy leidzia
kiekviename teiginyje iS karto pateikti dvi teoremas: tiesioging ir atvirksting.

7.TEOREMOS, ATVIRKSTINES SUDETINEMS TEOREMOMS

Sudétinése teoremose su keliomis salygomis ir viena iSvada tarpusavio sarysis tarp
tiesiogings ir atvirkstinés teoremy yra sudétingesnis. Tokiais atvejais gali biiti sukons-
truota keletas atvirkstiniy teoremy, kuriy dalis gali biiti teisingos, dalis — klaidingos.
Atvirkstiniy teoremy salygomis gali biiti arba tik tiesioginés teoremos iSvada, arba
kuri nors i$ jos salygu ir i§vada, o atvirkstiniy teoremy iS§vados bus tiesioginés teo-
remos salygos arba dalis juy. Pvz., tiesioginé teorema: ,,Gretutiniy kampy suma lygi
180°“ turi tris atvirkstines teoremas:

1) Jei dviejuy kampy suma lygi 180°, tai jie gretutiniai (klaidinga).
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2) Jei du kampai turi bendra krasting, yra iSsidéste skirtingose pusplokstumése Sios

krastinés atzvilgiu, tai kitos dvi ju krastinés — priesingi spinduliai (klaidinga).

3) Jei dvieju kampy suma lygi 180° ir ju dvi krastinés sudaro tiese, tai kita jy kras-

tin¢ — bendra (teisinga).

Jei tiesioginé teorema turi keleta salygy ir iSvady, tai atvirkstiniy teoremy sudary-
mas tampa dar sudétingesnis. Tokiais atvejais atvirkstiné teorema gali ir neturéti savo
salygoje ir iSvadoje visy tiesioginés teoremos iSvady ir salygu. Pvz., teoremai: ,,Ly-
giagretainio prieSingosios kraStinés poromis yra lygios* viena i§ atvirkstiniy teoremy
bus: ,,Jei iskiliojo keturkampio dvi krastinés yra lygiagrecios, o dvi kitos — lygios, tai
toks keturkampis — lygiagretainis* — ¢ia nepanaudojama viena iS tiesioginés teoremos
iSvady — kitos prieSingyju krastiniy poros lygybé.

Formuluojant sudétinés teoremos, turincios kelias salygas ir iSvadas, atvirkstines
teoremas, galima tiesioging teorema pirma iSskaidyti i tiek teoremuy, kiek yra iSvaduy,
o tada formuluoti tiek atvirkstiniy teoremuy, kiek buvo ty i§vaduy.

8. ATVEJAI, KAI TIESIOGINES TEOREMOS BUTINAI TURI TEISINGAS
ATVIRKSTINES TEOREMAS

Tegu turime serija tiesioginiy teiginiy:
P, = 4,
P, 4,
P,—4,

Tegu salygos p,, p,, ..., p, yra vienintelés galimos ir iSsemia visus galimus atvejus.
Tegu visos i8vados q,, ¢, ..., ¢, yra skirtingos ir nei viena i§ ju nesutampa su kita. Tada
atvirkstinés teoremos bus:

q, > P,
4, D,
q, P,

Tokiais atvejais atvirkstinés teoremos néra formuluojamos bei jrodinéjamos. Mo-
kykloje tokiu atvejy irgi pasitaiko. Antai skirtingy trikampiy krastines sieja trys pri-
klausomybés:

¢* = a* + b (statusis trikampis),
¢*=a?+ b* - 2ap (smailusis trikampis),
c*=a*+ b*+ 2ap (bukasis trikampis),

kur a, b, ¢ — krastiniy ilgiai, p — krastinés b projekcijos krastingje « ilgis. Siy teo-
remy salygos — vienintelés galimos: krastiné ¢ yra arba prie§ statyji, arba prie§ smai-
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lyji, arba pries bukaji kampa. Atitinkamai skirtingos ir nesutampancios yra ir iSvados.
Todél atvirkstinés teoremos, nors jos yra teisingos, neformuluojamos ir nejrodinéja-
mos, taciau mokytojas turi apie jy egzistavima mokiniams pasakyti, kitaip i klausima,
kokie yra trikampiai, jei ju krastines lygios, pvz.: a) 3,4, 5;b) 3,4, 61irc) 6, 8,9
ilgio vienetams, mokiniai pateiks teisingus atsakymus ir neteisingus jy pagrindimus,
remdamiesi tiesioginémis teoremomis.

9. TEOREMOS SAVOKOS FORMAVIMAS MOKYKLOJE

Nagringjant jvairiy matematiniy objekty savybes, pvz., figliry geometrijoje, skaiciy
aritmetikoje, lygciy algebroje, prireikia daryti vienas ar kitas iSvadas, t. y. formuluoti
teiginius, kuriy teisinguma biitina pagristi, irodyti — teoremas. Mokytojas turi pasiekti,
kad mokiniai sugebéty atskirti teoremos salyga ir iSvada. Tam padeda teoremy for-
mulavimas implikacinio teiginio forma: ,,Jei ..., tai ...“. Teoremos savoka mokykloje
pirmiausia jvedama geometrijos kurse, pries$ tai jau jrodzius keleta pirmyjy teiginiy,
dar ju neivardijus teoremomis. Tada pacia teoremos savoka jau galima konkretinti
mokiniy suvoktais pavyzdziais.

Isisavinant teoremos savoka, reikia paprasto teiginio forma iSreikstas teoremas i$-
mokyti iSreiksti implikaciniais teiginiais, pradedant nuo nesudétingy teoremy, pvz.:
»Dvieju nelyginiy skai¢iy suma yra lyginis skaicius®, ,,Kryzminiai kampai yra lygiis*
ir pan. Taip pat reikia mokyti formuluoti visy keturiy riisiy teoremas, jei yra pateikta
tiesioginé teorema. Mokiniai turi suvokti, jog teoremoje turi biiti nurodyta: a) kokio-
mis salygomis joje nagrinéjamas tam tikras objektas; b) kas apie ta objekta tvirtinama.
Atskirti objekta nuo salygu kartais btina gana sunku, nes Sios salygos neretai biina
pasléptos paciame objekto pavadinime. Pvz., ,,Rombo istrizainés yra tarpusavyje sta-
tmenos®. Salygos ¢ia slypi savokoje ,,rombas®. Kad biity lengviau ivykdyti auksciau
minéta reikalavima, vartojama implikacija: ,,Jei lygiagretainis yra rombas, tai jo istri-
zainés yra tarpusavyje statmenos‘.

10. MATEMATINIY TEIGINIY MOKYMAS MOKYKLOJE

10.1. Matematiniy teiginiy mokymo etapai

Matematiniy teiginiy mokymas vyksta trimis etapais: ivadas, isisavinimo uztikri-
nimas ir jtvirtinimas.

Pirmasis etapas — pamokoje sukuriama tokia situacija, kad mokiniai arba patys
»atranda® naujas teoremas, savarankiskai formuluoja naujus jiems matematinius tei-
ginius, arba yra tik parengiami juos suprasti.
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Antrajame etape mokiniai iSmokomi taikyti matematinius teiginius praktikoje, pa-
siekiama, kad mokiniai greitai ir be klaidy juos isiminty ir suprasty kiekviena zodi
formuluotése. Itvirtinimas vyksta taip: kartojamos teiginiy formuluotés, formuojami
ju taikymo sprendziant uzdavinius igtidziai.

Bitina prisiminti, kad mokykloje kai kurie apibrézimai bei teoremos vadinami
taisyklémis ir atitinkamai formuluojami. Ypac tai rySku pradinése klasése — tai vienin-
telis matematiniy teiginiy pateikimo btidas pradinukams. Todél aukstesnése klasése ir
kyla sunkumy, ivedant aksiomos, teoremos bei apibrézimo terminus.

10.2. Matematiniy teiginiy jvedimas

Priklausomai nuo nagriné¢jamos medziagos pobiidzio, jai iSnagrineti skirto laiko,
mokiniy amziaus ypatybiy ir daugelio kity veiksniy mokytojas pasirenka vieng i$ triju
naujy matematiniy teiginiy jvedimo keliu: a) mokiniai parengiami tam, kad savaran-
kiskai formuluoty apibrézimus, aksiomas ir atrasty teoremas; b) mokiniai rengiami
samoningai suvokti, suprasti nauja matematinj teigini, kuris jiems mokytojo po to
pateikiamas; ¢) mokytojas i$ karto formuluoja nauja apibrézima, aksioma ar teorema
be kokio nors iSankstinio pasirengimo, o po to mokiniy pastangas kreipia { jy isisavi-
nima bei jtvirtinima. Pirmyjy dviejy pasirinkimy atveju mokytojas naudoja euristini
metoda, pamokose sukuriamos probleminés situacijos (gr. ,,problema‘ — uzdavinys,
uzduotis; pranc. ,.situation’ — padétis), kurios padeda mokiniams savarankiskai at-
rasti naujas zinias. Tai kelia ju susidoméjima pamokomis, padeda ugdyti kurybinius
gebé¢jimus. Taciau visa tai reikalauja dideliy laiko sanaudy, kartais blaskomas moki-
niy démesys — sutelkiamas i antraeilius klausimus ir jie atitraukiami nuo pagrindiniy
idéju. Trecias atvejis daznai kritikuojamas, laikomas dogmatinio mokymo pavyzdziu.
Taciau primygtinis reikalavimas taikyti vien euristinius mokymo metodus — irgi savo
rusies dogmatizmas. Daugelis mokytoju s¢kmingai naudojasi biitent trec¢iuoju keliu,
vietomis ji susiedami su pirmojo ir antrojo elementais. Pirmasis ir antrasis keliai la-
bai susij¢ su tikslingu uzdaviniy parinkimu. Uzdaviniai parenkami atsizvelgiant | rea-
lias darbo salygas klas¢je. Mokéjimas tai tinkamai atlikti yra labai svarbus mokytojo
darbe. Pvz., nagrinéjant geometrines savokas, pratimai daznai parenkami taip, kad
mokiniai nubraizyty atitinkama figiira ir galéty pakankamai isskirti poZymius savo-
kos, su kuria norima juos supazindinti. ISskirtieji pozymiai yra biitini formuluojant
tos savokos apibrézima. Mokiniy nubraizytos figliros véliau panaudojamos jrodant
teoremas, sprendziant uzdavinius. Tai sutaupo mokymo laika. Stai kokia uzduotis re-
komenduotina prie§ apibrézimo ,,Lygiagretainis — keturkampis, kurio priesingosios
krastinés lygiagrecios™ pateikima: ,,Nubrézkite dvi lygiagrecias tieses, o po to — kitas
dvi lygiagrecias tieses taip, kad jos kirsty pirmasias dvi. Gavome keturkampi, kuri
vadiname lygiagretainiu. Pabandykite suformuluoti jo apibrézima®. Panasiai moki-
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niams tikslingai parinkus uzdavinius padedama suvokti naujas teoremas. Pvz., patei-
kus pratima: ,,Nubrézkite apskritima ir dvi tarpusavyje nelygias jo stygas. Nustatykite
i§ akies, kuri i$ jy yra arCiau centro. Suformuluokite savo iSvada. Ar ji patikima?*
Paskutinj klausima pradzioje visuomet formuluoja mokytojas, o véliau ji jpranta sau
kelti ir mokiniai. Mokiniai per ji isisamonina, kad, atrodyty, braizant ir matuojant
gauta patikima i§vada néra jau tokia patikima — ja reikia jrodyti.

Panasiai elgiamasi ir formuluojant aksiomas. Antai supazindinant su aksioma: ,,Jei
dvi skirtingos plokstumos turi viena bendra taska, tai jos kertasi tiese, einancia per ta
taska“ panaudojamas modelis: trikampé plokstelé vir§tine pritvirtinama prie stacia-
kampio, padengto plastilinu (21 pav., a). Mokiniy klausiama: ,,Ar gali dvi plok§tumos
turéti tik vieng bendra taska?*. ISgirdus teigiama atsakyma, paimama skaidri stacia-
kampé plokstelé, sutapdinama su trikampiu (21 pav., b). Ji akivaizdziai kertasi tiese
su plastilinu padengtu sta¢iakampiu.

21 pav.

Tai ir padeda suformuluoti aksioma.

Zemesniyjy klasiy vadovéliuose pateikiama daug tikslingy uzdaviniy bei pratimy
pries ivedant naujas taisykles. Tad mokytojui rekomenduotina tik gerai organizuoti
ju sprendima, susipazinus su nurodymais, duotais knygose mokytojui. Biitina pazy-
méti, kad ,,tikslingy uzdaviniy metoda* daug kur, remdamasis Vakary Europos, ypac
Vokietijos, patyrimu, pagrind¢ Zymiausias XX a. pradzios rusy matematikos didakti-
kos specialistas Semionas Sochoras-Trockis (1853—1923) [148]. Pabréziama tikslingy
uzdaviniy taikymo mokymo procese svarba ir Lietuvos bendrojo lavinimo mokyklu
bendrosiose programose [34].

10.3. Matematiniy teiginiy jsisavinimo uztikrinimas

Nereti atvejai, kai mokiniai susiduria su sunkumais, taikydami apibrézimus ar te-
oremas nejprastose situacijose, nors gerai atsimena juy formuluotes. Tai — formalizmo
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(lot. ,,formalis* — susijgs su forma) atvejai. Pvz., gana populiari klaida yra
(L) > Ya, x> 2.

Daznai mokiniai moka spresti kurio nors tipo uzdavinius, bet negali paaiskinti, kuo
remiasi spresdami juos. O kartais mokiniai nesugeba sugalvoti, kokius jiems gerai
zinomus matematinius teiginius reikia pritaikyti. Stai, pvz., mokiniai, gerai isiming
trikampio padétis a) (22 pav.), mokiniai neabejoja, kad vienas jo kampas status, taciau
kai jo padétis b), jie kartais teigia, kad stataus kampo trikampis neturi.

22 pav.

Norint i§vengti tokiy ir panasiy klaidy, reikia taikyti ivairius matematiniy teiginiy
mokymo metodus. Jei teoremy, aksiomy ir apibrézimy formuluotés mokiniams yra
suprantamos ir lengvai jsimenamos, tai nuo to ir reikia pradéti: pirma tegu mokiniai
supranta ir jsimena jas, o po to taiko uzdaviniams ir pratimams spresti. Taip mokiniai
gali biiti supazindinami su trupmeny veiksmais, skaitiniy nelygybiy savybémis, kai
kuriy funkcijy savybémis, Vieto (Fransua Vietas (Viete, 1540-1603)) teorema, geo-
metriniais apibrézimais (stygos, eilés geometriniy figliry) ir teoremomis (lygiagretu-
mo pozymiai, Pitagoro (Pythagoras, apie 570 — apie 500 pr. Kr.) teorema).

Jei reikia isisavinti sudétingus matematinius teiginius, kartais naudinga juos skai-
tyti dalimis ir tas dalis taikyti atlieckant pratimus. Pvz., supazindinant su kampo pusiau-
kampine, pradzioje pasitiloma iSsikirpti i§ popieriaus kampa ir ji sulenkti taip, kad su-
tapty jo krastinés. IStiesus modelj gaunama, kad kampas pasidalijo pusiau, sulenkimo
linija pavadinama pusiaukampine. Perskaitomas apibrézimas: ,,Spindulys, iSeinantis
i§ kampo vir§iinés ir dalijantis kampa { dvi lygias dalis, vadinamas kampo pusiaukam-
pine*. Toliau atliekamas pratimas: ,,Nurodyti, kurios linijos bréziniuose (23 pav.) yra
kampu pusiaukampinés. Lygiis kampai pazyméti vienodu lankeliy skai¢iumi®. Taip
dirbant vienu metu ir jsimenamas apibrézimas, ir formuojami jo taikymo igiidZiai.

Ivyksta nevalingas isiminimas, kuris paprastai yra tvirtesnis uz valingaji.

Taigi didele reik§me turi pedagogo mokéjimas susieti indukcija ir dedukcija ma-
tematiniy teiginiy mokymo procese: déstant nauja medziaga, ja itvirtinant, tikrinant
isisavinimo kokybe. Taciau tiksliy recepty, kaip tai reikia atlikti, néra ir negali buti.
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23 pav.

Tai pabrézia ir zinomas rusy matematikos didaktikos specialistas L. Kudriavcevas:
»Nors ir labai gaila, neegzistuoja tiksliis receptai, kaip reikia déstyti atskirus matema-
tikos programos skyrius. Matematikos mokymo metodika ne mokslas, o menas. Tiesa,
tai visai nereiSkia, kad matematikos mokymo metodikos nereikia mokyti. Kiekvieno
meno galima ir reikia mokyti: mokosi ir dailininkai, ir muzikai, ir aktoriai, ir rasyto-
jai“[130, p. 112].
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V. LOGIKOS DESNIY PANAUDOJIMAS MOKANT
MATEMATIKOS

Kadangi mokymu siekiama ugdyti taisyklinga mokiniy mastyma, tai logikos dés-
niai yra naudojami kaip normatyvinés mastymo taisyklés. Tapatybés désnis neleidzia
samprotavimo procese pakeisti kuria nors savoka ar teigini kita savoka ar teiginiu,
vartoti terminus skirtingomis prasmémis, reikalauja savoky tikslumo, aiSkumo, vie-
nareikSmiSkumo. Ypac svarbu biti atsargiems su homonimais (laukas, klasé, ziedas
ir pan.). Todél déstant reikia juy kiek imanoma vengti, o jei jau to negalima i§vengti
— biitina gerai i$aiskinti ju prasme. Tapatybés désnis reikalauja déstyti medziaga tiek
zodziu, tiek rastu aiskia, paprasta kalba. Vadovélis turi padéti mokiniui isskirti tai, kas
esmingiausia, atskirti pagrindinius dalykus nuo antraeiliy, vengti daugiazodziavimo.
Medziaga vadovélyje turi buti iSdéstyta trumpai, vaizdziai, logiskai tiksliai, bet ne
sausai. Savoky ir simboliy aiSkumas, vartojimo vienareikSmiskumas reikalauja ypa-
tingos matematinés kalbos, laikantis taisykliy, kurios, ne taip kaip gramatikos, nepa-
kencia jokiy iSim¢iy, nes, kaip tvirtino Zzymus JAV matematikas D. Poja, pvz., ,,lyg¢iu
sudarymas sutampa su vertimu, vertimu i§ iprastos kalbos | simboliy kalba“ [135, p.
116]. Ir ta kalba turi biiti suprantama vienareikSmiskai.

Analizuodami nauja uzdavini, mokiniai turi isivesti atitinkamus simbolius. D. Poja
laiko, kad gera simboliy sistema turi tenkinti tokius reikalavimus: biiti vienareikSmé,
turininga, lengvai jsimenama. Mokytojas turi parodyti mokiniams, kad matematiniy
simboliy kalba padeda jiems sprgsti uzdavinius.

Kartu su priestaravimo désniu tapatybés désnis padeda atlikti palyginimo opera-
cija, nustatancia nagrinéjamy fakty sutapima ar ju skirtingumus. PrieStaravimo désnis
naudojamas ir dichotominiam skirstymui pagristi. Mokant matematikos daznai naudo-
jamas atvedimas prie absurdo (lot. ,,reductio ad absurdum* — grazinimas i beprasmy-
be¢) — irodymas vadinamuoju priestaros metodu. Jo esmé: jrodoma, kad teiginys, prie-
Singas duotajam, yra klaidingas. Jis pagristas negalimo treciojo désniu. Pvz., irodant
teorema: ,,IS tasko, esan-
Cio Salia tiesés, galima
nuleisti i ja statmeni ir
tiktai viena™ daroma
prielaida, kad galima nu-
leisti daugiau kaip vieng
statmeni, pasitenkinant
dviem statmenimis. Tada
turésime: AB 1 a,AC L a,

A

24 pav.
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ZABC = ZACB =90°, bet £ BAC =0°, o tai ir reiks, kad statmenys AB ir AC (o ir visi
kiti) sutaps (24 pav.).

Pakankamo pagrindo désnis mokykloje ypac pasireiskia irodant teoremas ir spren-
dziant uzdavinius. Apie tai placiau bus kalbama kituose skyriuose.
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VI. DEDUKCINIAI SAMPROTAVIMAI IR ]JRODYMAI MOKANT
MATEMATIKOS

1. BENDROS PASTABOS

Sprendiniai mastymo procese formuluojami dviem budais: tiesiogiai ir tarpiskai.
Pirmuoju atveju sprendinys isreiskia suvokimo rezultata, pvz., ,,Si figiira — trikam-
pis“. Antru atveju sprendinys gaunamas kaip ypatingos mastymo veiklos rezultatas,
ta mastymo veikla vadinama samprotavimu. Pvz.: ,,Si plok¢ioji figiira yra sudaryta i§
triju poromis besikertan¢iy atkarpy, vadinasi, ji yra trikampis“. Sios mastymo veiklos
procese pereinama nuo vieno ar keleto tarpusavyje susijusiy sprendiniy prie naujo
sprendinio, kuriame yra nauju Ziniy apie nagrinéjama objekta. Sis peréjimas yra sam-
protavimas, kuris yra auks¢iausioji mastymo forma. Taigi samprotavimas yra naujo
sprendinio (iSvados) gavimas i$ vieno ar keliy duotyjy sprendiniy. Pazintiné mate-
matiniy samprotavimy reik§mé yra didziulé. Jie praplecia musy ziniy apie realaus
pasaulio objektus ir reiSkinius rata butent dél to, kad dauguma matematiniy teiginiy
iSvedami i$ palyginti negausaus pagrindiniy sprendiniy skaiciaus. Tie sprendiniai gau-
nami tiesioginio patyrimo keliu ir juose atspindimos paprasciausios ir bendriausios
zinios apie matematinius objektus. Samprotavimai kaip mastymo formos skiriasi nuo
savoky ir sprendiniy tuo, kad jie yra loginiy operacijy su atskiromis mintimis seka.
Ne kiekvienas sprendiniy junginys yra samprotavimas: tarp sprendiniy turi egzistuo-
ti atitinkamas loginis rySys, atspindintis objektyvu rysi, egzistuojantj realioje tikro-
véje. Suprantama, kad didziulg reik§me matematiniy ziniy sistemoje turi mokéjimas
teisingai formuluoti jvairiausius matematinius teiginius ar daryti i§vadas svarstymo
procese. Snekamoji kalba ne visada tinka atitinkamiems sprendiniams isreiksti, ypa¢
ju loginei strukturai iSryskinti. Todé¢l natiiraliai atsirado poreikis patobulinti kalba,
naudojama svarstymo procesuose. Tam labiausiai tinkama pasirodé esanti matematiné
(simboling) XIX a. viduryje sukurtos matematinés logikos kalba. Biitent matematiné
logika visiskai i§sprendé matematiniy irodymuy sukiirimo problema, suvaidino lemia-
ma vaidmenj tolesnéje matematikos raidoje.

Formalioji logika atsirado gilioje senovéje Graikijoje, jos pradininkas — Aristote-
lis. Jos objektas — sprendiniy ir sgvoky tarpusavio rysSiy désningumy samprotavimuo-
se ir jrodymy taisyklése tyrinéjimas. Matematinés logikos pradininkas buvo angly
matematikas Dzordzas Bulis (Boole, 1815-1864). Matematiné logika skiriasi nuo
formaliosios logikos tuo, kad ji, remdamasi pastarosios pagrindiniais désniais, tiria
loginiy procesy désningumus, naudodama matematinius metodus. Loginiai rysiai, ku-
rie egzistuoja tarp sprendiniy, savoky ir t. t., ¢ia iSreiSkiami formulémis, kurios yra
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apsaugotos nuo neaiskumu, kylanciy tuos rySius isreiskiant Snekamaja kalba. Tokiu
blidu matematine logika formalizuoja logines operacijas, visiskai abstrahuotas nuo
konkretaus teiginiy turinio.

2. DEDUKCUJA IR INDUKCIJA SAMPROTAVIMUY PROCESE

Indukcija ir dedukcija yra susij¢ tarp saves taip pat, kaip ir analizé bei sintezé.
Matematinés veiklos (ir matematikos mokymo) procese indukcija ir dedukcija néra
izoliuotos viena nuo kitos, jos daznai tarpusavyje susipina. Indukcijoje einame nuo
prielaidy, iSreiskian¢iy maziau apibendrintas Zinias, prie naujo teiginio, kuris yra la-
biau apibendrintas, nuo atskiry konkreciy reiskiniy prie apibendrinimo. Dedukcijoje
svarstymo eiga yra priesinga, t. y. nuo apibendrinimy, i§vady mes einame prie atskiry
konkreciu fakty ar teiginiy, kuriy bendrumas yra mazesnio lygio. Mokymo procese
indukciniai ir dedukciniai metodai taikomi kartu. Indukciniai metodai taikomi tada,
kai nagriné¢jama nauja medziaga, nesunki mokiniams, ir pokalbio metu jie patys gali
suformuluoti apibrézta i§vada, taisykle, teorema, désni, atlikti apibendrinima. Induk-
ciniai metodai aktyvina mokinius, o mokytojas juos turi taikyti kiirybiskai, lanksciai.
Turime turéti galvoje, kad Cia reikia didesniy laiko sanauduy.

Dedukcija gali biiti ir medziagos déstymo biidas, ir mokymo metodas, kai nuo ben-
dry taisykliy ir teiginiy ateinama prie maziau bendry ar daliniy taisykliy ir teiginiy.

Dedukciniai metodai taikomi taip: mokytojas pateikia bendra teigini, iSreiskianti
kokia nors taisykle, désni, teorema ir t. t., o po to taiko ji, iliustruoja daliniais pavyz-
dziais, atvejais, faktais ir t. t.

Indukcijos ir dedukcijos susiejimas mokymo procese atskleidzia du medziagos
aiskinimo kelius.

Antai pradiniame matematikos mokymo etape labiau tinka indukciniai metodai,
palaipsniui rengiant mokinius taikyti dedukcinius metodus. Abiem atvejais dideli
vaidmeni vaidina konkrecios iliustracijos, pavyzdziy ir daliniu atvejy nagrinéjimas.
Didele reikSme ¢ia turi mokiniy savarankisko darbo sumanus organizavimas. Ma-
tematika — dedukcinis mokslas. Grieztai iSdéstant bet kuria matemating disciplina
nustatoma pradiniy savoky ir santykiy sistema (be apibrézimy), po to konstruojama
aksiomy sistema, kuri sujungia pradines savokas ir santykius, véliau suformuojamos
naujos savokos, jos apibréziamos, formuluojami ir jrodomi nauji teiginiai (teoremos,
lemos, iSvados).

Kaip tyrimo metodas dedukcija apibiidinama tuo, kad naujoms zinioms gauti apie
koki nors objekta, savoka, savybg surandama artimiausia duotajam objektui objekty
klasé¢ (artimiausia gimininé sgvoka) ir Siam objektui (savokai) taikomos esminés §ios
objekty klasés savybés (giminés pozymis).

118



Mokslo raidoje indukcija ir dedukcija néra izoliuotos viena nuo kitos, jos daznai
susipina, papildo viena kita, jos negalimos viena be kitos. Kiekviena mokslin¢ de-
dukcija yra tiesioginis ar tarpiskas (per kitas dedukcijas) pries tai buvusio indukcinio
medziagos nagrinéjimo, indukciniy iSvady taikymo rezultatas. Bet kuri moksling in-
dukcija slepia savyje mintj apie tai, kad nagrinéjami daliniai faktai yra bendro désnin-
gumo atskiri atvejai. Be to, kiekviena moksliné indukcija yra vertinga tik tada, kad
yra jos dedukcinio panaudojimo pagrindas. Matematika — i$ tiesy dedukcinis mokslas.
Tai teisingas tvirtinimas, nes visos matematinés teorijos iSdéstomos dedukciniu budu.
Taciau, jei tirsime matematiniy dalykuy raida, tai matysime, kad jiems nesvetima in-
dukcija. Mokykloje déstant matematika indukcija ir dedukcija irgi placiai taikomos.
Pradiniame etape labiau taikoma indukcija, nes ji labiau atitinka amziaus tarpsniy
(vaikystés, paauglystés) ypatybes. Naudodamiesi dedukcija, mes jrodome teiginius,
suformuluotus indukcijos biidu kaip hipotezes (prielaidas). Esminis skirtumas tarp
indukcijos ir dedukcijos — iSvados gavimas. Indukcijos iSvada — tik tikétina (galimai
teisinga), dedukcijos iSvada — patikima (biitinai teisinga), jei tik prielaidos teisingos.
Todél indukcija néra laikoma irodymo biidu, o dedukcija — laikoma. Dél to kartais
indukcijos vaidmuo nepakankamai vertinamas, o tai néra teisinga. Matematinis mas-
tymas nesusideda vien tik i§ formaliu irodymy. Mastymo procesai, kuriuose remia-
més tikétinais svarstymais, pasakanciais mums, ka ir kaip reikia irodyti, sudaro dali
matematinio mastymo, kaip ir pats formalusis jrodymas. Tai labai svarbu suvokti mo-
kytojui: mokiniai nesupras tikrojo formaliojo ir griezto jrodymo vaidmens, jei jie ne-
turi tam tikros tokiy neformaliy svarstymy patirties. Zinomas pranciizy matematikas
Zakas Adamaras (Hadamard, 1865—-1963), pabrézdamas griezty dedukciniy jrodymy
vaidmeni, teigé, kad matematinio grieztumo tikslas — sankcionuoti ir jteisinti intuici-
jos pasiekimus, ir, be to, matematinis grieztumas niekada neturé¢jo kito tikslo.

Ivairiis mastymo lygiai remiasi skirtingais grieztumo lygiais, skirtingomis forma-
liyjy iSvady struktiiromis. Mokinys turi biiti iSmokes atrasti, jvertinti ir kritiSkai ana-
lizuoti irodymus jo galimybes atitinkanciu lygiu.

Dedukcija, loginis iSvedimas, yra formalaus charakterio, pasizymincio tuo, kad
svarstymuose, irodymuose vieni teiginiai iSvedami i§ kity remiantis apibréztu ry-
Siu tarp juy formos, struktiiros ir nepriklauso nuo konkretaus $iy teiginiy turinio. Yra
daug dedukcinio svarstymo buidy, kurie neisreikstine forma taikomi matematiniuose
irodymuose:

) x—>p.x
y (lot. ,,modus ponens* — iSvados taisykle);
2) x>y, v
X (lot. ,,modus tollens* — neigimo taisyklé);
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x—oy

y— x (kontrapozicijos taisyklé);
4) xry—>z
XAYy—>z (iSpléstinés kontrapozicijos taisykle);

S) x>y, y—oz
X—z (silogizmo taisykle).

Sie jrodymo biidai uzrasyti teiginiy algebros kalba. Plagiai taikomos ir kai kurios
kitos iSvedimo taisyklés, uzraSomos aibiy algebros kalba:

) pc g.qnz=C
pNq=y<

2) pn 5=_®.ch
pnN zxJ

Taigi dedukcija laikome naujo teiginio iSvedima remiantis anks¢iau iSvesty teigi-
niy aibe. Toks iSvedimas gali remtis vienu teiginiu ar teiginiy grandine (tinklu) ir jo
tikslas — pagristi nauja teigini. Skiriamieji dedukcijos bruozai yra tokie — naudojantis
ja: a) nustatomas arba savybiy priklausymas objektui (ar ju klasei), arba objekto (ar ju
klasés) priklausymas kitai didesnés apimties klasei; b) formuluojama bendra iSvada;
¢) iSvados gaunamos teisingos, jei tik prielaidos ir svarstymai yra teisingi.

3. DEDUKCINE SISTEMA

Jei déstant kurj nors matematinj dalyka nuolat taikomi dedukciniai metodai, tai jis
igyja nauja kokybe — tampa dedukcine sistema. Kuriant dedukcini matematinj dalyka
pirmiausia nustatoma pradiniy sgvoky ir rysiy tarp ju sistema. Po to formuluojama
pradiniy aksiomy sistema, nustatanti tarpusavio sarySius tarp pirminiy savoky, taip
netiesiogiai apibréziant pirmines savokas ir pagrindinius sarysius tarp ju. Aksiomy
sistema apibrézia ir operavimo su pagrindinémis ir po ju einanciomis sgvokomis
metodus. Toliau, remiantis visu tuo, {vedamos naujos savokos, formuluojami jy api-
brézimai, grieztai logine seka formuluojamos ir irodomos teoremos, lemos, ju is-
vados. Taigi, jei logine prasme dedukcija — tai iSvedimas, tai matematine prasme ji
— pagrindimas, naudojant analitini ir sintetini irodymo biidus, pilnaja bei matemating
indukcija.
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4. DEDUKCIJA MOKANT MATEMATIKOS MOKYKLOJE

Pradiniame matematikos kurse griezti irodymai nevartojami, tad dedukcija taikyti
¢ia galima labai ribotai. V klaséje jrodymy dar taip pat néra, taciau ¢ia vis atkakliau
i§ mokiniy reikalaujama paaiskinti kiekvieng taisykle pavyzdziais. Dedukcijos vai-
dmuo iSauga, pradéjus mokytis algebros, o ypa¢ — geometrijos. Moksliniame ele-
mentariosios geometrijos kurse paprastai naudojama nepriklausomy aksiomy siste-
ma, ta¢iau mokykliniame kurse kartais naudojamos ir priklausomos aksiomos, t. y.
tokios, kurias moksliniame kurse galima irodyti kaip teoremas. Tai daroma déstymui
suprastinti. Pvz., Archimedo i$ Sirakiizuy (4drchimédes, apie 287-215 pr. Kr.) aksio-
ma: ,,Tiesés atkarpa yra trumpiausia i$ visy linijy, kurios jungia jos galus® i§ esmés
yra teorema, bet ji ir dabar mokykliniame elementariosios geometrijos kurse naudo-
jama kaip aksioma.

Pirmieji bandymai taikyti dedukcini metoda ir mokiniams, ir mokytojams yra ne-
lengvi. Mokiniai jau ilgai mokykloje mokési taikyti nepilnaja indukcija: steb&jimai,
bandymai, patikrinimai buvo pagrindas iSvedant naujas taisykles. Todél jiems daznai
nesuprantama pati jrodymo idéja, nes pirmosios teoremos daznai jiems atrodo aiskios,
teisingos be jokiy papildomy jrodymy. Kadangi jrodymy biidai yra ivairls ir néra
jokiy pozymiy, pagal kuriuos biity galima numatyti jrodymo biidus, tai irgi sukelia
nemaza sunkumuy.

5. AKSIOMY JVEDIMAS

Pvz., aksioma: ,Jei du dydziai lyglis vienam ir tam paciam dydziui, tai jie yra
lygtis tarpusavyje gali biiti aiSkinama paémus tris vienodos talpos indus ir perpilant
vandenj i§ vieno indo { kita.

Toks aksiomuy mokymas padés suprasti kiekvienos i$ ju esme, uztikrins mokymo
samoningumo principo realizavima, padés lengviau isiminti aksiomy formulavima,
atskleis ju pritaikymo jrodymuose biidus. Naudingi ir pratimai, kuriuose aksiomos
taikomos:

1) Atkarpos AB = MN, CD = MN. Kokia iSvada galima padaryti apie atkarpas AB

ir CD? Kodel?

2) Tiesgje i$ eilés pazymeéti taskai A, B, C ir D. AB = CD. Irodyti, kad AC = BD.

3) Ties¢je 1S eiles pazyméti taskai M, N, P ir Q. MP = NQ. [rodyti, kad MN= PQ.

4) £ ABC, £ CBD ir £ DBE turi bendra virsing. £~ ABC = £ DBE.

Irodyti, kad £ ABD = £ CBE.
5) Apskritimo lanke i§ eilés pazyméti taskai A, B, C ir D. U AC = BD.
Irodyti, kad U AB = CD.
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6) Ties¢je 1S eilés pazyméti taskai A, B, C ir D. AB > CD.
Irodyti, kad AC > BD [138, p. 51-52].

6. PIRMIEJI JRODYMAI

Daznai mokinys negali suprasti ir {siminti teoremos jrodymo dél to, kad jrodymas
klasés lentoje pateikiamas su jam nesuprantamu uzraSymu ir $io uzraS§ymo turinio
fiksavimas uzgozia jam irodymo esmeg, t. y. forma uzgozia turinj. Tod¢l vaikus reikia
ipratinti prie uzraSymo, naudojamo teoremy jrodymuose dar iki pirmyjy teoremy iro-
dymo. Ypac patogi tam medziaga yra veiksmai su atkarpomis ir kampais.

Pvz., nubraizius dvi lauztes ABCDE ir KLM, atsakoma i klausima, kuri i$ ju ilges-
né. Su liniuote ir skriestuvu fiksuojami juy ilgiai: AB + BC + CD + DE =PQ, KL + LM
= RS ir palyginami, apskaic¢iuojamas ju skirtumas.

Veiksmams su atkarpomis rekomenduotina atlikti pratimus, atitinkamai jy atlikima
uZrasant:

1) Apskaiciuoti atkarpy AB ir CD suma.

2) Braizymo biidu isitikinti, kad auks¢iau duoty atkarpy suma nepriklauso nuo ju

sudéjimo tvarkos.

3) Apskaiciuoti trijy atkarpy AB, CD ir EF suma.

4) Parodyti, kad auksciau duoty atkarpy sumai galioja sudéties jungimo désnis.

5) Duotas A ABC. Nubrézti atkarpa, lygia jo perimetrui.

6) Tegul atkarpa AB > CD. Nustatyti ju skirtuma.

7) Duoti A ABC ir A DEF. Kiek vieno jy perimetras didesnis uz kito?

8) Duota atkarpa AB. Nubrézti atkarpa MN =3 AB.

9) Duotos atkarpos a ir b. Nubrézti atkarpax =4 a + 3 b.

10) Nubrezti atkarpa x = 3 ¢ - 2 d, kur ¢ ir d — duotos atkarpos.

11) Atkarpa AB padalyti pusiau.

12) Apskaiciuoti atkarpos c ketvirtaja dal;.

13) Nubrézti atkarpa x = ¥4 a + V4 b, kur a ir b — duotosios atkarpos.

14) Duotos atkarpos m, n ir p. Nubrézti atkarpa x =5 m + % n - Y2 p [138, p.

52-53].

ISmokius vaikus naudotis matlankiu (iSmatuoti kampo diduma ir nubrézti duotojo
didumo kampa), reikia jiems duoti pratimy:

1) Nubrézti kampa, lygy £ ABC ir Z DEF sumai.

2) Apskaiciuoti £ 1, Z 2 ir Z 3 suma.

3) Nubrézti kampa, lygu A ABC kampy sumai.

4) Tegu £ A > £ B. Nustatyti ju skirtuma.

5) Nubreézti kampa, lygu £ A+ £ B - £ C, kur kampai A, B, C yra duoti.
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6) Duotas £ K. Nubrézti £ M =3 £ K.

7) Nubrézti £ M =4 £ ABC -3 £ DEF.

8) Nubrézti kampa, lygu pusei, tre¢daliui, ketvirtadalivi £ 1.

9) Nubrezti kampa, lyguy % £ A.

10) Nubrézti / N=2 £ ABC - 2 £ DEF [138, p. 53].

Tokie pratimai suformuoja mokiniy igtidzius atlikti operacijas su papras¢iausiais
geometriniais objektais ir mokéjimus fiksuoti tas operacijas bréziniais bei uzraSymu.
O tai padés lengviau suvokti pirmyjy teoremy irodymus. Beje, apie tai nemazai rasé
daug mety dabartiniame Siauliy universitete matematikos didaktika déstes Juozas Re-
vuckas (1924-1991) [7].

Kadangi pirmosios teoremos vaikams atrodo aiskios be jrodymu, reikia jiems pa-
rodyti, kad vadinamasis aiSkumas yra apgaulingas. Tam padeda elementariy regéjimo
iliuzijy [128, p. 107] demonstravimas (25 pav.):

25 pav.

Atveju a) turime du lygius sta¢iakampius, nors atrodo, kad pirmasis yra didesnis.
Atveju b) viduriniai skrituliai yra lygts, nors atrodo, pirmasis yra mazesnis. Atveju c)
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virSutiné ir antroji i$ virSaus atkarpos yra lygios, nors atrodo, kad virSutiné ilgesné. Ta
pati galima pasakyti ir apie Siy atkarpy suma: kairioji apatinés atkarpos dalis atrodo
esanti mazesné uz deSiniaja, nors i§ tiesy jos yra lygios. Atveju d) visos 6 kvadrate
esancios istrizos atkarpos yra lygiagrecios, nors taip neatrodo. Po tokiy pavyzdziy
vaikus lengviau jtikinti, kad ne visada galima tikéti tuo, ka nustatome stebéjimo keliu,
reikia tai tikrinti. O jrodymas — tai patikrinimas.

Kartu vaikams reikia parodyti, kad stebéjima ar bandyma ne visada galima atlikti.
Pvz., daug ka galima atlikti popieriaus lape, lentoje, taciau tai ne visada galima atlikti
dideliame Zemés pavirsiaus plote.

Kartu bet koks bandymas gali biiti atliktas tik su dalimi kurios nors raisies figiiry. O
irodymas priskiria tam tikras savybes visoms kokios nors riisies figliroms.

Visi Sie paaiskinimai padeda vaikams suvokti dedukciniy metody esme, o stebéji-
mai ir bandymai toliau lieka euristiniais metodais, padedanciais sukurti problemines
situacijas, kurios iSsprendziamos pasinaudojant dedukciniais jrodymais.

Kadangi teoremy jrodymo biidai yra jvairs, ir nei vadovélis, nei mokytojas negali
mokiniams duoti nurodymo, kuris biidas tinka teoremai jrodyti vos tik ja suformula-
vus, todél susitikimui su kiekvienu nauju jrodymo buidu mokiniai turi buti kruopsciai
parengti. Tai atlikti biitina tam, kad irodyma mokiniai isisamonintu, suvokty, kad tai
naujas btidas, suvokty jo esmg, etapus, ypatybes. Tai padés jiems §i biida taikyti kitose
situacijose. Tam padeda jrodymo uzdaviniai, kuriuose §is naujas biidas yra taikomas.
Apie tai irgi nemazai rasé auksciau minétas J. Revuckas [7]. Supazindinant su naujais
irodymo biuidais kartais naudojami modeliai, uzdéjimas, pasukimas ir t. t.

Kartais sakoma, kad pereinant prie algebros ir geometrijos mokymosi, mokiniy
samong¢je ivyksta Suolis: indukcinis mastymas kei¢iamas | dedukcini. Matematikos
didaktikos, mokytojo uzdavinys — palengvinti §{ per¢jima, iSvengti labai rySkaus
Suolio.

Pats ,,irodymo* terminas jvairiems zmonéms turi jvairig prasmeg. Todél jau supa-
zindinant su pirmosiomis teoremomis biitina, kad mokiniai aiskiai isivaizduoty mate-
matinio irodymo struktiira ir pagrindinius biidus.

Taigi, jei mokiniai turi jrodyti koki nors matematinj teigini, tai: 1) tie faktai ir
santykiai, kurie pateikti teoremos salygoje, laikomi teisingais; 2) nuo salygos prie
iSvados turi atvesti logiSkai nuosekli teiginiy grandiné, kiekvienas $iy teiginiy turi
biti pagristas teiginiais, pateiktais salygoje, taip pat jau zinomy savoky apibrézimais,
aksiomomis ir anksciau jrodytais teiginiais; 3)iSvada yra paskutiné grandis Sioje lo-
giskai i8déstytoje grandinéje.

Jei laikysime, kad teoremos salyga teisinga, taip pat teisinga visa pateiktoji irody-
me teiginiy grandiné, tai ir iSvada turi buti laikoma teisinga.

Reikia skatinti mokinius savarankiskai atrasti ir pagristi teoremoje iSreikstus fak-
tus. Pvz., trikampiy lygumo pozymius mokiniai gali lengvai atrasti savarankiskai
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spresdami brézimo uzdavinius. Taciau trikampiy panasumo poZymiai taip lengvai
mokiniy nebus atrasti, ¢ia be iSsamaus mokytojo aiskinimo apsieiti negalima.

Norint suzadinti nuolatini mokiniy interesa matematikai, stimuliuoti jy aktyvuma
ir sukelti poreiki logiskai jrodyti teoremas, naudinga kartais prie$ kai kuriy teoremy
irodyma spresti praktinius uzdavinius. Pvz., pries nagriné¢jant pirmuosius du trikampiy
lygumo pozymius galima vietovéje rasti atstuma tarp 2 tasky, kada tiesiogiai surasti
ta atstuma yra neimanoma (pvz., taskus skiria upé, pelké ir pan.). Panasiai geometrija
sitile déstyti S. Sochoras—Trockis [148], Antanas Busilas (1889—1951) [12, 13].

Taciau metodiniu pozitiriu néra tikslinga visa mokyklinj matematikos kursa remti
vien , tikslingy uzdaviniy metodu®, kaip ji ivardijo S. Sochoras—Trockis. Pirmiausia,
jis neekonomiskas laiko atzvilgiu, antra, darbas bus varginanc¢iai nuobodus.

Taciau kai kada tikslinga pries kai kuriy teoremy irodyma pateikti mokiniams abs-
trak¢iy uzdaviniy, kuriy sprendimas gali padéti savarankiskai suformuluoti reikiama
teorema. Biitina pastebéti, kad tokius uzdavinius reikia formuluoti pakankamai pla-
¢iai, nejspraudziant mokiniy i bereikalingy salygu rémus, pvz.: 1) Nustatyti trikampio
krastiniy tarpusavio priklausomybeg. 2) Kokia savybe turi lygiasonio trikampio virsii-
nés kampo pusiaukampiné? 3) Nustatyti priklausomybe tarp kampuy, kuriuos sudaro
lygiagreciosios tiesés ir ju kirstiné ir pan.

Teoremy jrodymy pagal galimybes reikia nepateikinéti gatavy: siekti, kad moki-
niai patys ,,atrasty irodymus.

Labai naudinga panaudoti specialius modelius (pvz., statiakampio, kvadrato, rom-
bo istrizainiy savybes nesunkiai pademonstruojame sulenkdami popierinius juy mode-
lius per istrizaines).

7.TEOREMUY JRODYMO TAISYKLES

Irodyti teorema reiskia remiantis teiginiais, jau zinomais kaip teisingais, parodyti,
kad iSvada logiskai iSplaukia i$ salygos. Kitais zodziais, teoremos jrodymas yra irody-
mas to fakto, kad, jei tenkinama jos salyga, tai i$ jos logiskai iSplaukia jos i§vada, t. y.
leidus, kad teiginys p yra teisingas, stengiamasi irodyti, kad teiginys ¢ yra irgi teisin-
gas ir taip jrodyti, kad ir sudétinis implikacinis teiginys p — ¢ irgi yra teisingas.

Teisingais laikomi teiginiai, jei jie: a) yra salygos dalis ar tiesiogiai iSplaukia is jos;
b) yra dalys apibrézimy savoku, apie kurias kalbama teoremoje, arba kuriy apibrézi-
mai panaudojami irodyme; ¢) iSplaukia i§ anksc¢iau jrodyty teoremy. Tac¢iau mokyklo-
je ne visada grieztai laikomasi $iy salyguy. Kai kurie faktai jrodymuose priimami tik
pasitelkiant vaizduma.

Patys matematiniai jrodymai diktuoja tam tikras taisykles, kuriy bitina laikytis
juos atliekant. [rodymas — loginis peréjimas nuo teoremos salygos prie iSvados. Kad §i
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perejima sékmingai atliktume, reikia jsisqmoninti, kokia yra teoremos sqlyga ir kokia
isvada (1 irodymo taisykle). Il taisyklé: jrodymo procese biitina visiskai panaudoti
teoremos sqlygq. Kadangi kiekvienas jrodymas remiasi anksc¢iau jrodytais ar kitaip
priimtais teiginiais, todél, pries jrodinéjant naujq teoremq, biitina pakartoti tuos tei-
ginius, kuriais bus remiamasi jrodyme (111 taisyklé). [rodymo metu biitina prisiminti
irodyme figiruojanciy sqvoky apibrézimus (1V taisyklé). Kadangi tos pacios sqvokos
apibrézimai gali kartais biiti jvairiai suformuluoti, tai jrodyme reikia naudotis ta for-
muluote, kuri labiausiai atitinka esamgq situacijq (V taisyklé). Pvz., kvadratas apibré-
ziamas kaip rombas ir kaip sta¢iakampis, todél reikiamoje vietoje gali biiti panaudotas
vienas ar kitas apibrézimas. Kai kuriuose irodymuose buina situaciju, kai reikia taikyti
ne pati savokos ar sarySio apibrézima, bet ju charakteringasias savybes. Tokiu atve-
ju $i savybe pakeicia apibrézima. Pvz., kartais vietoje trikampiy lygumo apibrézimo
pasinaudojama kuriuo nors lygumo pozymiu; vietoje lygiagretainio apibrézimo pasi-
naudojama kuriuo nors jo pozymiu. Taigi VI irodymo taisyklé yra: jrodymo procese
kurios nors sqvokos apibrézimas kartais pakeiciamas teorema, isreiskiancia tos sqvo-
kos charakteringqjq savybe.

Teoremy irodymo buidai yra jvairis.

Vienas i$ labiausiai paplitusiy irodymo biidy — teoremos salygos perdirbimas tokiu
budu, kad iSvada aiskiai iSplaukty i§ salygos. Paprasciausiose teoremose pakanka vie-
no salygos perdirbimo, sudétingesnése — reikia tokiy perdirbimy serijos.

Kitais atvejais teorema gali biiti jrodoma perdirbant i§vada.

Istorin¢je matematikos raidoje daugelis teoremy buvo jrodytos kaip irodymo uz-
daviniai. Tai kartais naudinga daryti ir mokymo procese: tai teoremas labiau susieja
su realiu gyvenimu; pradzioje teoremos nereikia grieztai suformuluoti; tai sustiprina
euristini ir susilpnina dogmatini mokymo elementus. Toks irodymo biidas ypa¢ nau-
dingas mokant figliry ploty, kiiny pavirsiy ir tiriy apskaic¢iavimy geometrijoje. Taip
iSvedama ir kvadratiniy lyg¢iy Sakny suradimo formulé algebroje.

Mokant teoremy jrodymo, nereikia skubéti jas formuluoti. Paprastai déstymas
pradedamas nuo teoremos formulavimo tada, kai teoremos formuluoté nesudétinga.
Pasakius teorema 2-3 kartus, mokiniai praSomi nurodyti jos salyga ir iSvada. Taciau,
jei teoremos formuluoté sudétinga, geriau pirma nubrézti figira, lentoje simbolisSkai
uzrasoma teoremos salyga ir iS§vada, tik tada formuluojama pati teorema; kartais ji
formuluojama ir jrodymo pabaigoje.

8. MOKYMAS JRODINETI TEOREMAS

Pries pradedant ko nors mokyti, reikia gerai iSaiskinti esmg to, ko mes norime mo-
kyti (mokymo objekta). Todél reikia gerai iSsiaiskinti pacios irodymo savokos esmg.
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Sis i3siaiskinimas — ne metamatematinis (gr. ,,meta* — uz, po) jrodymo savokos
tyrimas, o tik trumpas §ios sagvokos mokslinio traktavimo aprasymas. Jis biitinas tam,
kad kuo aiskiau jsivaizduotume tai, kiek: 1) mokykliniai jrodymai yra tolimi griez-
tiems moksliniams jrodymams; 2) Zalingos tradiciSkai sukuriamos grieztumo iliuzijos
ten, kur 1§ tiesy yra tik margas intuicijos ir logikos misinys; 3) naudingiau tiesiai mo-
kiniams pasakyti, kad mes priimame kurj nors teigini be irodymo (nors jis gali bti
irodomas), negu duoti netinkama ar nesuprantama irodyma. Kartu tai biitina ir tam,
kad isivaizduotume ir tai, kaip kurti irodymy mokymo metodika.

Grieztai apie jrodymus kalbéti galima tik priémus kokia nors aksiomy sistema. Pri-
émus pagrindines sgvokas ir aksiomy sistema bei pasirinkus atitinkama loging siste-
ma, visi kiti teiginiai jrodomi. Tokioje teorijoje irodymas — baigtin¢ seka §ios teorijos
teiginiy, kuriy kiekvienas yra arba aksioma, arba anksciau jrodytas teiginys. Irodymo
rezultatas — teorema.

[rodymy mokymu suprantame mokyma atlikti tokius mastymo procesus: jrody-
mo ieSkojima, jo atradima ir konstravima, o ne mokyma iSmokti ir atgaminti gatavus
irodymus. Mokyti irodymy — reiskia pirmiausia mokyti samprotauti, o tai vienas i$
svarbiausiy mokymo apskritai uzdaviniy.

Mokant jrodymu, biitina atsizvelgti i tai, kad: 1) mokyklinis matematikos kursas
nei viename savo etape néra sukurtas kaip formalioji dedukcing sistema ir visada licka
kokio nors realaus turinio rémuose; 2) mokykliniuose irodymuose yra biitini intuicijos
elementai; 3) loginio irodymo poreikis geriau paaiskinamas atitinkamais pavyzdziais,
sudarytomis situacijomis. Pats jrodymo ieskojimas remiasi trimis pagrindiniais klau-
simais: ,,Kas? I$ kur? Kaip?“

Pirmasis klausimas padeda iSanalizuoti problema: kas jrodoma, koks yra jrodo-
masis teiginys, kaip jis formuluojamas, ar viskas Sioje formuluotéje suprantama, ar
negalima formuluoti kitaip, kas yra duota, ka reikia jrodyti. [rodomaji teigini geriausia
iSreiksti implikacinio teiginio forma, tai padés geriau isaiskinti, kur teoremos salyga,
kur i§vada. Reikia i$siaiskinti ir papildomas salygas.

Antrasis klausimas siekia i$siaiSkinti, i§ kokiy prielaidy iSplaukia jrodomas tei-
ginys, kokiais jau zinomais teiginiais remiantis galima jrodyti naujaji teigini. Yra du
irodymo ieskojimo metodai: a) galima eiti nuo jrodomojo teiginio prie argumenty (ak-
siomy, apibrézimuy, teoremy), kuriais remiantis teiginys irodomas (,,judéjimas atgal®);
b) ¢jimas nuo argumenty prie jrodomojo teiginio (,,judéjimas pirmyn‘). Pastarojo
metodo taikymas yra susijgs su dideliais sunkumais ir jo vieno nepakanka tam, kad
savarankiSkai surastume irodyma. I§ tiesy, kaip galima atspéti, nuo kokiy aksiomuy,
apibrézimy ar teoremy reikia pradéti irodyma? Atspéti dazniausiai padeda pirmojo
metodo taikymas.

Treciasis klausimas padeda iSsiaiSkinti kaip irodomasis teiginys iSvedamas i$ ar-
gumenty. Cia mokykloje isskirtini du lygiai. Pagrindinéje mokykloje pacios jrodymo
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taisyklés lieka neiSaiskintos, jos taikomos neisreikstine forma, daugiausia démesio
skirta i3aiskinti tam, kas yra jrodoma ir kuo remiantis jrodoma. Siame lygyje irody-
mas nagrinéjamas kaip intuityvus svarstymas, kurio metu jrodomojo teiginio teisingu-
mas remiamas argumenty teisingumu. Antras lygis — baigiamosiose klasése irodymo
savoka turi bati patikslinta, iSaiSkinus mokiniams paprasciausias irodymo taisykles
(zr. auk$Ciau, p. 126). Siame lygyje mokiniams tampa prieinama jrodymo analize, jo
loginés struktiiros ir {rodymo taisykliy iSaiSkinimas.

Irodymo savokos patikslinimas gali buti pasiektas pateikus jrodyma apibrézta
standartine forma, kurig galima tiksliai aprasyti. A. Stoliaras pateikia toki apraSyma
[141]. Juo remiantis, teoremos ¢ rodymu laikoma baigtiné seka teiginiu {p , p,, p,, ...,
p,}» priklausanciy atitinkamai teorijai, kuri tenkina dvi salygas: a) kiekvienas Sios se-
kos teiginys yra arba aksioma, arba apibrézimas, arba anksc¢iau jrodyta teorema, arba
prielaida (jrodomosios teoremos salyga), arba gaunamas i$ prie$ einanciy teiginiy,
remiantis viena i§ iSvedimo taisykliy; b) paskutinis Sios sekos teiginys yra teiginys
t. Sis teiginys yra teorema, jei jam gali biiti sukonstruotas bent vienas jrodymas, t. y.
rasta bent viena teiginiy seka, tenkinanti abi minimas salygas a) ir b). Sia standartine
iSraiska nebuitina nuolat naudotis. Taciau ji padeda atskleisti kai kurias klaidas, daznai
pasitaikancias irodymuose. Tos klaidos biina susij¢ su irodymuose panaudojamomis
anksciau nejrodytomis teoremomis ar neteisingomis iSvedimo taisyklémis.

9. LOKALINIS LOGINIS SUTVARKYMAS

Tai sutvarkymas, atliekamas kurioje nors vienoje temoje. Ypac jis taikytinas pa-
grindin¢je mokykloje, nes taip mokiniai rengiami suprasti visos teorijos aksiomatiza-
vima. Deja, mokykloje nei vienas i§ aptartyju aspekty néra mokymosi objektas ir bii-
tent tuo yra paaiskinami sunkumai, susij¢ su aksiominio metodo taikymu mokykloje.

10. AKSIOMINIS METODAS MOKANT MATEMATIKOS

Beveik nuo XX a. pradzios tgsési diskusijos $iuo klausimu. Jose buvo keliami jvai-
riausi pasitilymai. Juos galima sugrupuoti { 3 grupes: 1) mokyti aksiominiu pagrindu
parengto matematikos kurso; 2) nei viename mokymo etape neatskirti logikos nuo
intuicijos, bet teisingai jas derinti, aiSku, skirtingai skirtinguose etapuose; 3) aksiomi-
niu biidu pateikti tik nedidelj teorijos fragmenta vyresniosiose klasése tam, kad biity
galima supazindinti mokinius su aksiominiu metodu, o viso kurso mokyti taip, kaip
rekomenduojama II grupés pasitilymuose. Maziausia Salininky turéjo I grupés pasiii-
lymai, daugiausia — I1I grupés.
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Aksiominio metodo taikymo mokant matematikos problemos tyrima tikslinga su-
skaidyti { dvi problemas: 1) aksiominis metodas kaip mokyklinio kurso suk@irimo bi-
das, kartu i$siaiskinant tikslinga loginj lygi kiekviename mokymo etape, kad $is lygis:
a) biity prieinamas mokiniams; b) padéty toliau ir grei€iau jiems vystyti logini masty-
ma); 2) aksiominis metodas, kaip mokymosi objektas (parenkant konkrecia medziaga,
kuri padéty vyresniyjy klasiy mokinius supazindinti su Siuolaikiniu aksiominiu meto-
du, bei parengiant tokio supazindinimo metodika).

Idomiai $iuo klausimu pasisaké esty pedagogas matematikas K. Ariva (Ariva)
[117]. Jo mintis koncentruotai ir pateikiame zZemiau.

Daugelis teiginiy mokyklinéje matematikoje lieka nejrodyti ir laikomi teisingais
tik dél vaizdumo ar pan., o daugelis sagvoky laikomos Zinomomis be tiksliy apibre-
zimy. Tad tuos teiginius irgi galétume laikyti aksiomomis, o savokas — pradinémis.
Ir atskleisti visa tai biity galima tik pasinaudojant visa aksiomy sistema. Vidutiniojo
mokyklinio amziaus klasése tai nejmanoma. Aksiominio metodo taikymas galimas tik
vyresniosiose klasése ir tik aktyvaus mokymo salygomis, kai metodo esmé atsklei-
dziama ji taikant. Yra du budai, kaip tai biity galima atlikti.

Pirmas, istoriSkai pirmesnis, klasikinis, remiasi loginiu butinumu: kiekviena de-
dukciné teorija turi prasidéti nuo neapibréziamy, pradiniy savoky, ir nejrodomy teigi-
niy — aksiomy. Aksiominio metodo tikslas ilga laika buvo logiskai sutvarkyti nagriné-
jamos teorijos savokas ir teiginius, o po to imta nagrinéti ir jos loginius pagrindus. XX
a. biitent antrasis aspektas tapo esminiu. Tradicinis mokymas mokykloje irgi remiasi
klasikiniu poziiiriu { aksiomini metoda. Pradiniy savoky ir aksiomy jvedimo motyvas
ir ¢ia yra loginis butinumas: negaléjimas apibrézti visy savoky ir jrodyti (ar paneigti)
visy teiginiy. IS esmés tai remiasi absoliutaus loginio grieztumo reikalavimu. Bet, ka-
dangi absoliutus loginis grieztumas mokykloje nejmanomas, tai reikalauti jo — tuscias
reikalas, nesuprantamas daugeliui mokiniy. Zitrint i§ logikos pozicijy, mokomosios
medziagos nagrinéjimas mokykloje neiSvengiamai fragmentiskas — logika ir vaizduo-
te dirba greta viena kitos, ypa¢ mokant geometrijos, ir aksiominio metodo esmée lieka
neaiski. Rimta klittis tikrai, samoningai isisavinti aksiominj metoda mokykloje yra
atotriikis, net prieStaravimas tarp teorinio metodo aprasymo ir jo taikymo mokyklos
darbo praktikoje.

Auksc¢iau minétas nejrodomumo principas neapibrézia aksiomos savokos pakan-
kamai giliai. NepaSalinamas isivaizdavimas, kad aksiomy ir pradiniy savoky ypaty-
bes lemia kokios nors vidinés savybés, o ne iSoriskai salygoti santykiai. Aksiomos
teisingumas $iomis salygomis sunkiai paaiSkinamas. Lieka neaiSku, koks yra pradiniy
savoky turinys, savokos be turinio mokykloje mokiniams yra sunkiai suvokiamos.
Taigi klasikinis pozitris mokykloje nelabai tinka. Jis svarbus tik matematikos speci-
alistams, gyvenimiskas jo taikymas yra abejotinas. Kad pasiektume vieng i§ pagrin-
diniy matematikos mokymo tiksly — iSmokyti moksleivius logiskai mastyti, nebiitina
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nagrinéti dedukcijos pagrindus, o pernelyg griezti reikalavimai laikytis logikos désniy
gali buti netgi labai zalingi. Mokykloje pakanka remtis tik lokaligja dedukcija, susieta
su mokiniy amziumi ir gebéjimais.

Aksiomini metoda galima paaiskinti ir kitu biidu — nagrinéjant ivairias teorijas,
kurios tam tikrais bruozais yra panasios. ISskyrus sutampancius bruozus ir pavadinus
juos salygomis, apibrézianciomis koki nors nauja darinj, galima remiantis Siomis sa-
lygomis kaip aksiomomis, leidzian¢iomis sukurti bendresng teorija, kurioje pradinés
teorijos ar ju dalys yra daliniai atvejai, arba, kaip sakoma, konkretiis modeliai. Sis
pozitris iSplétotas XX a. ir todél ji galima pavadinti Siuolaikiniu. Siuolaikinis poZitris
leidzia nagrinéti ir vystyti teorija kiek galint suprastintoje aplinkoje, i$ kurios eli-
minuotos visos pasalinés nepriklausancios teorijai aplinkybés, esanc¢ios modeliuose.
Kadangi visi gautieji rezultatai automatiskai tinka visiems modeliams, tai jie tinka
ir tiems modeliams, kuriuos egzistuojant dar niekas net neitaria. I$ kitos pusés, kaip
tik pasalinés aplinkybés, susij¢ tik su vienu modeliu, gali sukelti kai kuriuos intuity-
vius vaizdinius, gali padéti numatyti ir kartu nurodyti kelius naujiems atradimams
modeliuose, neturin¢iuose atitinkamy pasaliniy aplinkybiy. Jungiancioji grandis, eg-
zistuojanti tarp skirtingy modeliy — aksiomatika. Taigi aksiominio modelio metodas
— Siuolaikinés matematikos irankis. Su tokiu nauju poziiiriu | aksiomatika yra susijusi
struktiiros savoka, kurig ived¢ pranclizy matematiky grupé, pasivadinusi kolektyvi-
niu pseudonimu Nikola Burbaki (Bourbaki). Matematiné strukttra — aibé (arba aibiy
aibé) su tam tikrais santykiais, kurie duotajai struktiirai yra pagrindiniai, ir apibrézia-
mais tam tikromis salygomis — Sios strukttiros aksiomomis. Pagrindiniai santykiai ir
pagrindiniai objektai (nagrinéjamos aibés elementai), o ir pati aibé — pradinés struk-
tiiros savokos. Pradiniy savoky turinys aksiomomis apibréziamas nevienareikSmis-
kai, liecka tam tikras neapibréZztumas: $ios struktiiros modeliai yra visos tos ir tik tos
aibiy ir santykiy aibés, kurios tenkina Sios struktiiros aksiomas. Pvz.: grupé, Ziedas,
kiinas, laukas, vektoriné erdvé ir tiesiné algebra — algebrinés struktiiros, pagrindiniai
ju santykiai — algebrinés operacijos. Realiyjy skaiciy laukas su sudéties ir daugybos
operacijomis — tolydaus lauko modelis, o orientuoty atkarpy, iSdéstyty erdvéje, su vi-
dine sudéties ir iSorine daugybos i§ realiojo skaiciaus operacijomis, laukas — trimatés
vektorinés erdvés modelis.

Struktiiras tiria visi mokslai, o matematika — bendroji struktiiry teorija. Cia ir yra
matematikos universalumo ir galios, jos gilios vienybés Saltinis. Vienos struktiiros,
nagrinéjamos matematikoje, yra labai paprastos ir tod¢l ypa¢ bendros, su begaline
modeliy (interpretacijy) aibe, pvz.: sutvarkyta aibé, grupé, topologinés ir metrinés
aibés. Kitos — sudétingesnés ir maziau bendros struktiiros, sukurtos i§ paprastesniy,
fundamentiniy strukttry, panaudojant kai kurias jungianciasias aksiomas. Fundamen-
tinés struktiros — savotiskos statybinés detalés matematikos pastatui sukurti. Visos
klasikinés matematikos teorijos, pvz., realiyju skaiciy teorija ir euklidiné geometrija
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yra susikertanc¢ios. Susikirtimuose susiduria ir tarpusavyje saveikauja {vairiausios ma-
tematings struktiiros, turin¢ios kur kas bendresni pobudi. Struktiiry, nagrinéjamy ma-
tematikoje, visuma sudaro sudétingg hierarchija su daugybe sankirty ir subordinaciju.
Tuo ir pasireisSkia vidiné matematikos struktiira, jos ,,architekttra®.

Neisreikstine forma daugelis svarbiy matematiniy struktiiry nagrinéjamos ir mo-
kykloje. Struktiiros vaidmens $iuolaikinéje matematikoje jsisamoninimas suponuoja
poreiki duoti mokiniams ziniy apie strukttiros koncepcija.

Struktiiros tyrime yra 3 fazés: aksiomatizavimas, dedukcija ir interpretacija (lot.
Linterpretatio® —aiskinimas). Aksiomatizavimo tikslas — adekvaciau ir kaip galima pa-
prasciau apibrézti strukttira. Pradinis taSkas — daliniai atvejai, apibréziamos struktiiros
modeliai. Abstrahuojantis nuo $iy modeliy kilmés ir nuo savybiy, skirianciy juos, is-
saugoma tik tai, kas juose yra bendra. Dedukcija — struktiiros vystymas, naujy objektu
(iSvestiniy savokuy) apibrézimas ir teoremy irodymas, aprasant santykius Siy objekty
aibése. Interpretacija — gautos teorijos taikymas naujiems daliniams atvejams.

Formuojant natiiraliojo skai¢iaus savoka, palyginamos zinomuy objekty aibés ir,
abstrahuojantis nuo juy prigimties, gaunama skaiciaus savoka, remiantis abipus vie-
nareik§me atitiktimi tarp aibiy; po to naudojamasi abstrakciais skaiciais bet kurioms
konkrecioms baigtinéms aibéms apraSyti. Nagrinéjant kvadratines lygtis su skaitiniais
koeficientais, apibréziama bendroji kvadrating lygtis su abstraktesniais (raidiniais)
koeficientais, iSvedama jos sprendimo formulé, kuri taikoma bet kuriy konkreciy lyg-
¢iy sprendimui. Aisku, aksiominiu metodu ¢ia nesinaudojama.

Neabejotinai reikia i§vystyti mokiniy logini mastyma tiek, kad jie suprasty po-
reiki naudotis aksiomatizavimu. Visiskai teiséta yra tai laikyti imanomu dalyku, jei
tik nesuprieSinsime aksiomatizavimo ir jau perprastu veiksmy, kaip kazko naujo, o,
priesingai, kuo daugiau remsimes intuicija, mokiniy mokéjimais ir jgtidziais.

Nesunku pastebéti, kad tarp struktiros tyrimo ir matematinio modeliavimo yra
glaudus rySys: modelio suktirimas, tyrimas ir interpretacija. Pavyzdys — uzdaviniy
sprendimas, sudarant lygti i$ salygos. Aksiominis metodas — aukscCiausia, labiausiai
organizuota vidinio matematinio modeliavimo forma. Modeliavimas — matematikos
esme ir jos mokymas — tai mokymas modeliuoti.

11. AKSIOMINIS METODAS, KAIP MOKYKLINIO KURSO SUKURIMO
BUDAS

Vaikai geriausiai mokosi tada, kai jie pasinaudoja savo patyrimu, tirdami jvairiau-
sias konkrecias situacijas. Mes galime juos atvesti prie matematinio tokiy situacijy
aprasymo, t. y. padéti jiems sukurti tokiy situacijy matematinius modelius, o po to na-
grinéti tokiy modeliy struktiira. Taip sukuriama bazé tolesniam aksiominés sistemos
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isisavinimui. Taciau jau i$siaiSkinome, kad jokiame mokymo etape nei visas mokykli-
nis matematikos kursas, nei kokia nors jo dalis negali biiti nagrinéjamas kaip abstrakti
formali struktiira be jokios realios interpretacijos, t. y. mokyme mokykloje gali baiti
realizuota tik turinti realy turinj aksiomy sistema. Esant tokiam realiam turiniui aksio-
mos ir teoremos nagrin¢jamos kaip turintys realy turinj teiginiai apie realius teorijos
objektus, o pats loginis i§vedimas laikomas intuityviai suprantamu.

IS esmés toks aksiominio metodo supratimas egzistavo iki pasirodant Davido Hil-
berto (Hilbert, 1862—1943), vokieciy matematiko darbams. Daugelyje geometrijos
aksiominio sukiirimo bandymy teorija buvo kuriama kaip tam tikros objekty siste-
mos aprasymas, aksiomos buvo suprantamos kaip savaime aiskis teiginiai apie Siuos
objektus ir aksiominés teorijos kiirimo uzdavinys buvo sprendziamas visus teorijos
teiginius iSvedant dedukciniu keliu, remiantis tomis aksiomomis.

D. Hilberto darbai davé pradzia pereiti nuo realaus turinio aksiomy sistemos prie
formalaus aksiominés teorijos supratimo. D. Hilbertas savo aksiomy sistema pagrindé
tuo, kad, turint tris skirtingas objekty sistemas ir pirmosios sistemos objektus pazy-
mint A, B, C, ... bei pavadinant juos taskais, antrosios sistemos objektai pavadinami
tiesémis ir Zymimi a, b, ¢, ..., 0 treciosios sistemos objektai pavadinami plokStumomis
ir Zymimi a, B, v, ... . Siy objekty sistemose jvedami santykiai: ,,priklauso®, ,,tarp“ ir
kt. Vystant teorija, apraSancia Sios objekty aibés struktiira su ivestais joje santykiais,
visi§kai nesidomima nei objekty prigimtimi, nei santykiy prasme, o panaudojamos tik
kai kurios formalios $iu santykiu savybés, sudarancios geometrijos aksiomy turini.
Taip visiskai ,,atsikratoma* intuicijos. Intuicija nesivadovaujama ir dedukcijoje, nes
toliau taikant aksiominj metoda prieita prie formalizavimo ir aksiomy taikymo logi-
koje, kuria naudojantis plétojama aksiominé teorija.

Taigi yra trys aksiominiy teorijy lygiai: 1) aksiominé teorija, turinti realy turini
ir aprasanti ji (konkrecios kilmés objekty aibé su konkrecia prasme turinciais santy-
kiais); Sig teorija plétojant naudojama intuityvioji logika; 2) pusiau formali aksiominé
teorija, aprasanti objektus ir santykius, kurie gali turéti {vairig prigimt, bet ja plétojant
dar naudojamasi intuityviaja logika; 3) formalioji aksiominé teorija, kuri kuriama lai-
kantis apibréztos aksiominés logikos sistemos.

Visas apraSymas rodo, kad Siuolaikinis aksiominis metodas negali biiti naudoja-
mas mokykliniam kursui sukurti. Taciau atskiri jo elementai tame kurse gali buti at-
spindéti. Kaip suprantamas tas atspind¢jimas?

Siuolaikiniame aksiominiame metode galima i§skirti dvi puses: 1) teorijos abstra-
havimas nuo konkreciy modeliu; 2) dedukcinis teorijos sukiirimas be jokiy interpreta-
cijy, remiantis kokia nors aksiomy sistema.

Mokykloje gali biiti realizuojama dedukciné teorija, bet ne abstrakti, o panaudojan-
ti koki nors konkrety modelj. Kitais zodziais, atspindima tik viena aksiominio metodo
pusé, susijusi su loginiu matematinés medziagos sutvarkymu, bet §is metodas negali
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btti realizuotas grynu pavidalu. IS nemazo skaiciaus apibrézty intuityviy prielaidy
(sudaranciy aiskiai pertekling ir kartu nepilng aksiomy sistema) galima gauti, einant
nuosekliu dedukciniu keliu, daug naujy rezultaty, kuriuos galima patikrinti remiantis
konkrecia situacija, kuri pagimdé auksc¢iau minétas prielaidas. Kartais galima tirti vie-
ny prielaidy santyki su kitomis ir iSaiskinti ju iSvedimo galimybes.

Kaip matome, mokant matematikos mokykloje neiSvengiamas intuityviyjy ir logi-
niy elementy susiejimas ir apie joki grieztai aksiomini kursa negali biiti né kalbos, o
galimi tik atskiri jo fragmentai.

12. AKSIOMINIS METODAS KAIP MOKYMOSI OBJEKTAS

Kadangi aksiominis metodas placiai taikomas matematikoje, tai pageidautina su
juo tam tikroje mokymo pakopoje supazindinti moksleivius. Sis supazindinimas yra
tikslingas dar ir todél, kad jis palankiai veikia matematinio mastymo vystyma, padeda
suprasti matematiniy teorijy abstraktumo esmg ir reikSme, uztikrinancias galimybe
Sias teorijas pritaikyti praktikoje.

Kyla klausimai, kokiame mokymo etape, kokia konkrec¢ia medziaga remiantis, ko-
kiu lygiu ir aspektais galimas toks supazindinimas. Atsakysime i $iuos klausimus.

Pirmiausia pabréztina, kad supazindinimas su aksiominiu metodu reikalauja tokiy
matematiniy ir loginiy ziniy bei igidziy, kuriuos mokiniai gali turéti, kai jie turi ne
maziau kaip 14—-15 mety. Aisku, mokinius tam reikia rengti i§ anksto: supazindinti
su jvairiomis konkreciy temy struktiiromis, dedukcijos pavyzdziais ir kai kuriomis
iSvedimo taisyklémis. Antra, supazindinti su aksiominiu metodu galima tik remiantis
pakankamais pavyzdziais ir atsizvelgiant i Sias salygas: a) yra daug paprasty, patrau-
kliy savo vaizdumu, modeliy, iliustruojanciy abstrak¢ia teorija; b) abstrakcios teorijos
rezultatai induktyviai ,,sufleruojami* mokantis iliustruojan¢iy modeliy; c) esant ma-
zam aksiomy skai¢iui pasiseka sukurti teorijos fragmenta su idomiomis teoremomis;
d) irodymai yra pakankamai paprasti ir apzvelgiami.

Idomu, kad biitent geometrija nelabai tinka Siems tikslams, nors tradiciskai biitent
su ja ir siejamas aksiominis metodas. Jos pagrindas — gremézdiska aksiomatika, néra
galimybiy pateikti jdomiy konkregiy modeliy pavyzdziy. Cia tikty tik ,,priklausymo
geometrija® ir Dz. Bulio algebra.

Taigi mokykloje aksiomy vaidmuo néra labai didelis, tik geometrijos kurse jveda-
ma aksiomy sistema ir tai toli grazu nepilna. Todél kiekvienas mokykloje atlickamas
irodymas néra grieztai loginis — jis yra savos riiSies loginiy samprotavimy, vaizdiniy,
patirties ir intuicijos junginys. Supazindinant su aksiomomis, remiamasi konkreciais
faktais, vaizdinémis priemonémis, gyvenimo praktika. Tokiu keliu einama ir dabarti-
niuose lietuviSkuose vadovéliuose.
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13. ANALIZE IR SINTEZE ]JRODANT TEOREMAS

Bendruoju atveju analizé yra tyrimo metodas, kurio pagrinda sudaro kiekybinis
objekto savybiy nagrinéjimas, besiremiantis skai¢iaus ir mato savoka, o sintezé — ko-
kybinis nagrinéjimas. Psichologine prasme analizé ir sintezé — vienos i§ svarbiausiy
mastymo charakteristiky. Rusy psichologas Sergejus Rubinsteinas (1889-1960) teige,
kad ,,Mastymo procesas — tai visu pirma analizavimas ir sintetinimas to, kas iSski-
riama analize; tik po to seka abstrakcija ir apibendrinimas, kaip pirmyjy iSvestinés*
[139, p. 28]. Psichologijoje skiriamos dvi analizés rusys: a) filtruojancioji analizé; b)
analizé per sinteze.

Filtruojanciosios analizés atveju Zmogus, sprendziantis iSkilusia problema, vei-
kia be jokios sistemos, sp¢jimo budu chaotiskai iesko sprendimo, bando taikyti
ivairiausius sprendimo biidus ir atsijoja nepasiteisinusius. Tokia analizé ypac tai-
koma sprendziant galvosiikius, kur iS tiesu daznai padeda insaitas (angl. ,,insight* —
izvalga; tai staigus sprendimo suvokimas, netikétas kokio nors nagrinéjamo dalyko
arba reiskinio esmés atskleidimas, kilgs impulsyviai mastant) [113, p. 148]). Pvz.,
duodamos uzduotys: 1) IS 6 degtuky sudéti 4 lygiaSonius trikampius; 2) Tvenkinio
pavirSius vasara palaipsniui apauga maurais. PavirSiaus plotas, uzauggs maurais,
kiekviena diena padidéja 2 kartus. Visas tvenkinys apauga maurais per 100 dieny.
Per kiek dieny apaugs maurais pusé tvenkinio pavirSiaus? Pirmuoju atveju po il-
goko skaiciaus bandymy susigaudoma, kad plokstumoje tai nejmanoma, o erdve-
je — paprasta. Antruoju atveju pradzioje daznai pateikiamas atsakymas — ,,per 50
dieny“. Taciau gilesné salygos analizé padeda rasti teisinga atsakyma — ,,per 99
dienas®.

Analizé per sintezg — visos ir bet kurios mastymo veiklos esminé dalis. S. Ru-
binsteinas rasé: ,,Kalbant trumpai ir todél apskritai, bendrais bruozais, tai pagrindiné
analizés forma, pagrindinis mastymo proceso nervas yra: objektas mokymo procese
itraukiamas i vis naujus rysius ir todél pasirodo visomis naujomis kokybémis, kurios
fiksuojamos naujomis sqvokomis, is objekto tokiu biidu lyg istraukiamas vis naujas
turinys; jis lyg pasisuka kiekvienq kartq kita savo puse, atsiskleidzia vis naujos jo
savybeés® [139, p. 98-99]. Analizé per sintez¢ — tai nagrinéjamy objekty nauju pusiy,
kokybiy ir savybiy pazinimas jtraukiant Siuos objektus i sistema rysiy ir santykiuy,
kuriuose Sios naujos savybés gali biiti atrandamos. Kartais $is objekto itraukimas
1 netikéta rysiy sistema yra pakankamai stebétinas ar net juokingas. Tai gyvenime
iSreiskiama juokuy, paradoksy, paralogizmy forma.

S. Rubinsteinas sintezg apibrézia taip: ,,Sintezé — tai bet koks priskyrimas, pa-
lyginimas, bet koks rysio tarp skirtingy elementy nustatymas* [139, p. 35]. Masty-
mo procese sintezé nuolat pereina i analizg ir atvirksciai, t. y. pazinime néra dvieju
izoliuoty keliy. Jy vienové pasireiskia lyginimu. Lyginima galima apibidinti kaip
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analize, kuri vyksta per sintez¢ ir veda i apibendrinima, nauja sintez¢. Pvz., irodi-
néjant dviejy trikampiy lyguma (sintez¢), pradzioje iSskiriami ju kampai, krastinés
(analizé), nustatomas ju lygumas (sintezé), gauty iSvady pagrindu daroma iSvada
apie trikampiy lyguma — nauja sintezé. Taigi lyginimas prasideda sintezés aktu, t.
y. atlickama lyginamyju objekty analizé¢ — iSskyrimas to, kas bendra ir atskira; tai
kas bendra — jungia (sintetina) apibendrinamuosius reiskinius. Lyginimas — tai ta
konkreti sintezés ir analizés forma, per kurig realizuojamas reiskiniy empirinis api-
bendrinimas bei klasifikacija. Lyginimo reik§mé ypac didelé empiriniame pazinimo
etape, jo pradinése pakopose.

14. ELEMENTARIOJI ANALIZE IR SINTEZE

Analizé ir sintezé turi didZiule reikime moksliniame paZinime. Zmonija savo vei-
kloje nuolat skaido objektus i dalis — atlieka materialiqjq analize, sudaro objektus i$
atskiry daliu, taip atlikdama materialigjq sinteze. Sie metodai ir vadinami elemen-
tarigja analize ir sinteze. Jie turéjo ir tebeturi didele reik§me¢ matematikos raidai
bei jos déstymui. Formuojant savokas, kai remiamés konkreciomis situacijomis ir
véliau abstrahuojamés nuo juy, mintyse iSskiriame esminius savoky poZymius — atlie-
kame elementariqjq analize, o véliau sujungiant tuos pozymius ir taip suformuojant
savokos turinj atliekama elementarioji sintezé. Antai pvz., skaiciaus ar algebrinio
reiskinio skaidymas dauginamaisiais — elementarioji analiz¢, o tai, kad dauginamieji
sujungiami daugybos Zenklais ir prilyginami iSskaidytajam skaiciui ar reiskiniui —
elementarioji sintezé. Tad Sie abu procesai tarpusavyje glaudziai susij¢. Elementa-
rioji analizé ir sintezé pritaikomos ir kai kuriy teoremy irodymuose, pvz., irodant
veiksmy su laipsniais teoremas.

15.SINTETINIS METODAS |JRODANT TEOREMAS

Teoremas jrodyti galima dviem biidais. Vienas ju — pradedant teoremos salyga ir
naudojantis jau Zinomais teisingais argumentais (aksiomomis, anksc¢iau jrodytomis
teoremomis, juy iSvadomis) gauname iSvada, kaip logiskai iSplaukiancig i§ teoremos
salygos. Tai sintetinis irodymo metodas.

Sintetinis metodas pateikia tik gatava irodyma. Vien tik juo naudojantis teoremy
irodymu atrasti negalima. [rodin¢janciojo arsenale néra kriterijy, pagal kuriuos bty
galima pasirinkti reikalingus argumentus. Loginiu pozitriu §is metodas yra pazangus
ir yra viena i$ sudedamyjy dedukcinio samprotavimo daliy.
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16. SINTETINIS MATEMATIKOS MOKYMO METODAS

Mokykliniam geometrijos kursui budinga sintetiné sistema. Taikoma ji ir kituose
mokykliniuose kursuose. Todél reikia iSmokyti mokinius naudotis sintetiniu metodu,
padéti suvokti jo esmg ir savybes.

Teigiamos §io metodo savybeés: pilnumas, glaustumas, trumpumas. Tod¢l tai labai
patogu déstant matemating teorija vadovéliuose. Neigiamos savybés: pradedantie-
siems mokytis $io metodo taikymas atrodo esas dirbtinis, nes ne visada aiSkiai moty-
vuojami brézinio papildymai, negalima duoti i§ anksto pagristo jrodymo plano; vien
sio metodo taikymas suponuoja vien paskaitinio mokymo metodikos taikyma, o taip
daznai zlugdoma mokiniy iniciatyva, aktyvumas, nes mokiniams ¢ia keliami tik rei-
kalavimai jdémiai klausytis ir stebéti, suprasti mokytojo aiskinima, fiksuoti teoremos
irodyma, véliau ji pakartoti. Todél, ypa¢ Zemesnése klasése, sintetini metoda reikia
kuo glaudziau sieti su analitiniu. Vyresniosiose klasése Sis metodas gali biiti pritaiky-
tas placiau, taciau vien juo irgi nereikia tenkintis. Antai daznai pries irodant teorema
naudinga i§ anksto pateikti mokiniams jrodymo plana, o tai — jau analitinis metodas.

17.KYLANCIOJI ANALIZE

Ji pradedama nuo teoremos i$vados, kuri tampa pradiniu tasku, nuo kurio praside-
da samprotavimas. Brézinio papildymai Cia yra daugiau motyvuoti ir neatrodo esan-
tys dirbtiniai. Logikoje S§is metodas vadinamas regresyviu (lot. ,,regressus® — éjimas
atgal): mastymas eina nuo to, ka reikia jrodyti, prie pagrindu. Sis metodas susietas su
sinteze, tod¢l ir jis yra dedukciniy samprotavimy dalis.

Pvz., reikia irodyti, kad rombo istrizainés yra tarpusavyje statmenos (26 pav.).

1) Kad jrodytume, jog AC L BD, pa-
A kanka jrodyti, kad BO L AC.

2) Kad jrodytume, jog BO L AC, pa-

kanka jrodyti, kad BO yra A ABC auks-
tine.
B O D 3) Kad BO buty A ABC aukstiné, pa-
kanka irodyti, kad A ABC yra lygiaSonis,
0 BO — jo pusiaukrastiné.

4) Kad A ABC bity lygiaSonis, turi

buti AB = BC.
C 5) Bet AB = BC pagal teoremos saly-
ga, ir BO — A ABC pusiaukrastiné, nes AO
26 pav. = OC (lygiagretainio istrizainiy savyb¢).
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Tokia kylancioji analizé: a) uztikrina samoninga ir savarankiska mokiniy darba,
ieSkant teoremos irodymo; b) padeda vystytis mokiniy loginiam mastymui; c) uzti-
krina veiksmy isisamoninima, tikslinguma kiekviename jrodymo etape; d) irodymo
schema paprasta, vis klausiama: ,,Ka reikia jrodyti? Ka pakanka jrodyti?* ir pan. Kai
kurie autoriai kylanciaja analiz¢ vadina tobulgja [46].

18. KYLANCIOJI ANALIZE MOKANT

Sis metodas leidzia mokiniams rasti teoremos jrodyma. Todél jis vysto kiirybinj
mokiniy mastyma. Biitent dél to reikia siekti, kad kiekvienas mokinys ne tik jvaldyty
$i metoda, bet ir giliai suvokty jo esme. Tam reikia daug laiko ir pastangy. Zemesné-
se klasese kylancioji analizé naudojama jrodant teoremas zodziu, sudarant jrodymo
plana. Ji sudarius, imamasi sintetinio metodo ir jrodymas uzrasomas. Pvz., taip reko-
menduojama jrodyti daugeli teoremy i$ temos ,,Keturkampiai®.

Vyresniosiose klasése $i analizé naudojama placiau, ypac stereometrijoje, algebro-
je (irodinéjant daugeli nelygybiy). Sis loginis metodas glaudZiai siejasi su pedagogi-
niu metodu — euristiniu pokalbiu.

19. BESILEIDZIANCIOJI ANALIZE

Ji taikoma tais atvejais, kai reikia paneigti tokius teiginius, kurie klaidingai yra
priimami kaip teisingi. Kartais tada randamas jrodymo planas. Pirmuoju atveju besi-
leidZiancioji analizé yra taikoma kaip Sokrato metodas. Kai kurie autoriai $ia analiz¢
vadina netobulgja [46].

Pvz., besileidzianCiosios analizés metodu galima jrodyti teigini: ,,Jei a ir b —

a+b

neneigiami realieji skaiciai, tai > 4/ab‘‘. Sudaroma isvady grandiné:

a+b>2Jab = a—2Jab+b>0— (Ja—-+/b)> >0.

Paskutiné nelygybé yra visada teisinga. Kadangi gretimi teiginiai, kaia > 0irb >0
taip pat teisingi, tai sudarytaja granding galima apgrezti:

(x/g—\/Z)z20—>a—2@+b20—>a+b22@%%+b2«/_ab.

Teiginys irodytas.
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Jei iSvady grandinés, sudarytos besileidzianciosios analizés metodu apgrezti nej-
manoma, tai teorema dar lieka nejrodyta. Tokiu atveju reikia arba sudaryti kita iSvady
granding tuo paciu metodu, arba méginti taikyti kitus jrodymo metodus.

Pamokose kuo dazniau reikia taikyti besileidzianciaja analize klaidingiems teigi-
niams sugriauti. ,,UZuot tiesiog atmetgs mokiniy klaidingus teiginius, — rasé¢ Vytautas
Drégiinas ir Petras Rumsas (1921-1987), — mokytojas turi sugebéti i§ kiekvieno ju
greitai iSvesti aiskiai klaidinga iSvada. To paties turi mokytis ir mokiniai, kad igusty
naudotis Sia labai svarbia savikontrolés priemone® [46, p. 73—74]. Pvz., mokiniui

parasius Va’ +b° = a + b, mokytojas gali pasakyti: ,,Jei tamsta tvirtini, kad §i lygybé

teisinga, tai i§ jos iSplaukia > + b*> = (a + b)*> = a® + 2ab + b? ir 2ab = 0. Vadinasi,
a=0arbab=0,t.y.air b—ne bet kurie skai¢iai. Paémus, pvz., a =3, b =4, kairioji
tamstos paraSytos lygybés pusé bus lygi 5, o deSinioji — 7.

20.]JRODYMAS PRIESTAROS METODU

Cia taikomi du logikos désniai: priestaravimo ir negalimo tre¢iojo. Pirmasis, tai-
kant ji matematikoje, skambéty taip: ,,Negalima, kad esant vienoms ir toms pacioms
sqlygoms matematinis objektas biity ir nebiity kaip nors susietas su kitu objektu*,
pvz., negalima, kad esant vienoms ir toms pa¢ioms salygoms atkarpos AB = CD ir AB
# CD. Antrasis désnis skambéty taip: ,,Kiekvienas matematinis objektas kito objekto
atzvilgiu yra arba teigiamame santykyje su juo, arba neigiamame santykyje, kokio
nors trecio santykio tarp jy negali biti*.

21. PRIESTAROS METODAS MOKYMO PROCESE

Kad mokiniai suvokty §io metodo esmg ir priestaravimo bei negalimo tre¢iojo dés-
nius, naudinga duoti serija pratimuy:

1) Duotos dvi atkarpos a ir b (ju nenubréziame). Kokie santykiai galimi tarp ju?

2) Atkarpos ¢ > d. Kokie galimi $iy atkarpy ilgiy santykiai?

3) Atkarpos a # b. Kokias iSvadas galima padaryti apie iy atkarpy ilgius?

4) /A > / B. Kokias i§vadas galima padaryti apie Siy kampy didumus?

5) £C # 4D, ZC = £ZD. Kokie santykiai galimi tarp kampy C ir D?

6) AB ir CD — dvi tiesés, priklausancios vienai plokStumai. Kokie galimi $iy tiesiy
tarpusavio padéties atvejai?

7) AB ir CD — dvi tiesés, priklausancios vienai plokStumai, jos néra lygiagretés.
Kokia 8iy tiesiy tarpusavio padétis?
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Pirma karta prieStaros metodas paprastai taikomas jrodant teorema: ,, Trikampyje
pries lygius kampus yra lygios krastinés“. [rodZius $ig teorema, mokiniams reikia pa-
aiskinti, kad buvo naudojamas naujas jrodymo biidas — priestara ir apzvelgti plana, ku-
ris buvo taikomas. Sis planas uzra§omas lentoje, o mokiniai ji uzsiraso sasiuviniuose:

1) Tarkime, kad teoremos i§vada klaidinga. Tada bus teisingas prieStaraujantis Siai

iSvadai teiginys.

2) Apzvelgiame galimus atvejus.

3) Isitikiname, kad kiekvienu atveju gausime i$vada, kuri priestarauja arba teore-

mos salygai, arba anks¢iau nagrinétiems teisingiems teiginiams.

4) Priestaravimy buvimas vercia atsisakyti priimtos iSvados.

5) Pripazistame teisinga duotosios teoremos iSvada.

Sis planas taikomas jrodant tokia teorema: ,, Trikampyje prie§ didesni kampa yra
didesné krastiné*“. Kartu mokiniams primenama, kad taip buvo irodytos teoremos apie
tiesiy lygiagretumo poZymj ir apie atitinkamyjy kampy prie dviejy lygiagreciy tiesiy
bei ju kirstinés savybeg.

22. ANALIZES IR SINTEZES PALYGINIMAS. JUY SINTEZE

Analizé ir sintezé naudojama irodinéjant teoremas. Pvz., jrodant besileidZiancio-
sios analizés metodu nelygybe (zr. 18 sk.) pirmasis pateiktasis jrodymas yra analitinis,
antrasis — sintetinis. Analitinio {rodymo esm¢é yra ta, kad pradedama nuo teiginio,
kurj reikia jrodyti, ir §j teigini logiSkai pagristais zingsniais pakei¢iame teiginiu, kurio
teisingumas Zinomas. Sintetiniame {rodyme ieskoma Zinomo teisingo teiginio, kuri
logiskai pagristais zingsniais perdirbame i teigini, kuri reikia jrodyti. Siam jrodymui
biuidinga tai, kad ¢ia aiSkinama, kas ir kaip daroma, bet nepaaiskinama, kodél pradi-
nis reiskinys pasirenkamas biitent toks ir taip. Todél ir irodymas kartais atrodo esas
dirbtinis, sugalvotas. O ir pradinj teiginj rasti ne visada lengva. Analitinis j{rodymas
— natliralesnis, ¢ia zinoma, nuo ko reikia pradéti. Taciau jame lengviau yra suklysti.
Pvz., galima ,,jirodyti*, kad 2 = 3:

-6 = -0,

2 x (-3) =3 x (-2),
2x(2-5)=3x(3-5),
4-10=9-15,
4-10+%=9-15+%,

Je-%)7 =J3-%)*,

2-%=3-%,
2=3.
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Aisku, kad pastaroji iSvada neteisinga.

Todél praktikoje ir yra tikslu sieti abu jrodymo btidus. Paprastai analitiniu badu
surandamas tas teiginys, kurj laikysime pradiniu, o sintetiniu — atliekamas pats iro-
dymas.

Mokymo procese vienas ar kitas objektas susiejamas naujais rySiais ir santykiais
su kitais objektais ir todél mokiniams pasirodo savo nauja kokybe, lyg tai ,,pasisuka‘
1 juos kita, nauja puse.

Kadangi analizé ir sintez¢ taikomos bendrai, mokytojui svarbu moketi ten, kur
reikia, labiau panaudoti ar viena, ar kita biida. Biitina mokiniams nuolat pabrézti, kad
analize — kelias { atradima, sintezé — kelias { pagrindima, irodyma.

23. APIBENDRINIMAS IR ABSTRAKCIJA MOKANT JRODYMO

Apibendrinimo metu mintyse iSrySkinama kokia nors savybeé, priklausanti kuriai
nors objekty aibei ir siejanti Siuos objektus.

Pvz., nagrinéjant aritmetinés progresijos narius, matome, kad:

a,=a, +d,
a,=a,td=(a +d)+d=a, +2d,
a,=a,;td=(a+d)+d= a +3dirt.t.

Apibendrinus gaunama:

a =a+d(n-1).

Toliau §i formulé naujai apibendrinama ir nustatoma, kad bet kuri aritmetiné pro-

gresija yra natiiraliojo argumento tiesiné funkcija:
y=kx +b(x € N).

Taigi apibendrinimo procese nuo siauresnés apimties pereiname prie platesnés ap-
imties.

Su apibendrinimu glaudziai siejasi specializacija (pranc. ,,spécialisation*) — min-
tinis kurios nors savybés i$skyrimas i§ nagrinéjamojo objekto savybiy aibés. Taip i$
romby aibés iSskiriami kvadratai — rombai su staciais kampais (arba lygiomis istrizai-
némis). Taigi specializacijos procese vyksta aibés siaurinimo veiksmas — nuo plates-
nés apimties aibés pereinama prie siauresnés apimties aibés, subordinuotos pirmajai.

Pazintinés veiklos procese zmogus atspindi realios tikrovés objektus ir reiskinius
arba jutiminiu buidu, arba savokomis — ju ,,apytikslémis nuotraukomis®. Savokos
zmoniy samongéje susiformuoja abstrahuojantis nuo objekto neesminiy savybiy ir api-
bendrinant. Psichologai laiko, kad abstrakcija — tai i§ esmés specifiné analizés forma,
kurig analizé igyja pereinant prie abstraktaus mastymo savokomis. Abstrakcija yra
dviejy rusiy: 1) kai jutiminio suvokimo metu mes abstrahuojamés nuo vieny objekto
savybiy ir iSskiriame kitas jo savybes, pvz., koki nors daikta mes nagrin¢jame tik kaip
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geometrinj kiina, kreipdami démes;j tik i jo forma, matmenis, padéti plokstumoje ar
erdvé¢je; 2) atsiribojame nuo jutiminio pazinimo apskritai, ne vien paprastai atrenka-
me vienas ar kitas objekto ar reiSkinio savybes, bet ir kei¢iame jas, pvz., klasifikuojant
trikampius pagal ju kampy diduma nebesidomima jy krastiniy ilgiais. Taigi abstraha-
vimas — mintinis atsiribojimas nuo tam tikry duotuoju momentu nesvarbiy, neesminiy
nagrinéjamo objekto savybiy ir esminiy duotajame tyrime savybiy iSskyrimas.

Fizikoje, tirdami judéjima, iSreikSta lygtimi v, = v + at, metalinio strypelio ilgio
kitima, iSreikSta lygtimi / = [ + oz, ekonomikoje, tirdami savikainos kitima, iSreiks-
ta lygtimi m = m + an, abstrahuojamés nuo konkre€iy dydziy ir gauname funkcija
fix) =ax + b. Tirdami jos grafika ir savybes, galime jomis pasinaudoti tirdami auks-
¢iau minétus fizikinius ar ekonominius dydzius.

Konkretizacija — prieSingas abstrahavimui veiksmas. Tai tokia mastymo veikla, kurio-
je fiksuojama vieno ar kito nagrin€jamo objekto savybé neatsizvelgiant i kitas jo savybes.
Ji taikoma ir kaip vaizdiné iliustracija, ir kaip teiginio taikymas konkreciomis salygomis.
Pvz.,ab=ba,5x2 =2x5,(a+b)+c=a+(b+c), 2+7)+3=2+(7+3).

24.TOBULOSIOS INDUKCIJOS METODAS

Juo naudojamés tada, kai iskyla butinybé duoti loginj pagrindima iSvadai, gautai
indukciniu keliu. Moksliniame tyrime §is metodas susideda i$ trijy nuosekliy etapu:
1) steb¢jimas ir patyrimas; 2) hipotez¢; 3) jos irodymas.

Reikia biitinai pabrézti mokiniams, kad yra teoremy, kurias jrodant prireikia is-
nagrinéti kelis atskirus atvejus. Antai planimetrijoje pirma karta su panasia situacija
susiduriama jrodin¢jant teoremas apie kampus su atitinkamai lygiagreciomis ar sta-
tmenomis kraStinémis. Bitina atkreipti mokiniy démesj | tai, kad teorema laikoma
irodyta, jei iSnagrinéti visi galimi atvejai, { kuriuos suskaidoma teorema. Algebroje
su tobulgja indukcija susiduriama jvedant neigiamuosius ir trupmeninius laipsnio ro-
diklius.

25. MATEMATINE INDUKCIJA MOKYKLOJE

L. Oilerio klydimai ieskant pirminio skaic¢iaus formuliy: y = x* + x + 41 (y pirmi-
nis tik iki x = 39); y = 2x> + 29 (y pirminis tik iki x = 28) yra klasikiniai nepilnosios
indukcijos taikymo ir skuboto apibendrinimo pavyzdziai. Matematinés indukcijos
metodas, kuris perfrazuoja vieng i§ formaliosios nattraliyjy skaiciy teorijos aksio-
my, tokiy klaidy leidzia iSvengti. Mokiniams patogu pirmiausia pateikti toki pavyz-
di: 1+3+5+7+ ...+ (2n+1)=n*(npirmyjy nelyginiy skaic¢iy suma). Turime:
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n=1;1=12%(teisinga);
n=k; 1+3+5+..+(2k-1)=4k*(daroma prielaida, kad teisinga);
n=k+1;1+3+5+ . +Qk-1)+Rk+1)=RP+Qk+1)=K+2k+1=
=(k+ 1)
[rodyta.
Dar pateikiame pavyzdzius eiluc¢iy sumy, kurias galima apskaiciuoti formulémis,
irodomomis matematinés indukcijos metodu:
3+6+9+...+3n=1,5(n+1);
2422423+ .. +20 =2(2"- 1);

12+22+32+...+n2=—n(n+1)6(2n+1);
P+ +33+ . +m= (M)Z-

2
Ix2+2x3 +3x4+ .. +n(n+1)="nmn+ 1)(n+2);

1 1 1 1 _n
+ + tot ———= .

Ix2 2x3 3x4 n(ntl) n+l

Siuo metodu jrodomos ir nelygybés:

2>n VneN;

n*>2n+1 VneN,n>3;

2">np*VneN,n>5;

(1+pyr>1+np,jeip>-1ir n € N.

26. GENETINIS METODAS MOKANT TEOREMUY

Mokant kai kuriy matematiniy dalyky temuy, atskiry ypac svarbiy teoremy ar taisy-
kliy grupiy yra ypac svarbu naudotis genetiniu metodu. Jo esmé — mokiniams atsklei-
dziama, kodél atsirado atitinkama tema, teoremy ar taisykliy grupé, i kokius prakti-
nius klausimus jos pateikia atsakymus, kokiais keliais jos gautos.

Genetinio metodo taikymas ypac vertingas tada, kai vienos ar kitos teorijos atsira-
dimas ir vystymasis yra susij¢ su praktiniy problemy sprendimu, gamybos, technikos
tobulinimo poreikiais. Tada genetinis metodas leidzia mokiniams isisamoninti, kodél
buitina mokytis naujos medziagos. Taikant §i metoda yra tikslinga: a) pamokoje pa-
teikti trumpy, idomiy istoriniy Ziniy, atskleidzianciy matematiniy teoriju atsiradimo
priezastis; b) kai kuriy temy mokymosi pradzioje, kur tai imanoma, bendrais bruo-
zais atskleisti ju turinj ir tokiu biidu suformuoti ju nagringjimo plana; c) déstyme
naudotis probleminiais metodais, sudarant salygas mokiniams patiems atrasti pagrin-
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dines teoremas ar taisykles.

Antai prie§ pradedant nagrinéti sistemini geometrijos kursa, biitina prisiminti se-
novés istorija ir parodyti, kokie praktiniai zmoniy poreikiai Ilémé geometrijos atsiradi-
ma, atskleisti geometrijos svarba Zmoniy gyvenime, ju gamybing¢je veikloje. ISmokus
veiksmy su kuria nors skai¢iy aibe, galima planuoti mokytis veiksmy su jos plétiniu.
Pradedant mokytis trikampiy lygumo pozymiy parodoma, kad ju lygumo apibrézimas
ne visada praktiSkai pritaikomas (sutapdinant trikampius visais elementais), todél ir
bitina ieSkoti kity biidy, kurie iSreiskiami atitinkamais pozymiais.

27. KLAIDOS, KURIAS MOKINIAI DARO MOKYDAMIESI TEOREMUY

Gana daznai pasitaiko tokia situacija, kai Zemesnése klasése mokiniai iSmoksta
teoremy irodymus mintinai, atpasakoja juos kaip prozos gabalus mokant literattiros.
Norint to i§vengti, reikia pratinti mokinius jrodinéti teoremas su kitaip orientuotais,
kitokia raidine simbolika pazymétais bréziniais. Daznai zemesniyjy klasiy mokiniai
remiasi brézinyje esanciomis atsitiktinémis figliros savybémis. Tada biitini prieSpriesi-
niai pavyzdziai su figliromis, kuriose ty atsitiktiniy savybiy nebtina. Butina mokinius
supazindinti su auk$¢iau minétomis ir kitokiomis optinémis iliuzijomis. Sistemingi mo-
kytojo reikalavimai pagristi teiginius yra viena i§ priemoniy, padedan¢iy mokiniams
susiformuoti teisingus vaizdinius apie problemini vieno ar kito sprendinio pobudi.

Vieno ar kito mokymosi metodo ar biido taikymas teoremoms mokytis labai pri-
klauso nuo teoremos turinio ir reik§més bendroje ziniy sistemoje, taip pat ir nuo mo-
kiniy individualiy galimybiy. Suprantama, kad nagrinédami teoremas ir jy irodymus
mokiniai neretai daro ir kity ivairiy klaidy, kuriy kilm¢ mokytojas turi biitinai Zinoti.
Dauguma mokiniy klaidy galima suskirstyti i du tipus.

1. Netvirtas pagrindiniy geometrijos teoremy iSmanymas daznai lemia tokias klai-
das: apskritimo, apibrézto aplink lygiasoni trikampi, spindulys apskai¢iuojamas pagal
formule, iSvesta lygiakras¢iam trikampiui; trapecijos plotas skai¢iuojamas pagal sta-
¢iakampio ploto formulg, ir t.t., t. y. ¢ia ,,koja pakisa“ neteisingas analogijos taikymas.
To paties tipo klaidoms priklauso ir mokiniy formuluojami klaidingi teiginiai: apskri-
timo, apibrézto apie trikampi, centras yra jo pusiaukrastiniy susikirtimo taskas; lygia-
Sonio trikampio pagrindo kampo pusiaukampiné yra kartu ir pusiaukrasting, ir t. t.

2. Didelis klaidy skaicius yra susijgs su matematiniy teiginiy ir samprotavimy moky-
musi, nesuprantant dedukcinés matematikos kurso sandaros, t. y. daromos grynai loginés
klaidos: a) netikslus savokuy, ieinanciy i vieng ar kita teigini, traktavimas; b) samprota-
vimy strukttiros nesupratimas; c¢) irodymy bendrumo nesupratimas; d) nemokéjimas tei-
singai nubraizyti brézinj, tiksliai suformuluoti teorema ar jos irodyma. Pvz.: ,,Jei ketur-
kampio vienas (ar du) kampas (-ai) yra status (-Gs), tai jis — staciakampis®, ,,Trikampio
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vidaus kampu didumy suma lygi 180°, nes Sis trikampis — lygiasSonis®, ir t. t.

28. TEOREMUY KARTOJIMAS

Teoremy iSmokimo kokyb¢ pirmiausia priklauso nuo ju iSdéstymo pamokoje. Pa-
geidautina, kad teoriniai mokyklinio matematikos kurso klausimai i§ esmés biity mo-
kiniy i$siaiSkinami per pamoka. Taciau norint pasiekti, kad mokiniai tvirtai jsisavinty
kursa, reikalingas daugkartinis medziagos kartojimas. Tai gali biiti einamasis, teminis,
visy mokslo mety ar viso mokomojo kurso kartojimas. Kartojimas visada turi jnesti ka
nors nauja, atskleisti naujus sarysius, apibendrinimus.

Pradiné kartojimo stadija — itvirtinimas toje pacioje pamokoje, kurioje teorema
idéstyta. Cia paprastai panaudojamas lentoje esantis brézinys, uzrasai. Daugiau laiko
reikalaujantis kartojimas yra tada, kai pakeiciami kai kurie neesminiai veiksniai: bré-
ziniy forma, raidiniai Zymeéjimai. Tai padeda geriau jsisamoninti jrodymo esmg, kartu
liudija apie mokiniy daroma pazanga.

% *

Siais klausimais ras¢ jau rusy pedagogikos klasikas K. Usinskis: ,,Matematiniai
irodymai reikalingi tik tada, kai vaizdiniai, sudarantieji matemating mintj, taip susi-
komplikuoja ir pagauséja, kad Zmogui pasidaro sunku, nesinaudojant matematiniais
zenklais, atsiminti visus tuos vaizdinius, aiSkiai ir tiksliai juos vienu metu isisamo-
ninti ir to déka aiskiai jsisamoninti jy ry$j ir teisingai juos kombinuoti | viena i§vada.
Viso matematiniy jrodingjimy proceso esme yra ta, kad pats sudétingiausias iSprotavi-
mas bty privestas prie paprastos aksiomos, t. y. iki tokio teiginio, kurio teisingumas
kiekvienam vienodai akivaizdus ir kurio ne tiktai nereikia jrodyti, bet ir negalima
irodyti*“ [109, p. 484].
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VIl. LOGINES MATEMATINES TEORIJOS TAIKYMAS MOKANT
UZDAVINIY SPRENDIMO

1. TEORIJOS TAIKYMY RUSYS

Kiekviena teorija svarbi savo taikymais. Jei teorija neturi pritaikymo, tai kam ja
kurti ir jos mokytis? TradiciSkai teorijos taikymas suprantamas kaip jos taikymas uz-
daviniams spresti. Taciau ne maziau svarbu yra tai, kaip viena teorija taikoma kitoje
(algebra — geometrijoje, geometrija — analizéje, matematika — fizikoje ir t. t.). Ir Sios
rusies taikymai susije su praktika, tegu ir per kita teorija, tarpiskai. Taip realizuojama
tarpdalykiné integracija. Dabar matematika placiai taikoma ne tik gamtos moksluose,
bet ir ekonomikoje, socialiniuose bei humanitariniuose moksluose.

Bet koks teorijos taikymas susij¢s su modelio (lot. ,,modus*, it. ,,modello* — ma-
tematiniy rySiy sistema, tapaciai imituojanti tyrinéjamo objekto strukttira) sukdiri-
mu. Tais atvejais, kai teorija taikoma sprendziant uzdavinius, Sio uzdavinio modelis
kuriamas remiantis teorijos savokomis: pvz., i§ uzdavinio salygos sudaroma lygtis
arba jy sistema — abstraktus konkretaus uzdavinio modelis. Antra vertus, uzdavinys —
konkretus abstrak¢ios sistemos (lygties, lyg€iu sistemos) modelis, t. y. santykis ,,biti
modeliu“ — simetriskas. Tais atvejais, kai viena teorija pritaikoma kitoje, kuriamas
pirmosios teorijos modelis kitos teorijos objektuose.

Toki modelio terming pritaikyti neiprasta mokykloje, kur modeliu jprastai laikoma
kokia nors vaizdiné priemoné. Toks modelio supratimas irgi priimtinas, nes abstrak-
¢ios savokos: ,kubas®, ,prizmé* ir kt. ¢ia realizuojamos kaip konkretiis objektai, o
nuo ju vél griztama i abstrak¢ius modelius.

Mokykliniame kurse mes ,konstruojame modelius® ir abstrakc¢iai, kuriame lo-
ginius-matematinius modelius panaudodami objektus ir santykius, figliruojancius
sprendziamuose uzdaviniuose.

Siais atvejais modeliai yra labiau abstraktiis, negu uzdaviniai, kuriuos jie mode-
liuoja, taciau tie modeliai yra vaizdesni negu uzdaviniai. ISvaduotas nuo neesminiy
dalyky Sis abstraktus modelis apnuogina rysiy struktiira konkreciy objekty sistemoje,
leidzia iSspresti uzdavinj panaudojant formaly matematinés teorijos aparata. Todél
Sis modelis ir yra vaizdesnis, lengviau apzvelgiamas. Taigi nors Siuolaikinis modelio
supratimas yra susijgs su vaizdumu, bet pati vaizdumo savoka ¢ia iSpleCiama.
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2. MATEMATIKOS IR FIZIKOS INTEGRACIJA MOKYKLOJE

Fizika visada buvo, yra ir bus viena i§ svarbiausiy matematikos vartotoju. Fizikos
uzdaviniai buvo, yra ir bus tolesnio matematikos mokymosi stimulas. [vairios mate-
matikos savokos ir teorijos kyla remdamosi fizikiniais modeliais ir vystomos pirmiau-
sia tam, kad tenkinty fizikos poreikius. Tad ir mokant matematikos rysys su fizika
turi buti realizuojamas pirmiausia tam, kad tenkinty fizikos poreikius. Tad ir mokant
matematikos rysys su fizika turi biiti realizuojamas ne tik taikant fizikoje matematines
Zinias, bet ir ju igyjant.

Tikslinga bty tokia schema: nuo konkreciy situacijy fizikoje eiti prie abstrak¢iy
matematiniy savoky, kurios padeda formuoti matematini aparata, naudojama spresti
uzdaviniams, susijusiems su pradinémis ir kitomis fizikinémis situacijomis, taip pat
uzdaviniams, iSkylantiems ir kitose srityse.

Realizuojant $ia schema iSrySkinama ir abstraktaus pobiidZio matematinés teorijos
reikmé. Sios teorijos aparatas taikomas jvairiose konkregiose situacijose, susietose
struktliros bendrumu. Labiausiai matematikos ir fizikos rySys pasireiskia formuojant
funkcijos savoka. Fizika matematikai pateikia nemazai funkciju risiu. Abstrahuojantis
nuo konkreciy fizikiniy modeliy, funkcijos tiriamos kaip abstraktiis matematiniai objek-
tai, o po to igytos zinios taikomos nagrinéjant konkrecius fizikinius procesus. Pvz.:

1) Remiantis judéjimo lygtimis s = vz ir s = s, + vt, nagrinéjamos funkcijos y = ax
ir y = ax + b. Po to Sios funkcijos gali bti taikomos uzdaviniams spresti tai-
kant auksciau pateiktas judéjimo lygtis arba taikant dujy turio ir slégio lygtis:
v=vy,(I+ap)irp=p, (1 +ar).

2) Judéjimo lygtis s = vt + at/2 ir laisvojo kritimo lygtis s = g* veda prie kvadra-
tinés funkcijos y = ax*+ bx + ¢ nagringjimo, o po to vél griztama i fizikinius
modelius.

3) Boilio ir Marioto™ désnis p =*/ arba pv = k pateikia atitinkamos funkcijos, kuri
iSreiskiama lygtimi xy = k modelj. IStyrus Sios funkcijos savybes, tyrimo rezul-
tatai taikomi nagrinéjant auks$ciau minéta fizikos désni.

3. UZDAVINIAI

Istoriskai, kaip jau minéjome auksciau, labiausiai efektyvi matematikos mokymo
priemon¢ yra mokymas per uzdavinius. Todél iskyla problema: reikia sukurti peda-
goginiu pozitiriu tikslingg uzdaviniy sistema, kuri padéty vesti mokinius per visas
matematinés veiklos sritis (probleminiy situacijy iSryskinimas, ju matematizavimas,

* Robertas Boilis (Boyle, 1627-1691) — angly chemikas, fizikas ir filosofas; Edmas Mariotas (Mariotte,
1620-1684) — pranciizy fizikas)
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uzdaviniy, motyvuojanciy teorijos iSplétimo biitinuma, sprendimas ir t. t.). AiSku, ¢ia
pirmiausia turi pasistengti vadovéliy, uzdavinyny ir kt. mokomuyjy priemoniy autoriai
(¢ia nemazai padirbéjo visy dabar Lietuvos mokyklose vartojamy pradiniy [25-28,
56, 57, 77-80] ir vyresniyjy klasiy [19, 37-39 ir kt.] matematikos vadovéliy autoriai),
bet tai aktualu ir mokytojui. Norint iSspresti $ig pedagoging problema biitina patikslin-
ti situacijos bei uzdavinio savokas, atlikti uzdaviniy strukttiring analiz¢. Pastaroji leis
vertinti uzdaviniy sudétinguma ir numatyti juy sprendimo mokymosi seka.

Bet kuri probleminé¢ situacija ir uzdavinys kyla kokioje nors realioje srityje. Dau-
gumos uzdaviniy struktiira iSreiSkiama implikacija p — ¢, o ju sprendimas — implika-
cijuseka:p > p,p, =P, s D, PP, 94 Cia turime, kad: 1) pirmosios implika-
cijos prielaida yra p; 2) paskutinés implikacijos iSvada yra g; kiekvienos implikacijos,
iSskyrus paskuting, iSvada yra kitos implikacijos prielaida. Taigi remiantis implikacijy
tranzityvumu, gausime p — ¢, t. y. i§ esmés pradini uzdavini mes iSdéstéme papras-
tesniy uzdaviniy seka. Jei kokia nors sekos dalis p, > p, ., ..., p,,, ,—> P,., yra jau
anksciau spresto uzdavinio sprendimas, tai dalj Sio uzdavinio implikacijy sekos gali-
ma pakeisti implikacija p, — p, . Tokiu atveju implikacijuy skaiius sekoje sumazes
[ — 1 vienety.

Struktiiriné uzdavinio ir jo sprendimo biido analizé padeda isaiskinti, kokius uzda-
vinius yra tikslinga spresti anksciau, kokius véliau, kad vélesnieji tapty maziau sudé-
tingais, kas yra labai svarbu mokant.

Biitina skirti uzdavinio sudétingumaq kaip objektyvia uzdavinio savybe, taip pat to
uzdavinio sunkuma, kuris atspindi santyki tarp uzdavinio ir to, kuris ta uzdavini spren-
dzia: tas pats uzdavinys vieniems atrodys esas lengvas, kitiems — sunkus, t. y. uzda-
vinio sunkumas yra grynai pragmatinis (gr. ,,pragma’ — darbas, veiksmas), o tai ma-
tematikos didaktika ypa¢ domina, nes negalima sukurti efektyvaus mokymo proceso
neissiaiskinus santykio tarp mokymo turinio ir jo objekto — mokinio. Kad galétuméme
palengvinti mokiniams uzdaviniy sprendima, reikia sukurti tokia uzdaviniy sistema,
kad eitume nuo lengvesniy prie sunkesniy, nuo paprastesniy prie sudétingesniy uzdavi-
niy, t. y. realizuoti mokymo prieinamumo principa, ,,auksines didaktikos taisykles®.

4. MATEMATINIAI UZDAVINIAI

Matematikos mokymas siekia matematini aparatg taikyti spresti jvairiausiems uz-
daviniams — tiek i$ pac¢ios matematikos, tiek i$ kity sriciy, taigi uzdaviniy sprendimo
mokymu suprantame mokyma: 1) iSreiksti ne matematikoje iskylancius uzdavinius
matematine kalba; 2) spresti pacius matematinius uzdavinius.

,UZdavinius <...> reikia duoti vis sudétingesnius, bet jie nickuomet neturi nustoti
savo praktinio, vaizdinio pobtidzio. Véliau Sie uzdaviniai gali biiti pirmosiomis namy

147



apyvokos ir politinés ekonomijos pamokomis. Pavyzdziui, tegul vaikas teisingai ap-
skai¢iuoja, kiek kainuoja jo durtinélis, o gelumbés kaina, uzmokestis uz darbg ir t. t.
turi biiti duodami ne i3 akies, bet kiek galima tikresni, — ras¢ K. Usinskis. — Sveicarijos
mokyklose man teko matyti, kaip mokytojas gali pasinaudoti aritmetiniais uzdavi-
niais, norédamas duoti vaikams supratima apie ekonoming veikla. AS girdéjau <...>,
kaip vienas $veicary mokytojas apskaiciavo su klase, kiek kainuoja raguolis, kurj vai-
kai per pusrycius suvalgé, ir kodél jis tiek kainuoja <...>: vaikai susipazino ne tiktai su
kainomis, jeinanc¢iomis i duonos kaina, bet netgi su santykiais asmeny, dalyvaujanciy
duonos gamyboje ir nustatanéiy jos kaina: jie suzinojo, kiek ima maltinininkas ir ko-
dél jis tiek ima; koks atlyginimas teko duonos pardavéjui ir kodeél ir t. t.“ [109, p. 609].
Tokiy pavyzdziy daugybé krinta i akis susipazinus su prieskario ir pokario Lietuvos
geriausiyjy pedagogu darbais [6, 7, 12—14]. Pasitaiko tokiy pavyzdziy ir dabartiniy
mokytoju pamokose. Antai Juodupés pradinéje mokykloje (Rokiskio raj.) IV klaséje
mokytoja metodininké Liucija Vensloviené labai sumaniai susiejo pamokoje sprestus
uzdavinius su artéjan¢iomis Sv. Kalédomis, kuriy nuotaika jautési visoje mokykloje.
Uzdavinius mokiniams, kuriuos jie atliko savarankiskai, ji suformulavo taip: ,,Pries
Sv. Kalédas jums pateiktuose lapeliuose, kuriuose nupiesta preke ir parasyta jos kaina,
kiekvienai prekei buvo padaryta nuolaida, lygi '/, kainos. Apskaiciuokite, kiek kai-
nuos kiekviena preke®. (Mokytoja i§dalijo reklaminiy lapeliy kopijas, uzdaziusi nauja
prekeés kaing).

Bidingas sovietmecio matematikos mokymo bruozas buvo tas, kad mokant ma-
tematikos ziniy taikymu praktikoje buvo laikomas beveik vien abstraktaus pobudzio
treniruojamyjy uzdaviniy sprendimas. Tie uzdaviniai jau biidavo iSreiksti matematine
kalba, kurios realiame gyvenime nevartojame. Taip mokant dalis mokiniy igydavo
kartais netgi gana sudétingy matematiniy uzdaviniy sprendimo igiidziy, bet pasiro-
dydavo esa visiskai bejegiai, kai reikédavo spresti net nesudétingus uzdavinius, su-
formuluotus ne matematine, bet gimtaja mokiniy kalba. Mokéjimas matyti ir atskirti
matemating uzdavinio pus¢ nuo jo konkretaus turinio pasiekiamas tik ilgomis pra-
tybomis. O tai buvo nemaza nasta mokytojams, nes to meto vadovéliai, parasyti ir
isleisti Maskvoje, negaléjo garantuoti realaus ry$io su gyvenimu, vykstanciu kur nors
Vladivostoke, Taskente, Murmanske ar Kaune. Dabar padétis Lietuvos mokyklose
kita. Tuo galima isitikinti pavarc¢ius bet kuri lietuviska matematikos vadovéli. Ypac
pavyzdinis Sia prasme — Nijolés Cibulskaités vadovélis penktokams [37, 38].

Mokykloje uzdavinio petvarkymas matematine kalba realizuojamas sudarant lygti
ar ju sistema i§ salygos. Sios veiklos metodika gana pla¢iai nu§viesta matematikos
didaktikoje, ta¢iau néra bendro metodo (algoritmo), kaip tai atlikti. Netgi tokia reko-
mendacija — pazyméti x ieSkomaji dydi — ne visada universali, nes daugeliu atvejy tai
veda i neracionaly sprendimo kelia. Ta¢iau algebrinis uzdaviniy sprendimas, biidamas
bendras, leidzia iSspresti labai jvairios struktiiros uzdavinius, todél lavina mokiniy
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mastymo lankstuma, moko juos konkrecia uzdavinio situacija iSreiksti abstrak¢iu ma-
tematiniu modeliu, tinkamu visiems analogiskos strukttros, bet kitokio konkretaus
turinio uzdaviniams. Aritmetinis sprendimo biidas taikytinas tik ten, kur yra raciona-
lesnis uz algebrini.

5. UZDAVINIAI KAIP MATEMATINES VEIKLOS MOKYMO PRIEMONE

Matematikos mokymas per tikslingai parinktus uzdavinius — seniai zinoma ir pla-
¢iai analizuojama problema. Taciau iki galo ji dar néra iSspresta. Uzdaviniai turi
buti ir tolesnio teorijos plétojimo motyvas (naujuy savoky ivedimas, naujy nagriné-
jamy objekty savybiy atradimas bei jrodymas), ir jos efektyvaus taikymo galimybé.
Mokymo praktikoje mokymu per uzdavinius naudojamasi tik nagrinéjant kai kurias
temas. Geras pavyzdys — skai¢iaus savokos plétimas. Specialiai parinkus uzdavinius
nustatomas zinomos Siame etape skaiciy aibés nepakankamumas, biitinumas ja pra-
plésti, kad buty galima i$spresti parinktus uzdavinius. Praplétus aibe, iSnagrinéjus
jos struktiira, vél griztama prie pradiniy (ir kity) uzdaviniy, kurie Sioje aib&je gali
buti i$spresti. Taigi mokymas atliekamas pagal schema: uzdaviniai — teorija —
uzdaviniai. Reikia $ig schema taikyti placiau. Tai atlickama pradedant nuo nemate-
matiniy probleminiy situacijy nagrinéjimo ir atitinkamy uzdaviniy formulavimo. Po
to formuluojamas tikslas iSspresti Siuos uzdavinius matematiskai. Pirmas zingsnis
— uzdavinio pertvarkymas taip, kad jame figliruojantys rySiai tapty matematiniais.
Galimas daiktas, kad ¢ia iSryskes, jog misy turimos matematinés priemonés tam bus
nepakankamos. Sie atvejai visada turéjo didziule reik§me pacios matematikos raido-
je ir yra itin svarbiis mokant matematikos.

Kartu bitina pazyméti, kad ne visada naujy savoky ivedimas gali biiti motyvuo-
jamas praktiniais uzdaviniais, kylanciais Salia matematikos: jie gali kilti ir i§ vidiniy
matematiniy poreikiy (pvz., neigiamyjy, trupmeniniy, kompleksiniy skaiciy jvedi-
mas), todél, ypac vyresniosiose klasése, reikia tai akcentuoti.

6. BENDRIEJI UZDAVINIY SPRENDIMO MOKYMO METODAI

Kaip iSmokyti mokinius spresti uzdavinius — klausimas, kuris yra vienas sudétin-
giausiy matematikos didaktikos problemy. Sudétingumas paaiskinamas tuo, kad ne-
egzistuoja (ir negali egzistuoti) bendras uzdaviniy sprendimo algoritmas, kurio ival-
dymas garantuoty gebéjima iSspresti bet kurj uzdavini. Yra specialiis algoritmai tik
konkretiems uzdaviniy tipams. Kitiems uzdaviniy tipams jie netinka. Yra uzdaviniy
tipy, kuriems tokie algoritmai dar neatrasti. Aisku, mokykloje jy ir neatrasime. Taciau
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reikia mokinius pratinti spresti netipinius uzdavinius, kuriuose reikia kombinuoti i$-
moktus tipiniy uzdaviniy sprendimo algoritmus.

Bandymas pateikti bendraja metodika, kaip mokyti spresti uzdavinius, pateiktas
D. Poja knygoje [135]. Joje detaliai iSanalizuoti keturi uzdavinio sprendimo proceso
etapai: uzdavinio sqlygos supratimas, sprendimo plano sudarymas, jo realizavimas ir
nagrinéjimas (patikrinimas). Si idomi, detali knyga naudinga pedagogui matematikui.
Reikéty ja iSversti ir | lietuviy kalba. Taciau bendro metodo bet kokio tipo uzdavi-
niams spresti joje irgi néra.

7.SPECIALIEJI METODAI (ALGORITMALI)

Tai algoritmai spresti tipiniams uzdaviniams. Vidurinéje mokykloje tikslinga i$-
mokyti spresti tokiy tipy uzdavinius.
1. UZdaviniai, sprendZiami aritmetiskai
1.1. Pradinés klasés:
1.1.1. Paprastieji uzdaviniai: a) sudétis (dvieju ar keliy démeny sumos
apskaiciavimas; skaiCiaus padidinimas keliais vienetais); b) atimtis
(liekanos (skirtumo) apskai¢iavimas; skai¢iaus sumazinimas keliais
vienetais; dvieju skai¢iy skirtuminis palyginimas); ¢) daugyba (ke-
liy lygiu démenuy sumos apskaiciavimas; skaiciaus padidinimas ke-
lis kartus); d) dalyba (dalyba j lygias dalis: skai¢iaus dalijimas i ke-
lias lygias dalis; skai¢iaus sumazinimas kelis kartus; skaiciaus dalies
nustatymas; falpos dalyba: nustatymas, kiek karty vienas skaicius
telpa kitame; kartotinis dviejy skai¢iy palyginimas).
1.1.2. Sudétiniai uzdaviniai: a) triskaités taisyklés uzdaviniai; b) judéjimo
uzdaviniai.
1.2. Vyresniosios klasés:
1.2.1. Dvieju skai¢iu santykio nustatymo uzdaviniai.
1.2.2. Proporcingosios dalybos uzdaviniai.
2. Geometriniai uzdaviniai
2.1. Pagrindiniai braizymo uzdaviniai, atliekami skriestuvu ir liniuote.
2.2. Braizymo uzdaviniai:
2.2.1. Geometriniy viety metodo taikymas.
2.2.2. Geometriniy transformacijy metoduy taikymas (simetrija, lygiagretu-
sis postlimis, postkis).
2.2.3. Panasumo metodo taikymas.
3. Uzdaviniai, sprendZiami algebros ir analizés priemonémis
3.1. Tiesiniy lygciy taikymo uzdaviniai.
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3.2. Dviejy tiesiniy lygciy sistemy taikymo uzdaviniai.

3.3. Kvadratiniy lygciy taikymo uzdaviniai.

3.4. Uzdaviniai, sprendziami taikant nelygybes (tiesines ir kvadratines).

3.5. Paprasciausiy transcendentiniy lygciy sprendimo uzdaviniai (vodiklinés,
logaritminés ir trigonometrinés lygtys).

3.6. Tiesinés, kvadratinés, rodiklinés, logaritminés ir trigonometriniy funkcijy
tyrimo bei taikymo uzdaviniai (elementariomis priemonémis ar taikant i$-
vestines bei integralus).

8. ANALIZE IR SINTEZE SPRENDZIANT UZDAVINIUS

8.1. Matematinis uzdavinys

Matematiniu uzdaviniu laikomi ir jprasti mokykliniai uzdaviniai, ir tie teoriniai
klausimai, su kuriais mokiniai pirmiausia susiduria kaip su uzdaviniais.

Senovés tautos — egiptieCiai, babilonieCiai, indai dideli démesi skyré uzdaviniy
sprendimui. Antai antikinés Graikijos geometrai detaliai iStobulino braizymo uzdaviniy
sprendimo schemas. Siuos uzdavinius jie vadino problemomis. Todél tokiy uzdaviniy
sprendimo metu atlickama analizé vadinama problemine analize. Viena i§ esminiy brai-
zymo uzdaviniy sprendimo daliu graikai vadino ,,apagoge* (anorywyn) — perdirbimu.

Kiekviename uzdavinyje nurodoma, kas yra duota, ir keliamas reikalavimas, ka
reikia atlikti, surasti. Kad uzdavinij bty galima i$spresti, biitina, kad tarp ieSkomuyjuy ir
duotyju dydziy biity funkciné priklausomybé. Taigi kiekvienas uzdavinys susideda i$
salygos, funkciniy priklausomybiy tarp dydziy ir reikalavimo (klausimo).

Mokykliniuose uzdaviniuose dazniausiai pateikiamas toks duomeny kiekis, kad
galima gauti viena ar kelis apibréztus sprendinius. Tokius uzdavinius vadiname api-
bréztaisiais. Jei duomeny yra daugiau, negu tai biitina uzdaviniui iSspresti, tai uzda-
vinys vadinamas per daug apibréztu. Kai kuriais atvejais tokie uzdaviniai gali biti
iSspresti, bet dazniausiai jie neturi sprendiniy. Jei duomenu nepakanka, uzdavinys
laikomas nepakankamai apibréztu. Tokie uzdaviniai turi be galo daug sprendiniy.

8.2. Sintetinis uzdaviniy sprendimo budas

Kai kuriuos uzdavinius galima iSspresti be ypatingos sprendimo plano ir budo
paieskos — jie daznai biina akivaizds. Tod¢l ¢ia taikomas sintetinis sprendimo budas.
Jo esmé: panaudojant kai kuriuos uzdavinyje duotus duomenis, apibréziami pagalbi-
niai dydziai, t. y. sprendZiama pagalbiniy uzdaviniy serija. Po to, taikant Siy uzdaviniy
sprendimo rezultatus ir galbut kai kuriuos uzdavinio duomenis, sprendziama kita pa-
galbiniy uzdaviniy serija. Taip elgiamasi ir toliau, kol gaunamas ieskomasis dydis.
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8.3. Sintetinio sprendimo budo reiksmé mokant matematikos

Taikant sintetini sprendimo biida, sprendimas prasideda nuo kai kuriy uzdavinio
duomeny ir vyksta ieSkomojo dydzio radimo kryptimi. Todél sintetiniam sprendimo
biidui yra budingi tie patys teigiamieji ir neigiamieji bruozai, kaip ir sintetiniam iro-
dymo biidui. Néra kriterijaus, nuo kuriy uzdavinio duomeny reikia pradéti sprendima
ir kokius pagalbinius dydzius reikia surasti. Néra kriterijaus ir kokius kitus papil-
domus uzdavinius reikia pasirinkti. Esant sudétingesniam uzdaviniui, sprendzianty-
sis gali aiSkiai ir neisivaizduoti, ar jis teisingai pasirenka pagalbinius uzdavinius, ar
jis pasieks norima rezultata. Taigi sintetinis bidas mazai tinka sudétingy uzdaviniy
sprendimo planams sudaryti.

Taciau sintetinis budas gali buti sékmingai pritaikytas nelabai sudétingiems uz-
daviniams spresti. Cia turi reik§més sékmingi spéjimai, kuriy pagrindas — analogi-
ja tarp sprendziamojo uzdavinio ir anksciau iSsprestyju. Sintetinis biidas daugiausiai
taikomas uzras$ant uzdaviniy sprendima. Biitina pabrézti, kad sintetinis biidas beveik
niekada netaikomas kaip vienintelis. Kartu su sinteze taikoma ir analizé, nors gal ir
neisreikstine forma, uzdavini sprendzianciojo gal ir nesuvokiama.

8.4. Analizinis uzdaviniy sprendimo budas

Analizé padeda sukurti uzdavinio sprendimo plana. Analiziniam biidui yra biidin-
gas ieSkomojo dydzio nagrinéjimas, nustatant jo rysius su duotaisiais dydziais.

8.5. Analizinio budo jvairové

Dar senovés Graikijoje, kaip jau min¢jome, geometrai detaliai parengé braizy-
mo uzdaviniy sprendimo planus. Todél jy taikyta analizé daznai vadinama klasikine
(lot. ,,classicus* — pavyzdinis). Klasikinei analizei biidinga tai, kad ji tik padeda rasti
sprendimo plana, o po to sprendziama sintetiniu metodu.

Jei analizéje naudojama algebriné simbolika, lygtys ar ju sistemos, tai turime alge-
brine analize. Cia kintamieji dydZiai pazymimi raidémis, kuriomis operuojama kartu
su duotaisiais dydziais, sudaroma lygtis ar lyg¢iy sistema. Analizinis ir sintetinis me-
todai Cia susilieja.

8.6. Apie sprendiniy praradima ar pasaliniy sprendiniy atsiradima

Jei pagrindinio uzdavinio perdirbimas { pirmaji pagalbinj uzdavinj atliekamas taip,
kad pagrindinio uzdavinio salygos yra pagalbinio uzdavinio salygy iSdava, arba toks
santykis egzistuoja tarp dviejy gretimy pagalbiniy uzdaviniy, tai gali atsitikti, kad ku-
ris nors pagalbinis uzdavinys nebus ekvivalentus pagrindiniam. Tada galimas spren-
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diniy praradimas. Pvz., jei abi lygties puses dalijame i§ reiskinio su kintamuoju ir
nepriimame salygos, kad jis negali bti lygus nuliui, galime prarasti sprendinius.

Jei pagrindinio uzdavinio perdirbimas i pirmaji pagalbinj atlickamas taip, kad pa-
galbinio uzdavinio salygos iSplaukia i§ pagrindinio uzdavinio salygu, arba toks sarysis
stebimas tarp dvieju pagalbiniy uzdaviniy salygu, tai vél paskutinis pagalbinis uzdavi-
nys gali biiti neekvivalentus pagrindiniam ir gali atsirasti pasaliniy sprendiniy. Pvz.:

Jx?=3+1=0,
Jxt=3=-1,

@-3=1,

x, =2, x, =-2 (abi Saknys salygos netenkina).

8.7. Aritmetiniai uzdaviniai

Analiz¢ aritmetiniuose uzdaviniuose taikoma sprendimo planui sudaryti. Spren-
dimas atliekamas sintetiniu budu. Kartais analizé uzdavinio sprendimo planui surasti
atlickama neiSsamiai — svarbu iSsiaisSkinti sprendimo plana. Kai kada analiz¢ atlieka-
ma tik zodziu. Tokiais atvejais analiz¢ vadiname daline.

Svarbu mokinius iSmokyti spresti uzdavinius pasirenkant teisinga krypti, o tam
reikia laikytis tam tikry taisykliu: a) jei Zinai uzdavinio sprendimo plang — spresk; b)
jei uzdavinys tipinis, prisimink §io tipo uzdaviniy sprendimo plang ir spresk; c) jei
nezinai sprendimo plano, tai zitirék | uzdavinio klausima ir klausk saves: Kq reikia
rasti? Kq reikia Zinoti, kad atsakytum { Sj klausimq? Ar duoti skaiciai, biitini tam at-
sakymui? Jei tie skaiciai neduoti, ar negalima jy nustatyti? Kaip nustatyti? ir t. t.; po
Sios analizés numatyk sprendimo plang ir spresk; d) patikrink gauta atsakyma.

Sprendziant tipinius uzdavinius analizeé igyja savitas, ypatingas formas. IS esmeés
tipiniai aritmetiniai uzdaviniai yra algebriniai, todeél ir ju analiz¢ yra algebrine.

8.8. Analizinis metodas sprendziant braizymo uzdavinius

Tik paprasciausi braizymo uzdaviniai gali buti iSsprgsti nesudarius iSankstinio
sprendimo plano (tai — pagrindiniai braizymo uzdaviniai, trikampiy braizymo uzda-
viniai, kai duoti pagrindiniai jy elementai, ir kai kurie kiti). Sudétingesniais atvejais
reikalinga analiz¢, tik po jos atlickamas braizymas, po jo — jrodymas ir tyrimas.

Pavyzdys. Reikia nubraizyti statyji trikampi, kurio vienas smailusis kampas lygus
duotajam kampui, o statiniy suma lygi duotajai atkarpai.

Analizé. Tarkime, kad staciojo trikampio ABC (27 pav.) kampas A lygus duotajam
kampui, statiniy suma AC + BC lygi duotajai atkarpai. Natiralu istiesti lauztg ACB,
t. y. nubrézti atkarpa AD, lygia duotajai atkarpai. Jei i§ duomeny galétume nubraizyti
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B trikampi ABD, tai trikampi
ABC nubraizyti biity nesun-
ku. Kadangi Zinomas trikam-
pio ABD kampas A ir krasti-
né AD, tai uZztenka suzinoti
kampa D. Pastebéje, kad tri-
kampis BCD yra status ir ly-
giasonis (BC = CD), spren-
27 pav. dziame, kad £ D = 45°,
Braizymas. Nubraizome

trikampi ABD, kurio krastiné AD lygi duotajai atkarpai, kampas A lygus duotajam
kampui ir £ D =45°. Per Sio trikampio vir§iing B bréziame tiese, statmena tiesei AD,
ir randame ty tiesiy sankirtos taska C. Trikampis ABC — ieskomoji figtira.

{rodymas. Kadangi £ BCD =90°, 0 £ D =45°, tai trikampis BCD yra lygiaSonis.
Vadinasi, CD = BC, AD = AC + BC, t. y. trikampis ABC atitinka uzdavinio salyga.

Tyrimas. leSkomasis trikampis egzistuoja, kai duotasis kampas yra smailus. Ka-
dangi visi trikampiai, nubraizyti i§ nurodytyju duomeny, yra lygis, tai sprendinys
vienintelis [46, p. 94 — 95].

Planimetrijos braizymo uzdaviniams spresti yra sukurti ir kiti specialiis metodai:
»Zeometriniy viety metodas, jvairts transformacijy metodai, algebrinis metodas [46].

>
N
O

8.9. Algebriné analizé sprendziant uzdavinius

Bendras uzdaviniy sprendimo sudarant lygtis ar ju sistemas metodas yra analitinis—
ta jo atmaina, kuria vadiname algebrine analize. Ja taikant, iSreiSkiami nezinomuyju,
ieSkomuyjy ir duotyjy dydziy tarpusavio sarysiai. Tam ieskomieji, nezinomieji dydziai
pazymimi raidémis, po to su jais operuojama, kaip su zinomais dydziais ir, pasinaudo-
jant duotaisiais dydZiais, apskai¢iuojamos tarpiniy dydziy israiSkos. Toliau sudaroma
lygtis ar lygciy sistema. Tekstinio uzdavinio pertvarkymas i ,,lygciu kalba“ yra pirmas
uzdavinio perdirbimas, o lygtis ar ju sistema — pirmas pagalbinis uzdavinys. Kiekvie-
nas zingsnis sprendziant — uzdavinio perdirbimas i kita pagalbini uzdavini. Perdirbi-
mas tesiasi, kol negauname pagalbinio uzdavinio, kuris sprendziamas tiesiogiai. Taigi
visi charakteringieji analizés bruozai pasireiskia ir sprendziant uzdavinius, sudarant
lygtis ar ju sistemas i salygu.

8.10. Geometriniai skai¢ciavimo uzdaviniai

Mokiniai palaipsniui turi jsisavinti tokiy uzdaviniy sprendimo taisykles. Jeigu: 1)
susipazinus su uzdavinio salyga, galima numatyti jo sprendimo plana, reikia ji reali-
zuoti; 2) plano i§ karto nesimato, reikia jo ieskoti analizés keliu; 3) pasirinktoji anali-
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z¢s forma neduoda efekto, tada mokinys taiko algebring analizg; 4) kartais jos vienos
nepakanka, tad tenka susieti visas analizés formas.

9. UZDAVINIY VAIDMUO MOKANT MATEMATIKOS

Zmogaus ir visuomenés veikla — kasdieninis jvairiausio turinio uzdaviniy spren-
dimas. Dalis ju sprendziama pagal i§ anksto numatytus veiklos planus, kiti iSkyla
atsitiktinai, neplanuoti, ir pastaruosius kartais prireikia spresti tam tinkamai nepasi-
rengus. Daugelio uzdaviniy sprendimas reikalauja kurybiskumo arba bent gebéjimy
surasti duotomis salygomis daugiau ar maziau optimaly sprendima. Todél nestebina
tas démesys, kuris skiriamas uzdaviniy sprendimui: ,,Beveik visada bet kuri Zmo-
gaus veikla — darbas ar zaidimas — gali biti nagrinéjama kaip situacija, kurioje reikia
priimti sprendimus, t. y. tokia situacija, kada vienas zmogus ar ju grupé susiduria su
butinumu pasirinkti kurj nors i§ keleto veiksmy (nors i$ dviejuy). Todél zmogaus vei-
klos nagrinéjima galima i§ esmés laikyti zmogaus elgsenos jo pasirinkimo metu, t. y.
situacijos, kada biitina priimti sprendima, nagrin¢jimu‘ [124, p. 16].

IS tiesy, jei matematinio uzdavinio savoka traktuojama placiai (kiekviena teorema
taip pat laikant uzdaviniu), tai uzdaviniy sprendimas yra vienintelé matematinés vei-
klos galimybé. Mokéjimas spresti matematinius uzdavinius yra ryskiausia mokiniy
matematinio mastymo biiklés charakteristika, rodanti matematinio i$silavinimo lygi.

Zymus angly matematikas Viljamas Sojeris (Sawyer, g. 1911) teigia, kad matema-
tinés zinios yra instrumentas ir néra prasmeés ju isisavinti, jei nemanoma bei nemoka-
ma jomis naudotis [140].

Nors matematiniy mokykliniy uzdaviniy formulavimo problema jau seniai yra ir
matematikos didaktikos specialisty bei psichology démesio centre, taciau tik dar labai
neseniai pradéta spresti Sig problema.

Jei palygintume matematikos uzdaviniy sprendimo ir kokio nors amato profesini
mokyma, tai pastarajame stebime, kad mokinys kruops¢iai mokomas dirbti su instru-
mentais, kiekvienas jo dirbinys kruopsciai apzitirimas meistro, kuris nurodo defektus,
pamoko, kaip reikia elgtis su instrumentais, kad i§vengty tu defekty ateityje. Moki-
nys visiskai suvokia mokomaji savo veiklos pobiidi, stengiasi isisavinti biitent tuos
instrumentus, kurie bus jam butini savarankiskoje profesin¢je veikloje. Matematiniy
uzdaviniy sprendimas yra kiek kitas reikalas. Beveik visi mokiniai mano, kad, ga-
vus uzdavinio atsakyma, sutampantj su uzdavinyno gale pateiktuoju, darbas baigtas,
sprestaji uzdavini galima ir reikia pamirsti.

Taigi mokiniai (taip pat ir daugelis mokytoju) uzmirsta, kad kiekvienas uzdavinys
turi mokomaji pobiidi, kad kiekvienas uzdavinys turi mokyti orientuotis jvairiose pro-
bleminése situacijose, gausinti zinias, plésti patyrima, mokyti matematinés veiklos.
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Natiiralu, kad spresdami uzdavinius mokiniai sukaupia tam tikry Ziniy, susijusiy
su konkrec¢iomis probleminémis situacijomis ar sprendimo biidais. Taciau efektyviam
darbui sprendziant nauja uzdavini, su naujomis salygomis, reikia, kad igytas anks-
tesnis patyrimas biity reikiamai sutvarkytas. Bitina, kad jvairia informacija, igyjama
uzdavinio sprendimo metu, mokiniai vertinty kritiskai, kad biity sumuojami rezultatai
po kiekvieno uzdavinio sprendimo. Svarbiausia, kad tokios veiklos reikia mokyti.

Svarbu turéti omenyje, kad tokios rusies veikla yra viena i$ visaver¢io mastymo
charakteristiky. Rusy psichologas S. Rubinsteinas teige, kad mastymas — tai ziniy
aktualizacija (ot. ,actualis* — tikras, faktiskas) ir taikymas, kurie yra vieningas pro-
cesas. Aktualizacija — reikalingy Ziniy ir metody pasirinkimas i$ turimos patirties bei
ju panaudojimas naujomis salygomis [139].

Taigi tradicinéje uzdaviniy sprendimo metodikoje daug démesio skiriama mate-
matiniy ziniy taikymui ir nekreipiamas démesys i ty ziniy aktualizacija. Taip pazei-
dziama matematinio mastymo proceso vienové ir todél neuztikrinamas sékmingas
mastymo ugdymas.

Yra nustatyti keturi pagrindiniai bruozai, skiriantys intelekta nuo paprasto gebéji-
mo skaiCiuoti — tai gebéjimas:

1) sékmingai perdirbti ir sujungti informacija priklausomai nuo jos reikSmingu-

mo;

2) atlikti bandomuosius veiksmus, paieska ir veiksmus, neiSplaukiancius i§ esa-

mos informacijos, t. y. atlikti Suoli per tarpa, esanti duomenyse;

3) valdyti tiriamaji procesa, vadovaujantis jausmu, kad sprendimas — arti;

4) nagrinéti ribota, bet pakankamai platy teiginiy ir iSvady rata, sutampanti su

duotuoju teiginiu.

Siuose teiginiuose nesunku pastebéti apibrézta matematikos mokymo tiksly cha-
rakteristika — tai jau ne karta minétas mokymas tam pasitelkiant uzdavinius. Remiantis
Siais tikslais, galima ir naudinga pakeisti ir uzdaviniy sprendimo mokymo metodika.

Ar tradiciné mokykliné matematiniy uzdaviniy sistema tenkina siuos tikslus? Kol
kas ne. Dél susiklos¢iusiy tradicijy $i uzdaviniy sistema kol kas nelabai kinta. Daugu-
ma uzdaviniy — treniruojantieji pratimai. Jau ne karta minétas D. Poja pabrézé, kad uz-
daviniai gali biiti Sabloniski (vok. ,,schablone* — pavyzdys, modelis) ir nesabloniski.
Pirmieji yra biitini ir naudingi temos nagrinéjimo pradzioje, susipazistant su formuliy,
algoritmy, teoremuy, désniy pradiniu taikymu (reprodukcinis (pranc. ,,reproduction* —
atgaminimas) lygis).

Daznai biina taip, kad tas matematinis faktas, kurj nagrinéja atitinkamas uzdavi-
niy ir pratimy ciklas, pasimeta tarp ty uzdaviniy ir pratimy. Matematikos didaktikoje
buvo atvejuy, kai tas ciklas tapdavo savarankisku mokomuoju vienetu — tai nemaza ari-
tmetiniy uzdaviniy tipy, kurie aritmetiskai sprendziami gremézdiskai, o algebriskai,
kai lygtys ar ju sistemos sudaromos i§ salygos, — kur kas paprasciau.
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Pirmiausia, uzdaviniu sprendimo mokymas (ir mokymas per uzdavinius) moky-
kloje turi padéti giliai suvokti ir tvirtai isisavinti ta matematiniy ziniy ir mokéjimy
sistema, kuri numatyta mokymo programoje. Tac¢iau uzdaviniy ir pratimy kiekis turi
atitikti norima mokymo rezultata ir jo reikSminguma visoje matematinio ugdymo sis-
temoje.

Ta mokiniy energija ir tas laikas, kurie atsilaisvins sukiirus minimaliai biiting uz-
daviniy ir pratimy sistema, gali biiti panaudoti kitiems tikslams. Ypac¢ svarbu formuoti
mokiniy mokéjima orientuotis naujose situacijose, kaupti informacija, naudinga kity
uzdaviniy sprendimui, jsisavinti kitas matematikos tiesas ir t. t. Biitent §is matemati-
kos mokymo per uzdavinius biidas yra suformuluotas F. DZonsono (Johnson) knygoje
[121]. Mokymas per uzdavinius turi:

1) sudominti arba motyvuoti;

2) atvesti prie procesy atskleidimo arba padéti suprasti santykius;

3) praktikuoti ir tobulinti uzdaviniy sprendimo technika;

4) formuoti matematinio modelio savoka [121, p. 107].

Kalbant apie matematiniy uzdaviniy vaidmenj ugdant mokiniy matematinius ge-
béjimus kirybinei pazintinei savarankiskai veiklai, pazymétina probleminio pobiidzio
uzdaviniy reikSmé.

Teisingas uzdaviniy ir pratimy taikymas matematikoje apibrézia Siuolaiking juy mo-
kymo metodika. Ja remiantis uzdaviniai gali biiti taikomi: 1) ivedant mokinius { naujos
temos nagringjima; 2) parengiant savarankiSkam darbui, susijusiam su kurio nors mate-
matinio fakto nustatymu; 3) giliam teorinés medziagos isisavinimui, suformuojant biiti-
nus mokéjimus bei iglidzius; 4) suzadinant interesa matematikai; 5) itraukiant mokinius
1 kiirybing (ieSkomaja) matemating veikla; 6) ugdant mokiniy matematini mastyma.

10. MOKINIY RENGIMAS EURISTINEI VEIKLAI SPRENDZIANT
UZDAVINIUS

Kiekvieno matematinio uzdavinio sprendimas realizuojamas keturiais pagrindi-
niais etapais:
1) uzdavinio salygos ir reikalavimy supratimas, kuris pasiekiamas suvokiant ats-
kirus salygos elementus ir ju visuma;
2) sprendimo plano sudarymas;
3) plano praktinis realizavimas;
4) galutinis uzdavinio ir jo sprendimo nagrinéjimas, kurio tikslas — jsisavinti tuos
klausimus, kurie gali biiti naudingi toliau sprendziant uzdavinius.
Ypac svarbus pirmasis etapas: daznai uzdavinio sprendimas nutrtiksta biitent Siame
etape, mokinys praranda tikéjima savo jégomis. Todél reikia padéti mokiniams suvok-
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ti uzdavinio salyga, isigyventi i ja, suvokti jos ypatybes, bendrais bruozais numaty-
ti galimas sprendimo kryptis ir prisiminti reikiamas teorines zinias. Kad mokiniams
bty lengviau suvokti uzdavinio salyga, galima jiems pateikti tokia atminting:

1) Pradékite nagrinéti uzdavinio salyga pasidarydami kruopsciai nubraizyta ir
vaizdy brézini ar iliustracing schema. Atsiminkite, kad teisingas grafinis uz-
davinio salygos pavaizdavimas reiskia tiksly, aiSky ir konkrety viso uzdavinio
situacijos suvokima.

2) Stenkités aiskiai ir detaliai isivaizduoti visa, kas susij¢ su duotuoju uzdaviniu.
Kruopsciai issiaiskinkite, kas yra duota ir ka reikia nustatyti; iSskirkite tai, kas
svarbiausia uzdavinio salygos tekste ir biitent ties tuo klausimu sutelkite savo
démesi. ISskirkite brézinyje duotuosius ir ieSkomuosius dydzius skirtingomis,
ryskiomis spalvomis.

3) Kruopsciai patikrinkite kiekviena uzdavinio sprendimo procese suformuluoja-
ma teigini kontroliniais klausimais. Kontroliniy klausimy pavyzdziai: a) Kq tai
reiskia? b) Kokiu pagrindu tai tvirtinama? ¢) Kokia nauda is sio fakto? ir pan.

4) Patikrinkite, ar gerai suformuluota uzdavinio salyga (ar néra joje nereikalingy
duomeny? gal kai kuriy duomeny tritksta?).

Pirmasis atmintinés punktas yra itin svarbus mokant sprgsti geometrinius uzda-
vinius, nes kaip tik geometrijoje vaizdus ir tikslus brézinys leidzia kartais i§ pirmo
zvilgsnio surasti galimus sprendimo kelius.

Svarby vaidmenj atlieka ir tikslus simbolinis salygos duomeny pazyméjimas. Pa-
zyméjimy tikslumas ir sistemingas ju vartojimas ne tik gerina mokiniy atminti, bet
kartu ir palengvina jos kriivi, padeda ekonomiskai mastyti. Bréziniai neturi baiti smul-
kiis. Pagal galimybes reikia siekti laikytis mastelio vaizduojant atitinkamus dydzius,
ypac svarbu laikytis mastelio vaizduojant dviejy ar keliy dydziy santykius.

Reikia perspéti mokinius, kad bendryjy atvejy nelaikyty daliniais, pvz., vietoje bet
kokio keturkampio nebraizyty sta¢iakampio, nes taip galima gauti klaidingas iSvadas.
Tas pats pasakytina ir apie visy elementy iSdéstyma brézinio eskize — kartais naudinga
tuos elementus iSdéstyti kitaip, nagrinéjant kitaip orientuota figliros brézini.

Reikia zinoti, kad sprendziant kiekviena uzdavini svarbus yra klausimas: nuo ko
priklauso duotasis ar ieSkomasis dydis ir nuo ko jis nepriklauso? Mokéjimas formu-
luoti §j klausima ir atsakyti i ji patvirtina funkcinio mastymo bruozy buvima. Funkci-
nis mastymas ir pasireiskia butent tuo, kad mastantysis geba rasti rysj tarp duotyjy ir
ieskomuyjy dydziy.

Norint sékmingai i$spresti uzdavinj labai svarbu yra paieskos kryptingumas, t. y.
samoningas bandymy ir klaidy skaiciaus apribojimas. Paprastai bandymai bei klaidos
biidingi pradinei sprendimo stadijai.

Kartais mokinys nesugeba savarankiskai iSanalizuoti uzdavinio ir iSspresti ji be
mokytojo pagalbos. Jokiu biidu negalima tada pateikti jam gatava sprendima ar versti
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iSmokti gatava uzdavinio sprendimo algoritma. Nurodydami mokiniui esmines uzda-
vinio sprendimo grandis, kurios bus tolesnés jo analizés priemonés, mokytojas galés
mokinio mastyma iSjudinti.

Norint aktyvinti mokiniy mastyma sprendziant uzdavinius daznai taikomas didak-
tinis metodas, vadinamas nukreipianciqja sistema. Ji susideda i$ pagalbiniy uzdaviniy,
klausimy ir t. t., ir, nepakeisdama mokinio mastymo, suteikia jam reikalinga krypti.

Uzdaviniy sprendimas reikalauja i§ mokiniy taikyti kombinacinius (lot. ,,combi-
natio* — jungimas, derinimas) geb¢jimus. Kombinaciniai geb¢jimai — mokéjimas tin-
kamai pasirinkti aktyvias (lot. ,,activus™ — veiklus) ir pasyvias (lot. ,,passivus* — ne-
veiklus) Zinias. Sis pasirinkimas ir ie§kojimas turi biti tikslingi. Daznai jis gali bati
realizuotas remiantis tinkama analogija.

Iskilus pirmajam sunkumui mokinys turi prisiminti, kaip anks¢iau buvo nugaléti
panasiis sunkumai, kaip galima panaudoti turima patyrima naujomis salygomis. Tai
skatina mokytojo klausimai: ,,Kur anksciau pasitaiké kas nors panasaus, kas nors
gimininga, kur matéme vienodas charakteringas savybes? ir pan. Ypa¢ daug ana-
logiju su planimetrija galima pritaikyti sprendziant stereometrijos uzdavinius. Labai
naudinga analogija yra pradiniame uzdavinio sprendimo etape. Jei jame analogija pa-
vyksta panaudoti, tai salygu, reikalavimy, sprendimo biidy tapatumas daznai is karto
orientuoja mokinius pasirinkti vaisingas idéjas planuojant sprendima.

Daugelis matematiniy uzdaviniy sprendziami, kaip jau pabrézéme auksc¢iau, kaip
daliniai, o pastarieji yra iSskaidomi | paprastuosius uzdavinius. Mokytojui biitina is-
mokyti vaikus tai atlikti.

Svarbus mokiniy matematinés veiklos aspektas — savarankiskas uzdaviniy sudary-
mas, kurji mokoma atlikti pagal i§ anksto zinomas salygas, pagal analogija su duotuoju
uzdaviniu ir t. t. Daznai pasitaiko, kad gautasis uzdavinys neturi realios prasmeés, todeél
ji ir jo sprendima reikia visuomet kruopsciai aptarti. Pvz., autoriui dar sovietmeciu
teko stebéti matematikos pamoka vienos Siauliy miesto rusiskos mokyklos I klaséje.
Pamokoje buvo gerai iSaiskinti skaiCiaus padidinimo keliais vienetais uzdaviniai, eilé
ju i8spresti zodziu, rastu, kolektyviai ir savarankiskai. PapraSius sugalvoti panasiy
uzdaviniy, vienas guvus berniukas labai greitai tai atliko : ,,Vieno Iéktuvo greitis yra 4
km/h, o kito 1 km/h didesnis. Koks antrojo Iéktuvo greitis?* (berniukas buvo karo la-
kiino siinus). Zinoma, §is uzdavinys buvo pripaZintas tik matematiskai teisingu, tadiau
gyvenimiskai nerealiu — kas gi skraidys léktuvais, kuriy greiciai tokie mazi?

Susidoméjimas dalyku yra efektyvaus mokymosi salyga. Intereso nebuvimas, bo-
déjimasis mokomuoju dalyku — mokiniy protinio abejingumo, pasyvumo priezastis.
Kad matematikos pamokos biity idomios, biitina mokiniams ne tik atskleisti nagriné-
jamos temos reikSme, pasiekti, kad tai, ko mokomasi, biity suprasta, bet ir visur, kur
tai galima, kiek galint vystyti mokiniy iSradinguma, ugdyti poreiki démesingai na-
grinéti pacius paprasc¢iausius klausimus, formuoti mokiniy mastymo lankstuma. La-
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bai pagyvina matematikos pamokas ir didaktiSkai yra labai naudingi ivairiis idomieji
uzdaviniai, ne$ablonigki klausimai. Stai pora uzdaviniy, tikrinan¢iy mastymo lanks-
tuma: 1) Kaip i8 3 degtuky ju nelauzant padaryti keturis? (IV) 2) Kiek karty laiptai i
Sestaji namo aukstg ilgesni uz laiptus { antraji $io namo auksta? (5).

Démesinguma galima patikrinti uzdaviniais: 1) Kiek kampy yra brézinyje (28
pav.)? 2) Kiek kubeliy yra geometriniame kiine (29 pav.)? 3) Kiek mazgy uzsimegs
virvutéje, ja uz galy istempus (30 pav.)? 4) Kurios figtiros isklotiné pateikta 31 pav.?
[127,p.178 = 179].

_—
I

28 pav. 29 pav. 30 pav.

>,

- “P e

a) b) c)

31 pav.

Labai naudingi uzdaviniai, kuriuose prasoma atskleisti jvairiausius désningumus.
Jie formuoja matematinio mastymo igiidzius: mokéjima analizuoti, apibendrinti, rasti
désningumus. Ju pavyzdziai:

1) Turime dvi skai¢iy sekas: 2, 7, 12, 17, 22, ... ir 3, 10, 17, 24, 31, ... . Abiejose
sekose yra skaicius 17. Jei abi sekas pratgstume, koks biity kitas bendras skai¢ius?
[37, p. 48] 2) Irasyti vietoje klaustuko reikiama skaiciy:

20 11 2514 1615
9 11 ?

3) Koks zodis Sioje zodziy eiléje netinkamas: akmuo, veiksmazodis, puodukas,
knyga, langas?

Turint omenyje, kad yra labai svarbu vystyti mokiniy matematini mastyma, sti-
printi ju domé&jimasi matematika, svarbu panaudoti panasius uzdavinius ne tik uzkla-
sin¢je veikloje, bet ir pamokose.
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Svarbus yra mokytojo vaidmuo: jo kiirybiskumas, mokéjimas isradingai, reikia-
mu moksliniu lygiu paaiSkinti nauja medziaga, teisingai parinkti uzdavinius padeda
visapusiskai lavinti mokiniy matematini mastyma. Parinkdamas uzdavinius, mokyto-
jas turi iSanalizuoti ju pedagoging verte, kiekviena uzdavinj jvertinti, atsakydamas i
klausimus: a) koks mokomasis $io uzdavinio pateikimo mokiniams tikslas? b) kokie
matematinio Svietimo elementai slypi jame? c) ar $i uzdavini biitina pateikti? d) kodél
tokie, o ne kitokie konkretiis dydziai pateikti Siame uzdavinyje? e) kodél pasirinkta
biitent tokia uzdavinio salygos fabula? f) kodél paimti biitent tokie skaitiniai duo-
menys? g) ar Sie duomenys realis? h) ar uzdavinio fabula jdomi mokiniams, ar ji
patraukli jiems ta prasme, kad sukelia nora uzdavini iSspresti? j) ar sugebés mokinys
i8spresti 8§i uzdavini savarankiskai, ka jis turi zinoti, mokéti, atsiminti, isivaizduoti,
kad tai padaryty; jei mokinys negalés to padaryti, ka liudys tas faktas? k) kuo ir kiek
mokiniui gali ir turi padéti mokytojas? 1) kaip Sis uzdavinys yra susijes su ankstesne ir
biisima mokinio mokymosi veikla? Dabar mokytojui pac¢iam uzdavinius parinkti ten-
ka retai: uz ji tai padaro vadovéliy, pratyby sasiuviniy, uzdavinyny autoriai. Puikiai {
auksciau pateiktus klausimus atsako dabartiniy pradiniy [25-28, 77-80] ir vyresniuyju
[19, 37-39] klasiy vadovéliy ir kt. priemoniy autoriai. Tac¢iau mokytojas, rengdamasis
pamokai, turi perziiiréti autoriy pateiktus uzdavinius ir patikrinti, ar visi jie teigiamai
atsako { minétus klausimus. Taip ivertindamas kiekviena uzdavini, mokytojas sugebés
maziausiomis laiko sanaudomis pasiekti gery tieck mokymo, tieck mokiniy matemati-
nio mastymo lavinimo rezultaty. Kartu biitina atsiminti, kad mokytojas turi stengtis
iSmokyti panasiai vertinti uzdaviniy naudingasias savybes ir mokinius.

Net ir labai geri mokiniai, gave uzdavinio atsakyma, laiko darba su uzdaviniu baig-
tu. Mokytojas turi nuolat priminti, kad jokio uzdavinio sprendimo nickada negalima
laikyti visiskai baigtu: visada lieka kas nors, apie ka galima ir reikia pamastyti, galima
patobulinti sprendima, ji giliau apmastyti, iSryskinti naudinga ir nauja mokiniams in-
formacija. Todél iSsprendus uzdavinj reikia atkreipti démesi i sprendimo biida, paban-
dyti ieskoti kity, iSsiaiskinti tai, kq biitina jsiminti, kas bus naudinga ateityje.

Vieno uzdavinio sprendimas keliais btidais daznai duoda didesng nauda nei keliy
uzdaviniy sprendimas vienu biidu, nes, ivertinant sprendimo budus, aktyviai naudoja-
masi tokiomis mastymo operacijomis, kaip analiz¢, lyginimas, apibendrinimas ir t. t.
O tai neabejotinai turi teigiama poveiki mokiniy matematinio mastymo vystymui.

Didaktikai yra naudingas ne tik auks$¢iau minétas vieno uzdavinio sprendimo biidy
lyginimas, bet ir uzdaviniy lyginimas tarpusavyje, siekiant nustatyti jy bendrybes ir
skirtingumus.

Natiirali galimybé tirti, kaip iSsprestasis uzdavinys susijes su kitais, atsiranda tada,
kai mokiniai analizuoja jo sprendima: ,,Mokiniai suras, kad is tiesy yra labai jdomu i$
naujo apzvelgti sprendima, jeigu jie garbingai déjo pastangas, kad gauty ta sprendima,
ir suvoks, kad jie sekmingai padirb&jo®, — rasé D. Poja [135, p. 24]. Apzvelgdami uz-
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davinio sprendima, mokiniai giliau ir aiSkiau {sisavina visa iSmokta teoring medziaga
ir geriau orientuojasi, kaip tikslingai ja pritaikyti {vairiems uzdaviniams spresti.

Uzdaviniy, tiek grynai matematiniy, tiek iSkylanc¢iy zmogaus gamybinéje veikloje
ar buityje savoka naudojama jau seniai, bet ir dabar ir néra pacios sagvokos ,,uzdavinys*
apibrézimo. Kalbama apie mokslo (matematikos, fizikos, chemijos ir t.t.), Svietimo,
politinius, tikinius, techninius uzdavinius, taciau pati savoka néra labai aiski. Pagrin-
diné to priezastis — sunkumai, trukdantys apibrézti $ig bendraja savoka. Antra vertus,
tyrinétojus ir praktikus visada labiau domino uzdaviniy sprendimo proceso tyrimas.

Biitina pabrézti, kad néra tiksliai apibrézta ir savoka ,,matematinis uzdavinys®.
Uzdaviniu laikytina probleminé situacija, kurioje reikia surasti kuri nors nezinoma
komponenta.

Jau ikimokykliniame amziuje gyvenimas iSkelia vaikams jvairiy matematiniy pro-
blemuy, pvz., po lygiai pasidalyti kokius nors skanéstus, zaislus ir pan. Dar daugiau ju
iSkyla pradinése klasése: reikia padalyti knygas, sasiuvinius, pieStukus ir t. t., keliant
klausima, ar uzteks ju visiems. Tad dazniausiai probleminés situacijos néra dirbtinés.
Dar viena proga probleminéms situacijoms kurti — vaiky smalsumas. Juo nepasinau-
dojus, dalis vaiky gali tapti abejingi, apatiski, tai ima gimdyti tinguma, kuris virsta
dykaduonyste, kuri sukelia geb&jimu nunykimo pavoju. Todél matematikos mokymas
turi biiti idomus, jis turi zadinti minti, vystyti vaiky gebé&jimus, atverti kelia tiek prak-
tinei, tick mokslinei veiklai.

Mokomosios problemos, kurios keliamos mokiniams, gali biiti iSspregstos arba per
viena, arba per kelias pamokas. Jos gali biiti formuluojamos kaip paprasti klausimai,
pvz.: 1) Kodél trikampi vadiname trikampiu? Ar galima ji pavadinti kitaip, taip pat
remiantis jo savybémis? 2) Kaip paaiskinti pavadinima ,,iStiestinis kampas‘? ir pan.

Probleminés situacijos mokant matematikos iskyla taip pat tada, kai reikia pati-
krinti i§vada, padaryta pasinaudojant intuicija, analogija ar bandymu apibendrinti.
Pvz.: 1) Tarp trikampio kampy ir krastiniy yra tam tikros priklausomybés. Ar jos is-
lieka ir keturkampiui? 2) Trikampio viduriné linija yra lygiagreti pagrindui. O ar tai
pasitvirtina rombui, lygiagretainiui, bet kuriam keturkampiui? ir t. t.

SavarankiSkas bet kurios problemos tyrimas reikalauja i§ mokinio mobilizuoti vi-
sas jo turimas zinias, parodyti iSradinguma, originaliai mastyti, moketi kritiskai iver-
tinti problemos salyga bei klausimg. Taciau butina rimtos matematinés problemos
s¢kmingo i$sprendimo salyga — gilios ir ivairiapusés zinios. Nedideliy matematiniy
problemy sprendimas remiasi ne tiek specialiomis Ziniomis, kiek iSradingumu bei
nuovokumu. Sias mokiniy proto savybes ir biitina vystyti.

Mokomuyjuy matematiniy uzdaviniy sprendimo procese reikia skirti ypatinga dé-
mesi mokiniy ziniy aktualizacijai (lot. ,,actualis* — faktiskas, tikras,). Cia padés spe-
cialiai parinktos uzdaviniy serijos, sukurtos taip, kad iSmokytume mokinius tinkamai
naudotis anksé¢iau sukauptu patyrimu ieskant naujo uzdavinio sprendimo.
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11. UZDAVINIAI KAIP TEORIJOS TAIKYMO IR MATEMATINIO
MASTYMO LAVINIMO PRIEMONE

Daugelis uzdaviniy yra dirbtinio pobtidZio, taciau ju sprendimas biitinas, norint, kad
samoningai blity isisavinta teoriné¢ medziaga. Antai jau ne karta minétas mokymas per
uzdavinius leidzia ¢ia pateikti pora itikinamy pavyzdziy: 1) lygties a + x = b (a > b)
sprendimas padeda suformuoti neigiamojo skaiciaus savoka; 2) lygties x*> = 2 sprendi-
mas — iracionaliojo skaiciaus savoka.

Uzdaviniai turi savyje paslépta informacija, kurios ieSkodamas besimokantysis
turi savarankiskai remtis analize ir sinteze, indukcija ir dedukcija, analogija, lygini-
mu, apibendrinimu ir pan. Sprendziant uzdavinius, skatinama dométis matematika
ir mokymuisi apskritai, ugdomas savarankiskumas, valia, atkaklumas, meilé¢ darbui,
kryptingumas ir t. t.

Analizuojant bet kuri uzdavini, reikia turéti omenyje dvi nesutampancias savo-
kas — uzdavinio ,,sudétingumas‘ ir ,,sunkumas*. Sudétinguma apibtidina komponen-
ty skaicius uzdavinio salygoje, rysiy tarp ju skaicius, teoremy, taikomy sprendziant
uzdavinj kiekis, ir t. t. Sunkuma apibtdina nejprastas uzdavinio turinys, paslépti ar
aiskiai neiSreiksti rySiai tarp komponenty, ir t. t. Sunkiis uzdaviniai reikalauja dides-
nio iSradingumo, minties jtempimo, kiirybinio darbo. Jy reikia vengti mokiniams duo-
damuose kontroliniuose darbuose, jie — olimpiady, konkursy medziaga, papildomos
uzduotys stipresniesiems diferencijuojant mokyma.

Treniruojamyjy uzdaviniy sprendimo mokymo schema: 1) algoritmo pateikimas
(taisyklés, tapatybés, formulés ir t. t.); 2) darbas isisavinant algoritma (pratimy spren-
dimas, palydimas nuorodomis i teoring medziaga, klaidy analizé, kiekvieno zingsnio
pagrindimas); 3) treniravimas (mokytojo nuozifira — tiek laiko, tiek apimties poziii-
riu); 4) ypatingy algoritmo taikymo atvejy nagringjimas; 5) itvirtinimas.

12. MOKINIY MOKYMAS KURTI ALGORITMUS

Mokykliniame matematikos kurse yra mokoma daugelio algoritmy tam tikry kla-
siy standartiniams uzdaviniams spresti. Mokant ju, reikia stengtis, kad visi mokiniai
ivaldyty tuos algoritmus. To galima pasiekti jvairiais budais. Efektyviausias i$ jy —
mokiniy mokymas atrasti biitinus algoritmus, pedagoginiy situacijy, stimuliuojanciy
$i atradima, sudarymas.

Pirmiausia pats mokytojas turi gerai issiaiskinti, kokios uzdaviniy klasés yra tam
tikroje temoje. Pvz., temoje ,,Kvadratinés lygtys® tos klasés bus tokios: 1) grafinis kva-
dratiniy lyg€iy sprendimas; 2) kvadratiniu lygciu sprendimas iSskiriant dvinario kva-
drata; 3) kvadratiniy lyg€iy sprendimas pritaikant Sakny radimo formulg; 4) kvadratinés
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lygties Sakny Zenkly nustatymas pagal Vieto teorema; 5) kvadratinés lygties sudarymas
pagal duotasias Saknis; 6) kvadratinio trinario skaidymas dauginamaisiais; 7) funkcijos
y = ax?* + bx + ¢ grafiko braizymas ir funkcijos tyrimas. Kiekvienai uzdaviniy klasei
geriausia sukurti algoritmy schemas. Pirmajai uzdaviniy klasei schema bus tokia:

ax*>+ bx + ¢ =0, a#0

N

Padalyti visus lygties narius i$ a:
2+%x + =0,
X+px+g=0
Kairéje lygties puséje palikti x2:
X*=-px-q
Nubraizyti funkcijy y; = x?iry, = - px - q gratikus
Taip Grafikai neturi bendry tasky Ne
s N
Sakny néra Taip Grafikai lieciasi Ne

2 saknys: xq ir x;

Saknis x
(kirtimosi tasky absciseés)

(lietimosi tasko abscisé)

Bendrosios kvadratinés lygties sprendimo algoritmas atrodo taip:

ax*+bx+c=0,a#0

J

Apskaiciuoti diskriminanta:
D =b*—4ac

J

Taip D >0

J

e

- b — lyginis Taip D=0 Ne
Taip skaicius Ne ] ]
_=b Sakny néra

_ —bx+b’ —4ac b (bjz X—T

X127 ——x./=| —ac a
2a 2 2

X127

a




Biitina iSsiaiskinti, kad algoritmai turi savybes: 1) masiskumas (lot. ,,massa‘ — lui-
tas, gabalas; ¢ia — didelio masto) — algoritmas turi biiti pritaikomas bet kuriam uzda-
viniui i§ tam tikros uzdaviniy klasés, kuriai tas algoritmas sudarytas, spresti; 2) deter-
minuotumas (lot. ,,determinare* — apibrézti) — kiekvienas bet kurio duotosios klasés
uzdavinio sprendimo zingsnis yra grieztai apibréztas algoritmo ir negalima laisvai pa-
sirinkti eilinio veiksmo; 3) rezultatyvumas (lot. ,,resultatum® — padarinys) — algoritmo
taikymas bet kuriam duotosios klasés uzdaviniui spresti per baigtinj zingsniy skaiciy
visada uZztikrina uzdavinio iSsprendima.

13. MOKINIY MOKYMAS IESKOTI UZDAVINIY SPRENDIMO BUDUY

Daznai, sprendziant matematinius uzdavinius, reikia gerokai pamastyti, kaip rasti
sprendima. Matematikoje apskritai (o ir mokyklinéje matematikoje) pasitaiko nestan-
dartiniy uzdaviniy, kuriems néra parengta bendryju sprendimo metody (algoritmy).
Pvz., irodymo uzdaviniai (i§ esmés — tai teoremy jrodymas) néra standartiniai. Néra
tokio algoritmo, kurio taikymas garantuoty bet kurios matematikos teoremos irody-
ma. Kitas nestandartiniy uzdaviniy pavyzdys — reiskiniy tapatiis pertvarkiai.

Tada, kai néra sprendimo algoritmo, biitina racionali jo paieska, o racionali paies-
ka — esminis kiirybinio mastymo elementas. PaieSkos procese mastymas juda i prieki
bandymuy ir klaidy keliu.

Uzdavinio sprendimo procesas susideda i§ dviejuy daliy: uzdavinio isivaizdavimo ir
jo sprendimo paieskos. Aptarsime isivaizdavima buseny erdvéje. Pvz., reikia iSspresti
uzdavini: ,,12 / talpos bidonas yra pilnas pieno. Biitina padalyti piena pusiau. Kaip tai
padaryti, jei turime 5 / ir 8 / talpos bidonus?* [123]. Biisena cia laikysime pieno kie-
ki kiekviename bidone. Uzdavinio sprendimo procese mes paprastai susiduriame ne
su konkrec¢iomis biisenomis, bet su ju aprasymais. ApraSymo pasirinkimas yra svar-
bus isivaizdavimo biiseny erdvéje etapas — ¢ia i§ esmés susiduriame su matematiniu
empirinés medziagos apra$ymu. Siame uzdavinyje biisenas aprasyti patogu skaidiy
trejetais. Pradiné biisena bus (12, 0, 0), o galutiné, siekiamoji biisena — (6, 6, 0). Uzda-
vinio sprendimas — pradinés biisenos pertvarkymas i siekiamaja. Antras {sivaizdavimo
biiseny erdvéje elementas yra operatorius, kuris viena biisena pakeicia kita — miisy
atveju tai perpylimas i§ vieno bidono { kita. Taigi uzdavinio sprendimas yra seka ope-
ratoriy, pakeicianciy prading busena sieckiamaja. Kad gerai isivaizduotume uzdavini
btseny erdvéje, biitina pasirinkti: a) biiseny apraSymo forma ir, i§ dalies, pradinés
buisenos aprasyma; b) operatoriy ir juy poveikiy biiseny apraSymams aibg; ¢) siekiamo-
sios biisenos apraSyma (ar bent numatyti jos savybes). Biiseny erdve naudinga pavaiz-
duoti orientuotu grafu (gr. ,,grapho® — raSau; tasky, sujungty atkarpomis, sistema),
kurio vir§iinés vaizduoja busenas (ar ju apraSymus), kryptinés strélés — operatorius.
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Grafo virsiing, kuri vaizduoja pradinés biisenos apraSyma, vadinsime pradine virSii-
ne, o virsing, kuri vaizduoja sieckiamaja bliseng — sieckiamaja virstne. Visy leidziamy
operatoriy taikymas konkreciai virStinei, kurio rezultatas - visy tiesiogiai paskesniy
vir§liniy gavimas, vadinamas virsiinés atskleidimu. Tas atskleidimo procesas tgsiamas
iki to laiko, kol gausime siekiamaja virSing. Bandymai veda prie tam tikros grafo
formos — medzio. 32 pav. pavaizduotas medis — miisu uzdavinio sprendimo procesas

— turi 4 galines virSiines.

(72,00 Dvi i§ juy siekiamosios,
dvi — ne. Jei vir§iinés at-
skleidziamos ta tvarka, ko-

(7,5,0) kia jos gimsta, turime iSsa-

miq perziiirq. Sis metodas —

»aklos® perziliros metodas.

Todél visada reikia stengtis

i§ uzdaviniy salygu iSgauti

(84,01 @) tam tikrq euristing infor-

® (5.2,5) ® (28.2) macijq, lie¢ian¢ia konkrety

nestandartinj uzdavinj, lei-

(4,3,5)

(9.3,0)

(8,04 @)

(57,00 @1(29,9)

(9,0,3)

(3,4,5F

®

(1,8,3) dzianCia stumteléti paieska
[(/0,2,0) (10,0,2) 1 tikslo pusg, iSaiskinti pers-

(5,8,1) @ pektyvesnes grafo virsi-

(1,6,5) nes, kurias atskleisti reikia
pirmiausia. Toks metodas,

®

kai atsizvelgiama 1 euristi-
[ n¢ informacija, esancia uz-
davinio salygoje, vadiname
sutvarkyta arba euristine

(6,6,0) é (1,1,0)

®

(6,1,5) ® paieska (perziira). Auks-
¢iau pateiktame uzdavinyje

(6,6,06 priespaskutiné grafo virStne
turi atvesti prie trejety (1, 6,

32 pav. 5) arba (6, 1, 5). Todél, at-

liekant operacijas (perpyli-

ma), perspektyvesnémis laikysime tas, kuriose viena i§ trejeto koordinaciy artés prie
1. Si paieskos kryptis ir bus perspektyviausia (33 pav.).

Kitas uzdavinys: ,,[rodyti tapatybeg (1 + sin 2a) : (cos o + sin ) = 1. Jo spren-

dima galima pavaizduoti grafu (34 pav.). Siame grafe irgi pavaizduota biseny erdvé.

Aisku, tas, kuris ieSko sprendimo, i§ anksto nezino §ios erdves. Taciau mokytojas
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turi isivaizduoti ja. Tai padeda jam nukreipti
mokiniy paieskas trumpiausiu keliu. Sprgs-
(4,8,0) dami panaSius uzdavinius, daugelis mokiniy
atlieka aklaja paieska, keldami sau klausima:
,Ka galima padaryti?®, o turéty klausti: ,,Ka
reikia daryti?“. Gave¢ nauja reiskini, jie vél
(9,3,0) kartoja ta pati klausima, ir t. t. Taip mokiniai
arba pasiekia tiksla ilgesniais, neracionaliais
keliais, arba visai jo nepasiekia. Grafe paro-

(4,35)

(9,0.3) dytas trumpiausias kelias, pazymeétas storiau-
siomis rodyklémis.

(7,8,3) Bendras pozidiris | uzdaviniy sprendima
yra pagristas uzdavinio pakeitimu jau Zinomy

(1,6,5) uzdaviniy kombinacijomis. Sis pozitris pa-
deda iSspresti labai dideli skai¢iy uzdaviniy

(6,6,0) bei irodyti daug teoremu. Tokio pozitirio id¢ja

analogiska aritmetiniy uzdaviniy sprendimo
33 pav. analizei, kai pradedama nuo ieSkomuy dydziu

ir einama prie duotyjy. Tai leidzia bet kurj is-
sprendziama aritmetini uzdavini suskaidyti i aibg paprastyjy aritmetiniy uzdaviniu.
Panasiai — ir sprendziant geometring teorema (irodymo uzdavinj).

14. MOKINIY MATEMATINIY ZINIY ]SISAVINIMO LYGIO
NAGRINEJIMAS

Lygis nustatomas naudojant jvairiausias griZtamojo rysio priemones. Dabar lygiai
nustatomi pagal isSsilavinimo standartus (angl. ,,standard* — norma, pavyzdys).

Kad galétume istirti mokiniy matematiniy Ziniy isisavinimo lygi, pirmiausia biitina
apibrézta koncepcija, kuri gali biiti iSreiksta atitinkamu matematiniy ziniy jsisavinimo
modeliu. Tegu ta modelj sudaro trys aibés X, Y, Z ir trinaris santykis P(x, y, z). X —
tikrinamy mokiniy, Y — savokuy, sudaranciy tikrinamy Ziniy turinj, Z — jsisavinimo
lygiy aibés.

P(x, y, z), kurx € X,y € Y, z € Z, reiskia santyki ,,mokinys x isisavino medziaga
y lygiu z“. Aisku, aibés X ir Y kinta, stabilesné yra aibé Z. Tegul ja sudaro trys lygiai:
A — atgaminimas, B — supratimas, C — perkélimas. Pavadinimai — salyginiai. Salygis-
kumas pasireiskia tuo, kad lygis A gali turéti lygio B elementy, o lygis B — lygio C
elementy. Realiai grynu pavidalu Sie lygiai pasitaiko retai, taciau lygi galime atpaZzinti
pagal tam tikrus vyraujancius jo elementus. Trumpai jie apibiidinami tokiu biidu.
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A — reprodukcija (atgaminimas). Sis lygis pasizymi tuo, kad ji pasiekes mokinys
turi paprasciausiy matematiniy ziniy, Zino biitinus terminus, moka pagrindiniy stan-
dartiniy uzdaviniy klasiy sprendimo algoritmus.

B — supratimas. Jam budinga savoky ir ry$iy tarp juy, matematiniy strukttry zino-
jimas, mokéjimas nustatyti, kokios savokos ar struktiiros buvo biitinos aprasSyti kon-
kre¢ioms situacijoms, artimoms toms, kuriose §ios savokos ar struktiiros buvo nagri-
néjamos (i$ dalies — gyvenimisky situacijy pertvarkymas i matematines ir jy pagrindu
gauty uzdaviniy iSsprendimas), mokéjimas apibendrinti ir konkretizuoti, stebéti iro-
dymus. [vertinant supratimo lygio sudétinguma, kai kuriuose modeliuose galimi du
supratimo lygiai: vietinis ir struktirinis.

C — perkélimas, jo pagrindinis parametras — mokéjimas perkelti turimas zinias {
naujas, i§ esmés besiskirian¢ias nuo i$nagrinétyju, situacijas ir uzdavinius, pertvar-
kyti savo zinias matematiniam panasiy situacijy apraSymui ir nestandartiniy uzdavi-
niy sprendimui. Todél ¢ia reikia mokéti analizuoti sudétingas situacijas ir uzdavinius,
konstruoti ir kritikuoti irodymus auks$tesniu negu ankstesnis lygiu, biitina mokéti rea-
lizuoti, taip pat ivertinti apibendrinimus.

Lygiams nustatyti placiai naudojami tam sukurti specialls festai (angl. ,.fest* —
bandymas, méginimas).

A lygio testy — uzduociy pavyzdziai:

1) Kokios eilutés proporcingos pirmajai eilutei?

. 2 3 5 7 11
4 6 10 11 12
6 9 15 21 33
8 12 20 28 30
10 15 25 29 55
12 18 30 42 66
14 21 36 49 77
8. 100 150 250 350 550
x* —x

AR U ol o

2) Kam lygi reiskinio reik§me, kai x = 0?

X
a) 0. b) 1. c) Reiskinys neturi prasmés. d) Bet kokiam skaiciui.
B lygio testy pavyzdziai:
(10x—2x?)x? - 4)

. X% =bx
esant §i trupmena lygi nuliui.

a)-2. b)-0,5. ¢)0. d)2. ¢)0,5. ) 4. g)5. h) 10.

2) Kurios nelygybés ekvivalencios nelygybei x > 3?
a)2x>6. b)9<3x. ¢)x*>3x. d)3-x<0. e)x+5>8.)12<x+9. g)x+
+3>0.h)x-3>0.

1) Duota trupmena Nurodyti tas kintamojo x reikSmes, kurioms
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C lygio testy pavyzdziai:

1) Kurioms kintamojo x reikSméms esant teisinga lygybé M= -1?

X+
a)x <9 b)x >9. ¢)x<-9. )x>-9. ¢)—9<x<9. Hx=>9.

2x—1

2) Turime funkcija y = . Raskite atvirkstinés funkcijos apibrézimo sritj.

a) J-o0; Vo[ U ]V +ool. bi]-oo; SO - ool ) J-o0; Ya[ L [Ya; + oo
d) J-o0; -/2[ U |- V25 Foo[. €) ]-00; +oo].

15. GENETINIS-ISTORINIS UZDAVINIY SPRENDIMO MOKYMO
METODAS

Sis metodas pasizymi tuo, kad, mokant uzdaviniy sprendimo, pla¢iai naudojama-
si praeities matematiky darbais, sprendziami ju sudaryti ar mégti uzdaviniai. Aisku,
trumpai pakomentuojamos ju biografijos, mokiniai sudominami, skatinami pasiskai-
tyti papildomos literatiiros, neapsiriboti vien vadovéliy medziaga.

V. Matiuchinas savo knygoje ,,Etiudai apie matematikus® [94] pateiké idomiy
istoriniy uzdaviniy. Juos mokytojas gali sekmingai panaudoti, taip igyvendindamas
genetin] matematikos mokymo metoda. Rasydamas apie senovés graiky matematika
Pitagora, V. Matiuchinas pabrézé: ,,Pats paslaptingiausias skai¢ius pitagorininkams
buvo 36. Juos stebino, kad Siuo skai¢iumi galima isSreiksti trijy pirmy natiiraliyju skai-
¢iy kuby suma, uzrasyti pirmy keturiy lyginiy ir keturiy nelyginiy skai¢iy suma.

I klausima, kas yra draugas, Pitagoras atsaké: ,,Tas pats, kas yra skaiciai 220 ir
284, pasizymintys tokia savybe, jog vieno ju dalikliy suma (be paciy skaiciy) yra lygi
kitam (tokie skaiCiai vadinami draugiSkaisiais)* [94, p. 8]. Mokytojas gali pasiiilyti
mokiniams visa tai patikrinti.

Idomis ir kiti Pitagoro teiginiai apie skaicius: ,,1. Bet kuri i$ eilés einanciy nely-
giniy skaiciy suma, pradedant vienetu, yra pilnasis kvadratas. 2. Kiekvienas nelyginis
skaicius, i§skyrus vieneta, yra dviejy kvadraty skirtumas* [94, p. 9]. Mokiniai visa tai
irgi gali patikrinti.

Mokiniams galima pasitlyti iSsprgsti Muchamedo ben Musos al Chorezmio, IX a.
uzbeky matematiko, astronomo ir geografo suformuluota uzdavini: ,,I lygiason; tri-
kampi, kurio Soniné krastiné 10, o pagrindas 12, ibrézti kvadrata™ [94, p. 16]. Moki-
niams bus idomi uzduotis, suformuluota persy poeto, filosofo, astronomo ir matematiko
Omaro Gijasedino Abu‘l Frachto ibn Ibrahimo Chajamo (1048 — apie 1131): ,,ISspresti
lygti: '/, + %/ =1+ V[94, p. 17]. [domiis bus mokiniams ir italy matematiko Leonar-
do Fibonacio (Fibonacci, apie 1170 — po 1128) uzdaviniai: ,,1. Kazkas kazkur patupdé
triusiy pora ir apstaté i§ visy pusiy sienomis, kad suzinoty, kiek poru triusiy gims per
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metus, jei triusiy pora paprastai per ménesj susilaukia kitos poros palikuoniy, o gimdyti
triusiai gali budami dviejy ménesiy. 2. Vienas sako kitam: ,,Duok man 7 dinarus, ir a$
bisiu 5 kartus turtingesnis uz tave®. O kitas atsako: ,,Duok man 5 dinarus, ir a$ biisiu 7
kartus turtingesnis uz tave®. Kiek pinigy turi kiekvienas? 3. Vienas zmogus nupirko 30
pauksciy uz 30 monety. IS visy Siy pauksciy uz kiekvienus 3 Zvirblius sumokéta viena
moneta, uz kieckvienus 2 fazanus — taip pat viena moneta ir galiausiai uz kiekviena
balandi po dvi monetas. Kiek buvo kiekvienos risies pauksciy? 4. Rasti skaiciy, kurio
"/, lygu to skaiciaus kvadratui. 5. Du bokstai, kurio vieno aukstis 40 pédu, o kito — 30
péduy, nutole vienas nuo kito per 50 pédy. Nuo ju vienu metu pakyla du pauksteliai ir
skrenda prie Sulinio, esancio tarp boksty. Skrisdami vienodu greiciu, pauksteliai prie
Sulinio atskrenda kartu. Raskite atstuma tarp Sulinio ir boksty* [94, p. 17-18]. Moki-
niams bus idomi ir $koty matematiko DZono Neperio (Napier, 1550-1617) gudrybé:
,»Syki Neperio namuose jvyko vagysté. Jis jtaré tarnus. Tada paskelbé, kad jo juodasis
gaidys skleidzia juodasias mintis. Kiekvienas i§ tarny turéjo ieiti i tamsy kambari, kur
tupéjo gaidys, ir paliesti ji rankomis. Buvo pasakyta, kad gaidys uzgiedos, kai ji palies
vagis. Nors gaidys ir neuzgiedojo, vagis buvo atpazintas: Neperis i$ anksto apibarsté
gaidi pelenais ir vieno tarno $varts pirstai irodé jo kalte” [94, p. 23]. Auksciau mes
issprendéme Simono Deni Puasono (Poisson, 1781-1840) uzdavini: ,,Zmogus turi 12
pinty vyno ir nori pusg padovanoti, taciau neturi 6 pinty indo. Turi du indus: viena 8, o
kita — 5 pinty. Kaip ipilti 6 pintas i 8 pinty inda?* [94, p. 64].

16. MOKINIY GYVENIMISKOJO AKIRACIO PLETIMAS SPRENDZIANT
UZDAVINIUS

Matematiniy tekstiniy uzdaviniy (aritmetiniy, algebriniy, kai kuriy geometriniy) sa-
lygose mokiniams pasitaiko jvairiy ju gyvenimiskaji akirati ple¢ianciu savoku. Jose su-
siduriama su savoky apibendrinimu, ivairiy santykiy tarp juy nustatymu, klasifikacija ir
pan. Vadovéliy ir uzdavinyny autoriai, ypac¢ Zzemesnése klasése, tokias savokas isskiria
skirtingo Srifto, spalvu ar kt. akcenty naudojimu. Pvz., uzdavinyje ,,Sode augo 8 obelys
ir 5 kriausés. Kiek vaismedziy augo sode?* pirmosios dvi iSskirtosios savokos jeina i
treCigja, o tarp ju yra nuosalés santykis. Tokiy pavyzdziy teko stebéti ir Lietuvos mo-
kykly mokytoju pamokose. Antai Rokiskio Romuvos gimnazijos mokytoja Raimonda
Rumsiené 11 klaséje su mokiniais sprendé uzdavini: ,,Sv. Kalédy ir Naujyju mety proga
mama parasé 12, tétis 10, stinus 7 ir dukra 6 sveikinimus®. Salyga buvo sudaryta pagal
plakatéli. Uzdavinio klausimai buvo tokie: ,,1) Kiek sveikinimy parasé seimos vyrai?
... Seimos moterys? ... tévai? ... vaikai? ... visa Seima?*‘ Beje, daug tokio tipo uzdaviniy
pradinukams savo vadovéliuose pateikia Danuté ir Arkadijus Kiseliovai [77—-80].
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VIll. MATEMATINIS UGDYMAS

1. MATEMATINIO UGDYMO SAVOKA

Ugdymas — tai mokymas, aukléjimas ir lavinimas. Pedagogika — tai mokslas apie
ugdyma. Ja sudaro mokymo teorija (didaktika, gr. ,didaktikos* — pamokomas) ir au-
kléjimo teorija (hodegetika, gr. ,,hodegeo* — vedu). Prie jy Sliejasi ugdymo psicholo-
gija (gr. ,,psyché — siela, ,,logos* — mokslas). Visa tai automatiskai tinka ir matema-
tiniam ugdymui.

2. MATEMATIKOS DIDAKTIKA IR HODEGETIKA

2.1. Matematika kaip mokslas ir mokomasis dalykas
2.1.1. Matematika kaip mokslas

Matematika abstrahuojasi nuo medziaginés objekty ir ju santykiy pusés. Visa ma-
tematikos raida salygiskai suskaidoma i 4 pagrindinius periodus, kiekvieno naujo pe-
riodo pradzia pasizyméjo ypac svarbiais matematikos mokslo laiméjimais, reiSkusiais
matematikos mokslo pakélima i nauja kokybing biikle: 1) matematikos atsiradimo
periodas (nuo seniausiy laiky iki VI-V a. pr. Kr.); 2) elementariosios (pastoviyjy
dydziy) matematikos periodas, kurio pradzia — Euklido ,,Pradmenyse® susisteminta
geometrija kaip mokslas; §is periodas tesési iki XVII a.; 3) kintamyjy dydZiy mate-
matika — klasikinés aukstosios matematikos (analizés) periodas; jis tesési iki XIX a.
pr., prasid¢jo nykstamai maze¢janciy dydziy analizés sukiirimu; 4) kintamyjy santy-
kiy matematika — Siuolaikinés matematikos periodas; jo pradzia — rusy matematiko
N. Lobacevskio ir vengry matematiko Janoso Bojajaus (Bolyai, 1802—1860) darbai
—neeuklidinés geometrijos sukiirimas.

Pats matematikos pavadinimas kilo i$ graikisko zodzio ,,mathema‘ — pazinimas,
mokslas. Apzvelgsime auksé¢iau iSskirtus 4 pagrindinius matematikos vystymosi pe-
riodus.

1) Matematikos atsiradimo periodas. Jis siejasi su praktiniais skai¢iavimais ir
matavimais, su skai¢iaus ir figiros savoky formavimu. Siame etape atsirado aritmeti-
ka ir geometrija, kaip rinkiniai empiriniy taisykliy, taikomy praktiniams uzdaviniams
spresti. To laikotarpio matematiniuose traktatuose pagrindiniai nurodymai skamba
taip: ,,Daryk taip, kaip daroma, o daroma taip ...“. Pirmuosius matematikos zingsnius
diktavo tiesioginiai gyvenimo praktikos poreikiai. Véliau, besivystant astronomijai,
mechanikai, fizikai, technikai, tarp ty moksly ir matematikos nusistovéjo glaudus ir
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be galo produktyvus bendradarbiavimas. Matematika giliau plétojo savo metodus,
placiausiai pritaikomus kitiems mokslams, o Sie savo ruoztu kélé naujas matematines
problemas, kurios daznai i$ esmés stimé matematika pirmyn.

2) Pastoviyjy dydZiy matematika. Ji formavosi nuo VI-V a. pr. Kr. Siame eta-
pe jau susiformavo matematikos, kaip mokslinio dalyko suvokimas, dalyko, turin¢io
savaji tyrimo objekta (skaicius ir figlira) ir savuosius tyrimo metodus. To meto mate-
matika Aristotelis apibréZia kaip moksla apie kiekybe. Siame etape gimé dedukcinis
metodas, ji savo darbuose naudojo Euklidas, Archimedas, Apolonijas Pergietis (4p-
polanios Pergaios, apie 262 — apie 190 pr. Kr.). Siame etape pradeda vystytis naujas
matematinis dalykas — algebra, pradedama kurti jos simbolika. Matematikos tyrimo
objektas pleciasi. Sis etapas baigési X VI a. pab.

3) Kintamyjy dydziy matematika (XVII a. — XIX a. vid.). Toliau pleciasi ma-
tematikos tyrimo objektas. Matematikoje isigali funkcijos idéja ir su ja susijusios
tolydumo bei judéjimo idéjos. Susiformuoja matematiné analizé — galingas gamtos
pazinimo instrumentas. Analiziné geometrija susieja geometrija, algebra ir analizg.
Aksiominis metodas akcentuoja logini matematikos pagrindima, tai jgalino tirti ma-
tematikos prigimtj.

4) Kintamyjy santykiy matematika (prasideda nuo XIX a. vid.). Ji pasizymi iSau-
gusiu abstrak&iy matematiniy dariniy ir modeliavimo metodo vaidmeniu. Si matema-
tika atsirado dél to, kad klasikiné matematika pasirodé esanti per siaura i$sivysc¢iusio
mokslo poreikiams patenkinti. Siame etape matematika itin $akojosi. Giliai i§vystomas
aksiominis metodas, kuris suformavo nauja pamating matematinés struktiiros savo-
ka. Si savoka leido surasti vienove daugybéje matematiniy fakty ir metody, i§ pirmo
zvilgsnio labai tolimy vienas kitam. XX a. palaipsniui buvo isisamoninta, kad mate-
matikoje visiSkai jmanoma ir praktiSkai naudinga svarstyti apie objektus, kurie neturi
realiai jutimiskai suvokiamos interpretacijos (lot. ,interpretatio” — aiskinimas). Ma-
tematikos tyrimo objektu tampa operacijos ir santykiai, apibrézti bet kurios kilmés
objekty aibése, kurie, atsizvelgiant i juos valdancia aksiomy sistema, formuoja ivairias
matematines struktiiras. [vairtis matematikos skyriai, jvairts dalykai tapo $iy struktiry
modeliais. Taigi matematika tapo mokslu apie matematines struktiiras ir jy modelius.

Matematikos abstrahavimas nuo konkreciy objekty ypatybiy ir turinio visisSkai
nereiskia jos atpléSimo nuo realios tikrovés. Abstrahavimas nuo konkretaus turinio
pateikia daugybe abstrakciy struktiiry, leidzian¢iy nagrinéti pacius vairiausius rea-
lios tikrovés konkrecius reiskinius. Taigi matematika — ne aibé fakty, iSdéstyty teore-
momis, formulémis ir kt. teiginiais, bet pirmiausia — arsenalas (it. ,,arsenale®, arab.
wdar-as-sind ‘a** — dirbtuve), kalba, kuria apraSomos ivairiausios mokslo ir praktinés
veiklos sritys.

Naujajam geometrijos vystymuisi, kurio pradzia — N. Lobacevskio ir J. Bojajaus
darbai, yra biidingos dvi aplinkybés.
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1. Anksciau geometrija nagrinéjo tik realaus pasaulio erdvines formas bei santy-
kius, o dabar — daugeli kity formy bei santykiy, tik panasiy i erdvinius, tod¢l tai leidzia
panaudoti geometrinius metodus. D¢l to ,,erdvés* terminas igijo matematikoje nauja,
platesng ir labiau specialia prasme. Kartu patys geometrijos metodai tapo turtingesni,
ivairesni. Jie padeda ir toliau suprasti mus supancia fizing erdve, nuo kurios buvo
abstrahuota pradiné euklidiné geometrija.

2. Atsirado naujas poziliris | pacias tiriamas geometriniy figliry savybes, suformu-
luotas F. Kleino izymiojoje Erlangeno programoje. F. Kleinas geometrija tyré kaip
tam tikros pertvarku grupés invarianty (lot. ,invarians® — nesikeiciantis) teorija. I8
Cia iSplaukia galimybé egzistuoti skirtingoms geometrijoms, atitinkancioms skirtin-
gas pertvarky grupes.

Geometrijos vystymasis jvairiomis kryptimis tesiasi, ir jos tyrimo objektu tampa
vis naujos ir naujos ,,erdvés*: Lobacevskio, projektyviné, euklidiné, Rymano™, to-
pologine (gr. ,,topos* — vieta, vietove, ,,logos* — mokslas; topologija — matematikos
Saka, tirianti bendriausias erdviy ir geometriniy figiiry savybes, kuriy nepakeicia to-
lydziosios transformacijos), ir t. t. Sios teorijos taikomos tiek pagioje matematikoje,
tiek fizikoje ir mechanikoje, ypac ryskiai — reliatyvumo (lot. ,,relativus* — santykinis,
priklausomas nuo ko nors) teorijoje.

Sparciai vystosi ir algebra. Prasidéjusi nuo aritmetiniy operaciju tyrimo skaiciy
aibése, Siuolaikine algebra, i§saugojusi §i pagrinda, peréjo prie tyrimo operacijy, tik
savo formaliosiomis savybémis sutampanciy su jprastomis aritmetinémis operacijo-
mis, be to, aibése, kuriy elementai nebiitinai yra skaiciai, bet jvairios prigimties objek-
tai. Siuolaikinés algebros savokos, metodai ir rezultatai pladiai ir esmingai taikomi
analizéje, geometrijoje, fizikoje, kristalografijoje irt. t.

Esminiai poky¢iai jvyko matematinéje analizéje. Buvo patikslinti jos pagrindai,
pvz., sukurta griezta realiyjy skaiciy teorija, patikslintos funkcijos, ribos, integralo
savokos. Sis patikslinimas jvyko XIX a. II puséje (panasiai, kaip ir geometrijos, ir al-
gebros vystymasis) ir buvo atliktas vokieciy matematiky Karlo Teodoro Vilhelmo Ve-
jerstaso (Weierstrass, 1815—-1897). Richardo Julijaus Vilhelmo Dédekindo (Dedekind,
1831 —-1916) ir Georgo Kantoro (Cantor, 1845—-1918). Pastarasis padéjo aibiy teorijos
pagrindus, kurie véliau tapo vienu i§ bendryjy Siuolaikinés matematikos pagrindy. I8
matematinés analizés buvo iskirtos ypatingos sritys: realaus ir kompleksinio kinta-
mojo funkcijy teorijos, konstruktyviné funkciju teorija, kokybiné diferencialiniy ir
integraliniy lyg¢iy teorijos ir t. t. Matematinés analizés ir matematinés fizikos srityje,
jas susiejus su naujomis geometrijos ir algebros idéjomis, atsirado nauja plati sritis —
funkcin¢ analizé.

Pirmosios neeuklidinés geometrijos sistemos sukiirimas paskatino gilius tyrimus
matematikos pagrindy srityje. Siy tyrimy objektas — matematiniy teorijy pagrindi-

* Georgas Frydrichas Bernhardas Rymanas (Riemann, 1826—-1866) — vokie¢iy matematikas

174



mas aksiominiu metodu. Taip atsirado nauja mokslo sritis, kuria D. Hilbertas pava-
dino metamatematika arba jrodymy teorija, nagrinéjanti matematiniy teorijy kiirima.
Matematikos pagrindy tyrimo problemos tapo stimulu greitam matematinés logikos
vystymuisi. Pastarosios pradmenys buvo suformuluoti tik XIX a. viduryje, nors idéja
apie logikos matematizavimo tikslinguma ir galimybe dar XVII a. iskele Gotfrydas
Vilhelmas Leibnicas (Leibnitz, 1646—1716).

Visada techninis skai¢iavimo priemoniy lygis daré esminj poveiki patiems ma-
tematikos metodams. Taciau iki XX a. 4-jo deSimtmecio Sios priemonés buvo gana
riboto pajégumo: jos leisdavo greiciau ar 1éciau atlikti tam tikras operacijas. Taciau
Siuolaikiniy mokslo ir technikos uzdaviniy sprendimas reikalauja milzinisko skaiciaus
operacijy, atlickamy pagal sudétingas programas. Tod¢l elektroniné skai¢iavimo ma-
Sina (ESM), sukurta XX a. 4-5 deSimtmeciuose, leidzianti tai atlikti, émé uzkariauti
i§ esmés visas gyvenimo sritis. ESM gali spresti ne tik tradicinius matematinius, bet ir
platesnés klasés uzdavinius, iSkylancius jvairiose zmogaus veikos srityse (technologi-
niy procesy valdymas, teksto rinkimas, redagavimas, vertimas i$ vienos kalbos i kita
ir t. t.), tokius uzdavinius versdama matematiniais. Sios ESM galimybés tapo stimulu
atsirasti ir vystytis kompleksinei mokslo sriciai, tirianciai rysiy ir valdymo problemas
— kibernetikai (gr. ,,kybernétike* — valdymo menas). Teorinéje kibernetikoje taikoma ti-
kimybiy teorija ir matematiné logika. Jos poreikiai pagimdé naujas matematikos Sakas:
zaidimy ir informacijos teorijas. ESM ir kibernetika prisidéjo prie to, kad matematikos
sritys, nesusij¢ su matematine analize, siejamos terminu ,,baigtiné* arba ,,diskreti (lot.
»diskretus* — atskiras) matematika, dabar tapo aktualesnés, labiau taikomos.

Kartu su matematikos Saky diferenciacija (lot. ,.differentia — skirtumas) vyko ir
atvirkstinis jy jungimosi, integracijos (lot. ,integratio® — atnaujinimas) procesas. Jis
ypac reiskeési XIX a. pab. — XX a. pr., kada buvo parengti bendrieji loginiai Siuolai-
kinés matematikos pagrindai. Integruojan¢iomis tapo aibiy teorijos idéjos. Skirtingos
matematikos sritys, anksc¢iau, atrodyty, neturé¢je nieko bendro, buvo susietos tarpu-
savyje. Toks susiejimas i§ dalies realizuojamas, kaip jau minéjome auksciau, {zymiy
Pranciizijos matematiky grupés, pasivadinusios N. Burbaki pseudonimu. Sios sasajos
pagrindas - pamatinés struktiiros: tvarkos, algebrinés ir topologinés, kuriy kombina-
cijos ir yra bet kurios matematinés strukttiros. Rusy akademikas Andrejus Kolmo-
gorovas (1903-1987) trumpai nusake, kas tai yra Siuolaikiné matematika: ,,A. Visos
matematikos pagrindas yra grynoji aibiy teorija. B. Specialiis matematikos skyriai ti-
ria strukttras, priklausancias toms ar kitoms specialioms struktiiry rasims. Kiekviena
struktliry rasis apibréziama atitinkama aksiomy sistema. Matematika domisi tik tomis
strukttiry savybémis, kurios iSplaukia i§ priimtosios aksiomy sistemos, t. y. nagring¢ja
struktiras tiktai iki izomorfizmo* [126, p. 12].

Strukttiry, kurias tiria $iuolaikiné matematika, rusys gali gimti jvairios prigimties
aibése santykiais, skirtingais nuo kiekybiniy, ir vesti i formas, skirtingas nuo erdviniy.
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Figtiros n-matése, taip pat ir erdvése, kai n — oco,— tai ne erdvinés formos ipras-
tine prasme, o abstrak¢ios matematinés figiros. TaCiau minétosios erdves ir figiiros
turi realig prasmg ir atspindi abstrak¢iu pavidalu ivairias tikrovés formas, panasias i
erdvines.

Matematinés logikos tyrimy objektas — matematiniy iSvady sandara, t. y. tiriama,
kokius teiginius galima iSvesti i§ duotyjy prielaidy turimomis priemonémis. Matema-
tin¢ logika visiskai atsiriboja nuo konkretaus turinio ir todél teiginius keicia formulé-
mis, o i§vedimo taisykles — operavimo su Siomis formulémis taisyklémis.

Taigi matematika, kaip ir kiekvienas kitas mokslas, nuolat vystosi. Tai salygoja
gyvenimiskieji ir vidiniai pacios matematikos poreikiai. Audringa matematikos rai-
da (apie 50 naujy teiginiy irodoma kasdien) teigiamai veikia technikos, ekonomikos,
vadybos ir kt. moksly vystymasi. Lietuviy kalba §iuo metu yra isleista knygu, popu-
liariai supazindinanciy su matematikos mokslo raida, Zymiausiais matematikais [32,
94]. Mokytojas gali lengvai perskaityti jas pats ir rekomenduoti jas stipresniesiems
mokiniams.

2.1.2. Matematikos mokymo tikslai. Matematikos didaktikos raida

Zmoniy visuomenés vystymasis nejimanomas neperteikiant kiekvienai naujai kar-
tai ankstesniy karty sukaupto patyrimo ir Ziniy, susintetinty jvairiose mokslo srityse.
Tai galioja ir matematikai. Jau dabar, nekalbant apie ateitj, atsizvelgiant { mokslo ir
technikos, ekonomikos ir gamybos vystymosi tendencijas, yra sunku ir bus dar sun-
kiau surasti tokia zmogaus veiklos sriti, kurioje buty galima apsieiti be tam tikro ma-
tematinio pasirengimo. Darbas darosi vis labiau kvalifikuotas, protinis, reikalaujantis
nenutritkstamos minties veiklos, sudétingy procesu analizés, teisingy loginiy iSvadu.
Visuomenei reikia ir ateityje dar labiau reikés zmoniy, mokanciy tiksliai, logiskai gal-
voti, turin¢iy gery matematiniy ziniy, mokanciy jas pritaikyti realiose gyvenimiskose
situacijose. Tam reikia atrinkti ta matematikos ziniy dalj, kuri idealiai — nedaugeliu
klausimy duoty jaunajai kartai supratima apie matematikos moksla apskritai, padéty
isisavinti matematinius metodus ir ugdyty matematini mastyma. Tad suprantama, kad
matematika, kaip mokomasis dalykas, negali i$likti pastovi ir todél nuolat kinta. Kiti-
ma lemia keletas priezasc¢iy. ISvardysime jas.

1. Mokymo tiksly iSplétimas ir naujy reikalavimy atsiradimas vykstant visuome-
nés raidai, kintant jos techniniams bei ekonominiams poreikiams. Tai veikia ne
tik matematikos, kaip mokomojo dalyko turini, bet ir jos isisavinimo lygi.

2. Nenutrukstama paties matematikos mokslo raida, nauju jo Saky atsiradimas
verc¢ia mokomaji dalyka perzitréti, kai kuriy temy ir skyriu atsisakyti.

3. Bendro moksleiviy iSsivystymo lygio kitimo kintant visuomenei tendencija, lei-
dzianti kai kurias temas nagrinéti su jaunesniojo mokyklinio amziaus mokiniais.
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4. Pedagogikos mokslo, matematikos didaktikos vystymasis, gerosios pedagogi-
nés patirties apibendrinimas ir idiegimas { masing mokykla taip pat padidina
mokiniy mokymo prieinamuma, efektyvuma.

Antai per keleta pastaryjy desSimtmeciy mokykloje atsisakyta eilés tipiniy aritme-
tiniy uzdaviniy sprendimo, sudétingy skai¢iavimo pratimy mokymo, nunyko trigono-
metrija kaip atskiras mokomasis dalykas, bet atsirado naujos idéjos, metodai ir sky-
riai: i§vesting, integralas, geometrinés transformacijos, vektoriai, algebros elementai
aritmetikoje bei geometrijoje, ir t. t.

Mokomajame dalyke turi biiti; a) pakankamai i§samiai pateikti Siuolaikinio moks-
lo pagrindai, be to, mokiniams prieinama forma; b) tarp skirtingy mokslo skyriy, pa-
teikty mokomajame dalyke, turi egzistuoti apibrézta tarpusavio saveika, uztikrinanti
ju sistemini mokymasi.

Graikiskai ,,metodika‘ (methodiké), ,,metodas (methodos) — kelias. Matematikos
metodika (didaktika) — pedagogikos Saka, kuri tiria matematikos mokymo désningu-
mus, esant tam tikram matematikos iSsivystymo lygiui ir atsizvelgiant { mokymo tiks-
lus, suformuluotus visuomenés. Didaktika privalo atsakyti i 3 pagrindinius klausimus:
kam, kaip ir ko mokyti?

Matematikos didaktikos pradzia laikytinas Sveicary pedagogo Johano Henriko
Pestalocio (Pestallozzi, 1746—1827) veikalas ,,Vaizdus mokymas apie skaiciy (1803).
Matematikos didaktika, turinti atskleisti matematikos mokymo proceso désningumus,
patiria nemazy sunkumuy. Pirmiausia jie yra susij¢ su tuo, kad biitina pasalinti atotriki
tarp matematikos dalyko ir mokslo. Antra, matematikos didaktika yra pedagogikos,
filosofijos, psichologijos, biologijos, kibernetikos ir meno sankirta.

2.1.3. Matematikos mokymo vidurinéje mokykloje tikslai

Jie yra skirstomi { 3 grupes: mokomieji, aukl¢jamieji ir lavinamieji.

Mokomieji tikslai. Juos realizuoja mokytojas, kuris: 1) perduoda mokiniams tam
tikra matematiniy ziniy sistema, formuoja juy mokeéjimus ir igidzius; 2) padeda jiems
ivaldyti matematinius realios tikrovés pazinimo metodus; 3) iSmoko mokinius Zodinés
ir raSytinés matematinés kalbos su visomis biidingomis jai savybémis (paprastumas,
aiSkumas, pilnumas, lakoniskumas ir t. t.); 4) padeda mokiniams jvaldyti matematiniy
ziniy minimuma, reikalingg tam, kad jie galéty turimas zinias, moké&jimus bei igi-
dzius taikyti aktyvioje pazintingje veikloje mokymo ir mokymosi procese.

Aukléjamieji tikslai: 1) iSvystyti nuolatinj interesa siekti matematiniy ziniy; 2)
dorovinis ir estetinis aukléjimas (pagarbos darbui, pareigos, patriotizmo, grozio, ma-
tematinés kultiiros ir kt. jausmy ugdymas).

Lavinamieji tikslai — matematinio mastymo iSvystymas; tai pasiekiama: 1) mo-
kant gautas zinias pritaikyti paprasCiausiems gyvenimiskiems uzdaviniams spresti,

177



taip pat ir tarpdalykinei integracijai (su fizika, chemija ir kt. dalykais) igyvendinti; 2)
formuojant mokéjimus naudotis matematiniais prietaisais bei instrumentais; 3) mo-
kant savarankiSkai jgyti zinias i§ jvairiy $altiniy (papildomos literatiiros, ziniasklai-
dos, interneto).

2.1.4. Pasaulinis judéjimas uz matematikos mokymo reformas praeityje ir dabar

Matematikos didaktikos kitimai gali bati vietiniai arba visuotiniai: i§ programos
iSimamas vienas ar kitas klausimas, pakei¢iami kai kurie terminai, jdiegiamas koks
nors naujas mokymo budas, | programa ivedami kai kurie nauji skyriai arba gali
buti pakeistas pagrindinis mokymo turinys, ivedamos naujos mokymo formos ir
metodai.

Tradiciné tarptautiné matematikos mokymo mokykloje sistema susiformavo XIX
a. Janulémé tai, kad daugelyje Saliu buvo sukurti du mokykly tipai: pradiné (liaudies)
ir viduriné (aukstesnioji, dazniausia skirta tik pasiturin¢iyjy sluoksniy vaikams). 1§
pradziy pradinis mokymas truko tik 3 metus, véliau, vystantis valstybiy ekonomikai
ir augant jos poreikiams, jvairiose Salyse jo trukmé augo iki 4, 6 ar net 8 mety. O ben-
drasis vidurinis mokymas (su pradiniu) truko nuo 10 iki 13 mety.

Pradinis matematikos mokymas i§ pradziy apsiribojo elementariu aritmetiniu ras-
tingumu, po to palaipsniui buvo ivesti ir geometrijos, algebros, matematinés statisti-
kos ir tikimybiy teorijos pradmenys.

Viduringje mokykloje gana ilga laika izoliuotai vienas nuo kito buvo déstomi Sie
dalykai: aritmetika, algebra, geometrija ir trigonometrija.

Pagrindinis mokymo pradinéje mokykloje biidas ilga laika buvo empirinis skai-
¢iavimy taisykliy jvedimas ir tipiniy aritmetiniy uzdaviniy (kartais gana dirbtiniy)
sprendimas. Vidurinéje mokykloje formaliai buvo jvedama teorija, pateikiant mate-
matiniy savoky apibrézimus, mokytojui pateikiant ir mokiniams iSmokstant teoremuy
irodymus, sprendziant uzdavinius (daznai irgi gana dirbtinius). Tarp pradinio ir vi-
durinio mokymo susidaré savotiskas atotriikis, pradinis mokymas laikytas iSbaigta
sistema ir nagrinéta perimamumo tarp pradinio ir vidurinio mokymo problema. Tokia
sistema émé nebetenkinti visuomenés vystymosi poreikiy. Visa tai [émé tiek mokykli-
nio kurso skurdumas, atitrilkimas nuo gyvenimo, matematikos mokslo, tieck mokymo
dogmatizmas, grindziamas atmintimi, o ne mastymu.

XIX a. pabaigoje kilo judéjimas uz matematikos mokymo reformavima. 1899 m.
imtas leisti tarptautinis Zurnalas ,,Matematinis $vietimas®. 1905 m. Meranés mieste
ivyko Vokietijos gamtininky ir gydytojy draugijos suvaziavimas. Jo iniciatorius buvo
garsusis vokie¢iy matematikas F. Kleinas. Suvaziavime buvo priimtas Vokietijos ben-
drojo lavinimo mokykly matematikos programos projektas, dabar vadinamas Mera-
nés programa. Pagal ja matematika reikéjo déstyti remiantis funkcijos savoka, kuria
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pirmiausia reikia jvesti i algebra bei trigonometrija, taip pat iSplésti geometrijai, sie-
jant pastaraja su algebra: daugianarius ir lygtis rekomenduota interpretuoti kaip funk-
cijas ir jas geometrisSkai vaizduoti; geometriniy figliry plotus, kiiny turius, pavir$ius
sitilyta interpretuoti kaip ju matmeny funkcijas. Meranés programoje buvo numatyta
pradéti déstyti analizinés geometrijos pradmenis, supazindinti su matematine analize
— ivesti funkcijos iSvestinés bei integralo savokas, jas analizuoti vidurinéje mokyklo-
je. Beje, ivesti aukStosios matematikos pagrindus Vokietijos mokyklose mintis kilo
dar 1816 m., taciau to galutinai jgyvendinti nepavyko. 1834 m. buvo priimtas kom-
promisinis sprendimas — parengtos atskiros programos klasikinéems (lot. ,,classicus*
— pavyzdinis) ir realinéms (lot. ,realis* — daiktiskas, tikras) gimnazijoms. Taciau
stojant { aukstasias mokyklas pirmenybé teikta klasikiniy gimnazijy abiturientams.
Tik 1900 m. visy abiturienty teisés buvo sulygintos. Meranés programa sieké ne tik
mokymo turinio, bet ir déstymo metodiniy reformu: nereikalauti griezto matemati-
niy teiginiy pagrindimo Zemesnése klasése, daugiau naudoti vaizdiniy priemoniy,
ypac¢ remtis grafiniu vaizdavimu, taip parengiant mokinius funkcijos savokai jvesti.
Meranés programa imta realizuoti Vokietijoje. Taciau Sios programos idéjoms buvo
pribrendusios ir kity Vakary Europos Saliy, pirmiausia Pranciizijos, Austrijos, Italijos
mokyklos [12]. Todél 1908 m. IV tarptautiniame matematiky kongrese (Roma) buvo
ikurta tarptautiné komisija matematikos mokymui reformuoti. Jos pirmininku v¢l
tapo F. Kleinas. Komisija parengé pagrindines reformos kryptis. Pradinéje moky-
kloje numatyta: a) sustiprinti geometrijos vaidmen;j aritmetikos kurse; b) tekstinius
uzdavinius sieti su gyvenimu, ¢) padidinti vaizdumo vaidmeni mokant matematikos.
Viduringje mokykloje numatyta: a) sustiprinti aritmetikos, algebros, geometrijos ir
trigonometrijos tarpusavio rysius, taip pat rySius tarp matematikos ir fizikos; b) jvesti
1 mokyklinj kursa aukstosios matematikos pradmenis (matematinés analizés ir anali-
zinés geometrijos); ¢) aritmetikos ir algebros kurse sustiprinti funkcijos, geometrijos
kurse — judesio savoky vaidmeni; d) pakeisti uzdaviniy sprendimo mokymo metodi-
ka, sustiprinant analizés ir sintezés vaidmeni; e) visame mokant matematikos placiau
taikyti euristinius metodus.

Taciau daugelio Saliy (tarp ju ir Rusijos imperijos) Svietimo vadovybé i Siuos nuta-
rimus démesio nekreipé, ju idéjas realizavo daugiausia pedagogai entuziastai. Trukdé
ir pasauliniai karai. 1918 m. atgavusiai nepriklausomybe Lietuvai, nors ir iskilo dideli
Svietimo sistemos kiirimo sunkumai, taciau jau pirmosiose pradinés mokyklos mo-
kymo programose jau buvo atsizvelgta { daugeli Meranés programos rekomendacijuy.
Po 1928 m. | jas imta atsizvelgti ir auks$tesniyju klasiy matematikos programose [12].
Taciau matematika vystési ir kelé naujus uzdavinius ir i§§tikius mokyklai. Apzvelg-
sime juos.

1. Matematiniai tyrimai pleciasi. Atskiros matematikos Sakos darosi vis labiau spe-
cializuotos, vystosi autonomiskai, tarp ju atsiranda savotiskos sienos dél simbolikos
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skirtingumo. Kilo klausimas: ar egzistuoja vienas matematikos mokslas ar keletas
(nors ir giminingy tarp saves) matematikos moksly. [ §i klausima atsaké, kaip jau mi-
néta, pranciizy matematiky bendruomenés, pasivadinusios N. Burbaki slapyvardziu
ir pradéjusios veikti 1928—-1930 m., darbai. Si bendruomeng, beje, nuolat atsinaujina,
nes visi jos nariai, sukake 50 m., iSeina i ,,atsarga".

Burbaki bendruomenés darbai jrodé, kad matematika — vieningas mokslas, jos ats-
kiros Sakos, besivystanc¢ios autonomiskai, izoliuotai viena nuo kitos, yra vieno ,,or-
ganizmo® dalys. Bendruomeneés nariai iskele tiksla — suklasifikuoti visa matemati-
ka struktiiry principu. Klasifikacijos pagrindas — aibés savoka ir aksiominio metodo
taikymas. Buvo nustatytas labai nedidelis pagrindiniy strukttry skai¢ius: algebrinés,
tvarkos ir topologinés. Jos ir sudaré visos matematikos pagrinda. Tapo dar opesné
matematikos mokslo ir matematikos — mokomojo dalyko vidurinéje mokykloje — ato-
trukio problema, imta aktyviau ieskoti jos sprendimo biidy.

2. Burbaki bendruomenés darbai didele itaka turéjo ir Siuolaikinés pedagoginés
psichologijos raidai. Susiktré istisa psichology mokykla, kuriai vadovavo Sveicary
pedagogas Zanas Pjazé (Piaget, 1896—1980), tirianti matematinio mastymo psicholo-
gija. Siu psichology tyrimai parodé, kad mokiniy matematinis mastymas lavéja vys-
tantis matematikos mokslui. Kaip ir matematikos moksle, taip ir matematiniame mas-
tyme yra i$skirtos trys tos pacios pagrindinés struktiiros. Mokydamasis matematikos,
vaikas susipazista su ja, pereidamas nuo vienos strukttiros prie kitos, pastaroji papildo
pirmesng ir susiderina su ja. Todél kilo idéja, kad matematikos mokymo uzdavinys
turi biiti $iy matematiniy struktiiry formavimas ir ju nagrinéjimas. Si idéja buvo imta
placiai taikyti reformuojant Pranciizijos ir SSRS matematikos mokyma XX a. 68
desimtmeciuose. Deja, masinis Sios id¢jos diegimas nebuvo itin efektyvus.

3. Pasaulio, Europos bei Rusijos pedagogai ir psichologai (A. Leontjevas, V. Da-
vydovas ir kt.) {rodé, kad jaunesniojo mokyklinio amziaus vaiky galimybés isisavinti
abstraktesne medziaga panaudojamos nepakankamai.

Bandymai realizuoti matematikos mokymo reformas eina dviem kryptimis. Aptar-
sime jas.

1. Konkretus matematikos, kaip mokomojo dalyko, turinio keitimas. Bandoma at-
sisakyti pagrindy, kuriais remiasi klasikiné¢ mokyklin¢ matematika ir konstruoti ma-
tematika, kaip mokomaji dalyka, remiantis Siuolaikinés matematikos idéjomis ir i$
esmés pakeiciant matematikos mokymo sistema bei metodus mokykloje.

2. Mokyklinio matematikos kurso palaipsnis modernizavimas, itraukiant { ji kai kurias
naujas zinias i$ Siuolaikinés matematikos bei iSimant kai kurias praradusias savo reikSme
klasikinés matematikos zinias. Kartu stiprinami integraciniai rysiai tarp atskiry matema-
tikos Saky bei tarp ju ir realaus gyvenimo, atitinkamai kei¢iant mokymo metodus.

Esminés matematikos mokymo reformos pagrindiné idéja — vieningas mokyklinés
matematikos kursas, neskirstomas j atskirus mokomuosius dalykus. Kra$tutiniai refor-
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matoriai pasisako uz esminj tradicinio mokyklinio matematikos kurso pertvarkyma,
sukuriant nauja, gana bendra kursa, netgi prarandant kai ka i§ mokymo sistemingumo
principo teikiamy teigiamybiy.

Kartu sitiloma keisti matematikos mokymo metodika kiek galima individualizuo-
jant mokyma. Akcentuojamas matematiniy probleminiy situacijy sudarymas ir na-
gringjimas. Situacijos turi biiti pakankamai ryskios, vaizdzios, pasizymin¢ios savo
emociniu poveikiu mokiniams, jiems prieinamos ir matematine prasme turiningos.
Nagrinédami situacijas, mokiniai per savo gebéjimus atranda jose pasléptus matema-
tinius désningumus, nustato ju elementy tarpusavio rysj, i$siaiSkina juos valdancius
bendruosius désnius — apibréztas matematines struktiiras. Aisku, kad matematiniy da-
lyku pobtdis nevaidina esminio vaidmens.

Toks matematikos mokymas gali padéti pasireiksti kiekvieno mokinio individua-
lybei, taip pat pakankamai natiiraliai atskleisti integracinius rysius tarp vieno mate-
matinio dalyko skyriy ar skirtingy matematiniy dalyky. Taciau kyla abejoniy, ar gali-
ma remiantis tokiomis situacijomis suformuoti grieztai apibrézta matematiniy ziniy,
mokéjimy ir igidziy sistema, kurig biitina isisavinti kiekvienam viduring mokykla
baigianciam. Taciau jei tokias idéjas realizuosime pakankamai atsargiai, bet nuose-
kliai, palaipsniui modernizuodami matematikos mokyklinj kursa, taip pat individua-
liai dirbdami su gabesniais mokiniais buireliuose, tai s¢kmé gali biiti uztikrinta.

Auki¢iau minéta Z. Pjazé mokykla papildé didaktinj aktyvaus mokymo principa,
kuri pagrindé §iais teiginiais: a) mokinys turi biiti nukreipiamas i savarankiska mate-
matiniy désningumy atradima; b) atradimui turi padéti speciali didaktiné medziaga; c)
aktyviy ir kryptingy veiksmy su didaktine medziaga teikiamais pojuciais.

Tai — tolesnis euristinio matematikos mokymo vystymas.

Kartu biitina pazyméti, kad rekomenduojant aktyvy darba, paremta vaiko konstruk-
cine (lot. ,,constructio — sustatymas, sandara) intuicija (lot. ,,intuitio* — nuojauta), jos
Salininkai nekreipia démesio i tai, kad kiekvienoje klaséje mokiniy gebéjimai, bendro
iSsivystymo lygis yra skirtingi. Klasés mokiniy sudéties heterogeniskumas (nevieno-
dumas) kelia abejones universaliu minéto principo realizavimo efektyvumu, nes ne
kiekvienas mokinys sugebés isisavinti matematikos zinias tik jy atradimo biidu, be
to, mazdaug per vienoda laiko tarpa kiekvienai klasei. Nekelia abejoniy tai, kad dali
ziniy turi pateikti mokytojas. Taigi tokia darbo metodika, kai mokinys privalo viska
atrasti pats, néra universali. Beje, ir sukurti §iag metodika néra lengva. Todél teisingas
metodikos pasirinkimas yra susijes su organine paciy jvairiausiy metodiky vienybe
(indukcinés — vaizdinés, dedukcinés, euristinés ir t. t.).

Esant eksperimentiniy vadovéliy jvairovei, kraStutinés reformos krypties Salininkai
taip ir nesukiiré bendro mokyklinio matematikos kurso. Tai néra atsitiktinis reiskinys.
Atsisakyti i§ karto visy tradicijy (ir naudingy, ir zalingy), sukaupty daugelio pedagogu
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karty, néra paprasta. Sukurti nauja bendra kursa reikia ir daugelio mety teoriniy bei
eksperimentiniy tyrimy. Jie vyksta, juos organizuoja prie UNESCO (United Nations
Educational, Scientific and Cultural Organization — Jungtiniy Tauty Svietimo, moks-
lo ir kultiros organizacija) veikianti Tarptautiné matematikos mokymo tobulinimo
komisija. Dar 1956 m. Zenevoje ivyko XIX konferencija §vietimo klausimais, or-
ganizuota UNESCO. Joje dalyvavo 74 Saliy atstovai. Vienas i§ svarbiy jos klausimy
— matematinio $vietimo reforma. Jos rekomendacijos matematikos mokymo srityje
buvo tokios[132].

Matematikos mokymo tikslai

1. Per gana ilga mokymosi viduringje mokykloje laikotarpi reikia siekti kuo geriau
igyvendinti matematikos mokymo lavinamuosius tikslus, susijusius su intelektinés
veiklos ir charakterio formavimu. Sie tikslai pirmiausia yra loginio mastymo procesy
(svarstymy, analizés, abstrahavimo, schematizavimo, dedukcinio mastymo, apiben-
drinimo, specializavimo, ziniy taikymo, kritikos ir t. t.), stebéjimo dvasios, erdviniy ir
kiekybiniy vaizdiniy, intuicijos, vaizduotés abstrakciose srityse, démesio ir gebéjimo
susikaupti, atkaklumo, jprocio tvarkingai dirbti, mokslinés dvasios (objektyvumo, in-
telektinés savigarbos, polinkio i tyrimus ir kt.) ugdymas.

2. Praktinés operacijos, prisitaikymas prie gamtiniy salygy, bitinumas suprasti
problemas, kurias iSkelia technika, ekonomika, socialinis zmoniy bendravimas, vis
labiau reikalauja elementariy matematiniy ziniy (skaiciavimai, praktiné geometrija,
geometriniai vaizdiniai, formulés, lygtys, funkcijos, lentelés, grafikai). Sios pagrin-
dinés savokos ir priemongs taip pat yra labai svarbios vis platesniam jvairiy profesiju
zmoniy ratui.

3. Matematika ir jai budingas mastymo stilius turi bati laikomi esminiu Siuolaiki-
nio zmogaus bendrosios kultiros komponentu net ir tuo atveju, jei jis neuzsiiminéja
tiksliaisiais mokslais ar technika. Matematikos mokymas turi biiti glaudziai integruo-
tas su kity dalyky mokymu ir turi padéti mokiniams suprasti matematikos vaidmenj
mokslinéje ir filosofinéje Siuolaikinio pasaulio koncepcijoje.

4. Pagrindinis sustiprinto matematikos mokymo realinio profilio gimnazijose tiks-
las — mokiniy parengimas studijoms aukstosiose mokyklose (matematikos, kt. tiksliy-
ju moksly, inzZineriniy specialybiy).

Metodai

1. Mokiniams duodamas metodines instrukcijas reikia pateikti patarimy bei pasiti-
lymy forma, taip siekiant suderinti mokyma tiek su pazinimo psichologijos ir mate-
matikos didaktikos laiméjimais, tiek su pacios matematikos esme ir teiginiais.

2. Visos pedagogu pastangos turi biiti skirtos tam, kad biity skatinama mokinius
aktyviai mokytis matematikos.

182



3. Biitina: a) sukelti ir palaikyti mokiniy doméjimasi tiek pacia matematika, tiek
jos taikymu; b) stebéti mokiniy matematinés minties tékme; c) pritaikyti mokyma
prie individualiy mokiniy gebéjimu ir palaipsniui ji diferencijuoti pagal ju biisimos
profesinés veiklos pobiidi.

4. Reikia: a) pereiti prie abstraktaus pradedant konkreciu tiek daznai, kiek tai yra
galima, ypac jaunesniosiose klasése, ir kiekviena karta, kada tai naudinga, imtis fak-
tinio, vaizdaus eksperimentavimo, kad parengtume mokinius suformuluoti apibrézi-
ma, jrodyti teigini; b) turéti omenyje, kad matematinis pazinimas atsiranda ir vystosi
konkrecios veiklos interiorizacijos (lot. ,, interior™ — vidinis) keliu (etapinis peréjimas
nuo iSorings prie samoningos vidinés psichinés veiklos) ir operatoriniy (lot. ,,opera-
tor* — veikéjas) schemy sudarymo; c) atvejus, pasitaikancius konkrecioje situacijoje,
panaudoti ne vien tik praktinés matematinés veiklos naudingumui pabrézti, bet ir tam,
kad motyvuotume tolesni matematinés teorijos vystyma.

5. Svarbu: a) skatinti mokinius savarankiskai formuluoti id¢jas, atskleisti matema-
tinius santykius ir savybes, pradzioje gal ir ne visada labai tiksliai; b) uztikrinti savoky
ir operatoriniy procesy isisavinima dar iki formalaus ju apibendrinimo; ¢) automati-
zuoti igudzius tik tada, kai mokéjimai bus galutinai suformuoti.

6. Esminga: a) pirmiausia organizuoti eksperimentus su matematiniais objektais
ir santykiais, o po to pereiti prie dedukciniy samprotavimy; b) palaipsniui plésti de-
dukcini matematikos pateikima; c) iSmokyti formuluoti uzdavinius, surasti reika-
lingus duomenis, juos panaudoti bei jvertinti rezultatus; d) prie§ teoremy irodymus
pratgsti euristinius tyrimus; e) supazindinti mokinius su hipotetinés-dedukcingés te-
orijos struktiira, kur, remiantis postulaty baze, irodomos teoremos, naujos savokos
ivedamos apibréziant jas; taip mokiniai bus parengti dedukciniam-loginiam matema-
tikos mokymui.

7. Reikia: a) nagrinéti mokiniy klaidas, kaip priemong mokiniy matematinio mas-
tymo procesui suprasti; b) pratinti mokinius atlikti savikontrolg ir taisyti savo klaidas;
c) atskleisti mokiniams apytikslio skai¢iavimo, { tiesgq panaSaus rezultato savokas; d)
remtis svarstymais prie$ mokantis ko nors mintinai; e) egzaminams pateikti uzduotis,
reikalaujancias daugiau matematinio kiirybiskumo negu gatavy ziniy.

8. Svarbu: a) skatinti individualios minties raiska, nors kartais ir apytiksles, pa-
laipsniui tobulinant ja; b) iSaiskinti mokiniams aiskinimo tikslumo, grieztumo ir ais-
kumo reik§meg; c) skatinti asmening iniciatyva tyrimuose, mokéjima tai atlikti grupéje;
d) skatinti kuo daugiau mokiniy dométis matematika, padéti vystytis ju gebéjimams,
mokyti kaupti zinias organizuojant biireliy veikla, paskaitas, matematines varzybas,
mokiniams prieinamy matematiniy leidiniy skaityma ir aptarima.

9. Esminga: a) pabrézti viding matematikos vienove, nekurti ,,sieny” tarp atskiry
jos Saky ir stengtis palyginti jvairius atitinkamo klausimo sprendimo metodus; b) ap-
zvelgti pagrindinius nagrinéjamy matematiniy sgvoky ir teorijy raidos etapus.
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10. Bitina: a) koordinuoti integracinius rySius tarp matematikos ir ja besinaudo-
jan¢iy mokomuyjy dalykuy; b) panaudoti matematini mastyma kalbos tikslumui, aisku-
mui ir trumpumui uztikrinti; ¢) siekti, kad mokant matematikos biity nuolat ieSkoma
kontakty su realiu gyvenimu.

Tarptautinés konferencijos organizuojamos reguliariai (mazdaug kas 4 metai), ta-
¢iau bltent misy aptartoji i§ tiesy padéjo Siuolaikinio pozitirio | matematikos moky-
ma, matematinio Svietimo modernizavimo pagrindus.

2.2. Matematinio svietimo modernizavimas
2.2.1. Judéjimas uz matematinio Svietimo modernizavimq

Modernizavimas (pranc. ,,moderne’ — naujas, Siuolaikinis) — Siuolaikiniy idéju,
metody, reikalavimy ivedimas { mokymo procesa. Matematikos mokymo moderni-
zavimas buvo aptartas Tarptautinés matematinio Svietimo komisijos organizuotuose
Edinburgo (1958), Stokholmo (1962) ir Maskvos (1966) tarptautiniuose matematiky
kongresuose, taip pat UNESCO leidinyje ,,Naujos tendencijos mokant matematikos
vidurinéje mokykloje (1965). I8 tiesy, nelabai daug kas i§ tradicinio mokyklinio
kurso gali bati i$ programy iSimta ir dar maziau kas i$ Siuolaikinés matematikos i
Si kursa gali biti jtraukta. Tac¢iau tradicinis mokyklinis kursas gali biiti déstomas
remiantis Siuolaikinémis matematikos idéjomis. Tad matematinio Svietimo moderni-
zavimas — idéjinis priartéjimas prie $iuolaikinés matematikos, t. t. mokyklinio mo-
kymo kurso déstymas remiantis jos metodais ir kalba (aisku, atitinkamu mokiniams
prieinamu lygiu).

2.2.2. Pradinio matematikos mokymo modernizavimas

Pagal daugiametg tradicijq pradinis matematikos mokymo turinys apsiriboja 4 ari-
tmetikos veiksmy su nattiraliaisiais skai¢iais mokymusi. Daugelyje Saliy ilga laika
vadoveéliai taip ir vadinosi: ,,Skai¢iavimo vadovélis®, ,,Skaiciavimas® ir pan.

Z. Djeneso (Dienes) tyrimais nustatyta, kad: 1) 7-10 m. vaikai gali suvokti ir isi-
savinti kai kg 1§ matematikos daugiau negu skai¢iavimas; 2) i pradini matematikos
mokyma (biitent matematikos, o ne aritmetikos) gali buti itrauktos, atsizvelgiant {
vaiky amziaus ypatybes, jiems prieinamu lygiu ir kalba, ir Siuolaikinés matematikos
id¢jos: aibés, sarysio, funkcijos, lygties, nelygybés, tikimybés ir kt.

Aisku, skaiciavimo mokymas lieka pagrindinis mokymo tikslas, bet jau nebe vie-
nintelis.

Viena i8 pagrindiniy idéjy, kuria vysté Z. Djenesas, yra ta, kad mokydamiesi ma-
tematikos vaikai turi remtis savo paciy patyrimu. Kita labai svarbi idéja yra ta, kad i$
esmés pagerinti skai¢iavimo igiidzius galima tik vaikams gerai suvokus pagrindines
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matematikos savokas ir id¢jas, o ne mechaniskai juos treniruojant. Z. Djenesas paren-
gé originalias didaktines priemones, kurios vaikams suformuoja svarbias matematines
ir logines savokas, pradedant nuo 5 m. amziaus [45].

Psichologiniai ir pedagoginiai tyrimai rodo, kad yra tikslinga kaip galima anks-
¢iau mokyti loginiy operacijy — dar ikimokykliniame amziuje. Tai turi didziulg reiks-
me ugdymo procese. Taciau 5—7 m. vaiky logikos tiesiai mokyti negalima. Tam rei-
kia parengti specialia metodika. Jau pirmasis miisy minétas kongresas (1969) skyré
didziuli démesi metodams, skirtiems ankstyvam logikos mokymuisi. Rekomenduo-
tas zaidimy metodas, kai su konkre¢iomis daikty aibémis atlickamos elementarios
operacijos.

2.3. Mokymo modernizavimas
2.3.1. Matematinés veiklos mokymas

Modernizavimas — tai ne atsisakymas viso to, kas yra tradiciska. Taciau kai kurie
tradiciniai matematikos klausimai is tiesy nebetenka savo reikSmés.

JAV psichologas ir pedagogas DZeromas Seimiiras Bruneris (Bruner, g. 1915),
nagrinédamas mokymo psichologijos problemas (zZiniy struktiiros vaidmeni mokant,
pasirengima mokymuisi ir intuicijos kilme), teigia, kad protiné veikla visada yra tokia
pati, ar biitum mokslo Svyturys, ar trecios klasés mokinukas [118, p. 17]. Aisku, Sio
teiginio nereikia suprasti pazodziui. Skiriasi veiksniai, skatinantys atradimus. Taciau
tada, kai mokinys, specialiai sukiirus probleming situacija, ka nors atranda pats, jis
svarsto kaip mokslininkas. Matematikos mokymas turi biiti organizuotas taip, kad
mokiniui biity pateikiamos vis sudétingesnés probleminés situacijos, kad jis nuose-
kliai kilty nuo vieno matematinés veiklos lygio prie kito, aukstesnio.

Kai kas laiko, kad mokiniui atrasti ka nors nauja matematikoje yra kur kas sunkiau,
mos salygos, sunkiau nebus, gal net lengviau. Nelengva jam iSmokti gatava teiginiy
ir ju irodymy sistema, nesuvokiant jy kilmés, reik§Smés ir tarpusavio rysiy. Geriau, kai
mokymas organizuotas taip, kad mokiniai patys gali atskleisti matematinius faktus,
kurie sudaro mokymosi turini, o po to — ir logiskai sutvarkyti juos, sukurti sistema. Tai
skatina moksleiviy mastyma, padeda greiciau suvokti mokomaja medziaga.

Matematinio $vietimo reformos prie JAV Ilinojaus universiteto vadovas M. Biber-
manas (Beberman) akcentavo [33] didaktini teigini, kad mokinys pasiekia reikiama
matematikos supratimo ir isisavinimo lygj tada, kai jis aktyviai dalyvauja matema-
tiniy idéjy (gr. ,, idea™ — savoka, vaizdinys) ir procediiry (lot. ,,procedo® — einu |
prieki) vystyme. Minétoji komisija kaip tik ir inesé dideli indél; i ,,atradimy* metodo
i8vystyma, prieSprieSindama §i metoda ,,gatavy teiginiy irodymo* metodui. Taciau
$iy metody lyginti negalima, nes pirmasis reikalauja labai daug laiko. Todél pries-
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prieSinimas pakeiciamas abiejy metodu integracija. Aktyvus matematikos mokymas
nesiremia vien tik visko atradimu. Jis reikalingas dazniausiai atitinkamo dalyko ar
temos mokymosi pradzioje. Véliau nauji matematiniai teiginiai mokiniui nebéra tokie
netiketi. Tad nuoseklus ty loginiy struktiiry, kurios yra matematinés veiklos pagrin-
das, nagrin¢jimas yra svarbiausias matematikos mokymo metodas.

Mokant matematikos reikia skirti kvaziaktyvumq (lot. ,,quasi* — beveik, tartum) —
aktyvuma placigja prasme, neatsizvelgiant { matematinio mastymo specifika, ir mate-
matikos mokymosi aktyvumq (lot. ,activus* — veiklus). Tam butina i$siaiSkinti mate-
matinés veiklos sandara ir struktiira. Kad galétume nustatyti, ar galés mokinys atlikti
kokia nors matemating veikla ir kaip ja atlikti jam padés mokytojas, pirmiausia reikia
zinoti vaiko mastymo lygi ir matematinés veiklos, kurios norime ji mokyti, lygius. Siy
lygiy palyginimas padeda nustatyti, kokia pagalba mokytojui reikalinga, kad mokinio
mastymo veiklos lygi pakeltume iki pageidaujamo matematinés veiklos lygio, arba §i
lygi reikia padaryti Zemesni, jei tai biitina.

2.3.2. Matematines veiklos analizé

Neéra patikimos informacijos, kaip vyksta mokslininko matematiko mastymo vei-
kla. Tai bandé paaiskinti D. Poja [137]. Paprastai sakoma, anot D. Poja, kad matemati-
ka — dedukcinis mokslas, o matematinis mastymas — dedukcinis mastymas. Taciau tai
tik viena i§ matematikos ir matematinio mastymo pusiy. Baigtiné matematiné teorija
i$ tiesy yra grieztai dedukciné. Bet matematika jos kiirimo procese primena bet kurias
kitas zinias, esanc¢ias kaupimosi, vystymosi procese: teorema atrandame, suformuluo-
jame anksciau, negu ja jrodome. Todé¢l turime numatyti jos jrodymo kelia, tad turi-
me mokyti ne tik jrodinéti, bet ir numatyti, atspéti. Matematikas nekuria abstrakc¢ios
dedukcinés teorijos ,,i$ nieko*. Pirmiausia taikomi stebéjimai, lyginimai (analogija,
indukcija, hipotezes). Taip pamazu gimsta abstrakti teorija. Logiskai modelis atsiran-
da po teorijos, psichologiskai jis eina pries abstrak¢ia teorija, bidamas pastarosios
suktrimo stimulu.

Mokslingje literatiroje pasitaiko ivairiy matematinés veiklos schemuy, besiskirian-
¢iy tik Sios veiklos stadijy (gr. ,,stadion* — ilgio matas; kokio nors proceso dalis) arba
aspekty (lot. ,,aspektus* — zvilgsnis; atzvilgis, kuriuo nagrinéjamas daiktas, reiskinys
ar savoka; duomeny paieskos ar ju telkimo i grupes pozymis informacinése sistemo-
se) ivairiy pavadinimy ir skaiciaus jvairove. Antai M. Fresé (Frécher) [49] kiekvieno-
je matematikos Sakoje iSskiria 4 aspektus: 1) indukciné sintezé (fakty kaupimas); 2)
pirminiy savoky ir aksiomy sistemos iSskyrimas; 3) dedukcinés teorijos sukiirimas;
4) Sios teorijos teoremy patikrinimas konkrec¢iuose modeliuose. V. Feleris (Feller)
iSskiria 3 aspektus: 1) intuityvusis pagrindas; 2) formalusis loginis turinys; 3) taiky-
mai [48]. Matome, kad Sios abi teorijos kalba apie ta pati. Tad matematinéje veikloje
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tikslinga iSskirti 3 stadijas (aspektus): 1) fakty kaupimas stebint, atliekant bandymus,
remiantis indukcija, analogija; 2) pradiniy savoky iSskyrimas i§ sukauptosios medzia-
gos, aksiomy sistemos suformulavimas ir dedukcinés teorijos sukiirimas; 3) teorijos
taikymai. Pirmaja stadija paprastai vadiname matematiniu empirinés medziagos su-
tvarkymu, antraja — loginiu matematinés medziagos sutvarkymu, tre¢igja — matema-
tinés teorijos taikymu.

2.3.3. Jvairiy matematinés veiklos aspekty mokymas

Reikia mokinius mokyti ne gatavy Ziniy, o mokyti atrasti matematines tiesas (sau,
nes moksle jos atrastos), logiskai sutvarkyti jas ir taikyti teorija praktikoje. Prancii-
zy matematikas G. Soké (Choquet) teigé [36], kad mokymas tik dedukciniu keliu
nevaisingas, daroma zala mokiniui. Visos trys stadijos reikalingos, nes tik jos padés
zmogaus smegenyse susiformuoti naujoms struktiiroms ir pereiti nuo vieno mastymo
lygio prie kito.

Kad galétume sékmingai mokyti matematinés veiklos, biitina zinoti, koki mastymo
lygi yra pasiekgs mokinys, kuri norime mokyti. Kiekvienoje konkrecioje matematikos
srityje galima mastyti {vairiais lygiais. Mastymo lygis atitinkamoje srityje — sudétin-
ga savoka, { kurig jeina apibréztas nagrinéjamos medziagos bendrumo, abstrakcijos
ir grieztumo lygis, tam tikros loginés struktiiros. Kiekvienam lygiui budinga ir sava
kalba, susidedanti i$ specialiy ir loginiy terminy. Pereinant | auksStesni lygi Si kalba
prasiplecia. Kartais dél to nebesusisSnekama (nepatyre déstytojai ar mokytojai — su
studentais ar mokiniais). Vystymasis, vedantis | auk$tesnj mastymo lygi, — ne biolo-
ginis brendimas, o0 mokymo procesas. Todé¢l biitina, kad mokymas biity orientuotas i
§io vystymosi paspartinima.

P. H. van Hilis (Hiele) [55] geometrijoje iSskiria 5 mastymo lygius: 1) Zemiausias
(nulinis) lygis geometrines figtiras laiko sveikomis ir skirsto jas tik pagal forma (I
klasés mokiniams rodant imanoma suformuoti stac¢iakampio, kvadrato, lygiagretainio
ir rombo savokas, taciau jie nesuvoks, kad kvadratas — tai rombas ir kartu lygiagre-
tainis); 2) antrasis lygis pasizymi tuo, kad ¢ia vyksta suvokiamuyjy figliry analizé, kuri
padeda isaiskinti ju savybes; tos savybés logiskai dar nesutvarkytos, jos nustatomos
tik eksperimentiniu keliu; abu pirmieji lygiai pasiekiami pradinése klasése; 3) Siame
lygyje realizuojamas loginis figliry savybiu ir paciy figiiry sutvarkymas; viena ar kele-
tas savybiy apibrézia figiira, likusios savybés surandamos loginiu keliu; geometrinés
figtiros sudaro jau apibréztas klases, nustatomas pasinaudojant apibrézimais, taciau
visiSka dedukcija dar nepasiekiama, nes 11-14 mety mokiniai, kuriems S§is lygis pa-
prastai taikomas ir yra prieinamas, dar negali suvokti dedukcinés sistemos iStisai;
galima tik vietiné dedukciné sistema vienos temos rémuose, tai padeda parengti moki-
nius suvokti visa sistema, parodo, kad dedukcinis metodas padeda sutrumpinti figtiry
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savybiy tyrima; 4) ketvirtame lygyje suvokiama visa dedukcijos reik§mé — suvokiama
aksiomuy, apibrézimuy, teoremy, loginiy irodymuy struktiiros, savoky ir teiginiy loginiy
ry$iu reikSmé; Sis lygis tinka 15—-17 mety mokiniams; 5) Siame lygyje abstrahuoja-
masi nuo konkrecios objekty kilmés ir santykiy tarp juy prasmés; gaunama abstrakti
dedukciné teorija; vidurinéje mokykloje Sis lygis nepasiekiamas.

Mokant algebros (su aritmetika) irgi galimi 5 mastymo lygiai: 1) skaicius neats-
kiriamas nuo konkrec¢iy objekty aibés, kuria jis apibuidina; operacijos su skaiciais —
operacijos su daikty aibémis; tai biidinga darzelinukams ir mokymosi pradzioje — I
klasés mokiniams; 2) skai¢iai uzraSomi deSimtaine skaiciavimo sistema, atskirti nuo
konkreciy objekty aibiy, operaciju savybés nustatomos indukciniu keliu; tai biidinga
I-VI klasiy mokiniams; 3) realizuojamas peré¢jimas nuo konkreciy skaiciy, iSreiksty
skaitmenimis, prie abstrakciy raidiniy reiSkiniy, reiskian¢iy konkrec¢ius skaicius tik
esant konkrecioms raidziy reikSméms; realizuojamas ,,lokalinis* loginis skaiciy sa-
vybiy sutvarkymas: tai algebros mokymo pradzia; 4) iSsiaiSkinama visos algebros
dedukcinio sudarymo galimybé konkreCioje interpretacijoje, t. y. kada raidés, reis-
kiancios skaiciavimo objektus, taikomos zyméti parametrams (gr. ,,parametron‘ —
atmatuojantis; raidinis koeficientas, turintis pastovia reikSme tik konkreciame uzda-
vinyje; pagal konkrecias salygas parenkamas funkcija arba matematini modelj apibii-
dinantis kiekybinis dydis, kuris néra konstanta ar kintamasis) ar kintamiesiems, kurie
yra atitinkamos skai¢iy aibés (natiiraliyjy, sveikuju, racionaliyjy ar realiyju skaiéiy)
elementai, o operacijos turi jprastaja prasme; 5) abstrahuojamasi nuo konkrecios skai-
¢iuojamyjy objekty prigimties, nuo konkrec€ios operacijy prasmes ir algebra kuriama
kaip abstrakti dedukciné sistema be jokios interpretacijos; ¢ia pereinama nuo zinomy
konkre¢iy modeliy, pasiekiama skirtingu algebry egzistavimo galimybé, o tos alge-
bros skiriasi formaliosiomis operacijy savybémis.

Reikia pazyméti, kad kiekviename mokymo etape galima isryskinti pagrindini
lygi, kuriuo atlieckamas mokymas, taip pat Siame lygyje pasireiSkiancius gretimuy ly-
giy elementus. Tai paaisSkinama tuo, kad peré¢jimas i$ vieno lygio { kita atlickamas
ne Suoliskai, o palaipsniui, t. y. auks§tesnio lygio elementai pasirodo dar iki pereinant
prie Sio lygio ir ju vis daugéja iki galutinio per¢jimo, o peréjus, esant reikalui, daz-
nai griztama prie Zemesnio lygio tam, kad biity galima geriau uztikrinti supratima.
Tradiciskai geometrijos mokoma mazdaug tre¢iuoju lygiu su pirmojo ir antrojo lygiy
elementais VI-VII klasése ir su kai kuriais ketvirtojo lygio elementais — vyresnio-
siose klasése. Baigiantieji viduring mokykla daznai nezino dedukcinio geometrijos
sutvarkymo prasmés, nesupranta aksiomy ir apibrézimuy reik§Smés Siame sutvarky-
me. 2000-2005 m. autorius apklausé¢ visus Generolo Jono Zemai¢io Lietuvos karo
akademijos pirmakursius. Kariinams buvo pateikti klausimai: 1) Kas yra aksioma?
2) Kodél ji nereikalauja jrodymo? Po to pateiktas trikampio vidaus kampy didumy
sumos teoremos irodymas ir klausta, kodél $is teiginys reikalauja irodymo. Mazdaug
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patenkinamus atsakymus i visus $iuos klausimus pateikée apie 14,3 % karitny.
TradiciSkai mokant aritmetikos ir algebros pirmasis ir antrasis lygiai nepakankamai
iSvystyti — operacijos su aibémis nei$skiriamos ir nenagrinéjamos isreikstiniu pavida-
lu. Pasiekiamas treciasis lygis, taiau daugelio operacijy savybiy loginis sutvarkymas
nesiekia ir Sio lygio.
Pagrindinis tradicinio mokymo trilkumas yra nepakankamas aktyvaus mokymo
taikymas.

2.3.4. Mokiniy supazindinimas su matematikos logine strukttra

Vien savokos pacios savaime nesudaro mokslo turinio. Maza to, savoky formavi-
mo procesas analizuojamas tiek formaliosios logikos, tiek pedagoginiu atzvilgiu, nej-
manomas nenustacius tarp ju santykiy, nesujungus ju i tam tikra sistema, nenumacius
naujy savoky ivedimo keliu. ,,Kaip sukurta matematikos sistema?* — $is klausimas
yra toks svarbus, kad, tiksliai neatsakius i ji, mokytis matematikos sunku, o mokyti
jos — nejmanoma.

Kaip jau ne kartg pabrézta auksciau, matematikos mokslas kuriamas grynai deduk-
ciniu keliu, t. y. bet kurios matematinés teorijos pagrindas yra tam tikros pagrindinés
(pradinés) savokos, kurios iprastai neapibréziamos (nes ju dar néra kaip apibrezti). Juy
charakteringosios savybés atskleidziamos aptariant tarp ju egzistuojancius santykius,
t. y. per tokius tvirtinimus apie rySius tarp pagrindiniy savoky, kuriy teisingumas duo-
tojoje teorijoje nenustatomas loginiu keliu (neirodomas). Visi likusieji teorijos faktai
nustatomi jrodant juos loginiu keliu.

N. Burbaki apie tai ras¢: ,,Kad biity galima apibrézti strukttira, nustatomas vienas
ar keletas santykiy, kurie sieja Sios struktiiros elementus <...>, po to postuluojama,
kad duotasis santykis ar duotieji santykiai tenkina tam tikras salygas (kurios iSvar-
dijamos ir kurios yra duotosios struktiiros aksiomos). Sukurti duotosios struktiiros
aksioming teorija — reiSkia gauti logines i§vadas i$ struktiiros aksiomu, atsisakius ko-
kiy nors kity prielaidy nagrinéjamy elementy atzvilgiu (i$ dalies visokiausiy hipote-
ziy apie ju ,,kilmeg®) [120, p. 245-259]. Toliau N. Burbaki pazymi, kad ,,matematinis
pasaulis kaip visuma“ yra tam tikra struktiiry hierarchija (gr. ,,hierarchia®, ,hieros*
— Sventas+tarché* — valdzia), einanti nuo paprasto prie sudétingo, nuo atskiro prie ben-
dro. Kartu atskleidziama, kad visa struktiiry jvairoveé (t. y. visa matematika) gali biiti
apribota trimis pagrindinémis struktiiromis: algebrinémis, tvarkos ir topologinémis.
Bet kuris matematikos skyrius, déstomas viduringje ar aukstojoje mokykloje, gali biiti
nagrinéjamas kaip dalis Siuolaikinés matematikos pastato, kurio visy auksty ir kamba-
riy vienam zmogui nejmanoma apeiti ir iStyrinéti. Parenkant mokomaja medziaga, ne-
verta nukrypti { ivairius dalinius klausimus, kad ir kokie svarbils jie atrodyty siauriems
poreikiams patenkinti; reikia vadovautis galimybe susipazinti su tuo, kas yra bendra,
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kas yra visoje matematikoje, t. y. supazindinti su pagrindinémis struktiiromis. Taciau,
kadangi struktiiros savoka yra pakankamai gili abstrakcija, reikia pradéti ne nuo paciy
struktliry, o nuo situacijy, padedanciy mokiniams suvokti atitinkamas idéjas.

Labai svarbus yra klausimas apie pagrindiniy savoky ir aksiomy kilme. Ir vienos,
ir kitos, kaip ir visa zmonijos sukaupty ziniy sistema, kilo i§ praktinés Zzmoniy veiklos.
Biitent dél to aksiomos néra karta ir visam laikui nustatytos tiesos. Vystantis moks-
lui, jos gali ir turi bati tikrinamos, tikslinamos ir pagrindziamos. Aprasant vienus ir
tuos pacius realaus pasaulio reiskinius gali buti taikomos skirtingos aksiomy siste-
mos — arba ekvivalencios viena kitai, arba leidziancios aprasyti tuos reiskinius naujai,
prapleciant, susiaurinant ar i$ dalies pakeiciant duotaja sistema, kuri atitinkamame
matematikos mokymo etape geriausiai atitinka besimokanciyju amziaus ypatybes.
Mokykliné matematika niekada nebuvo ir nebus kuriama kaip grynai dedukciné siste-
ma: visada bus naudojamasi ir pertekline aksiomy sistema, ir negrieztais jrodymais.

Pagrindiniai didaktiniai sunkumai yra ne aksiomy sistemos pasirinkimas — mo-
kinys gatavu pavidalu tai gauna i§ mokytojo, o tai, kad pati dedukciné sistema, pa-
grista giliomis abstrakcijomis, pati loginé matematikos sandara natiiraliai priestarauja
konkre¢iam mokiniy gyvenimiskajam patyrimui. Tai ypac ryskiai pasireiskia pacioje
matematikos mokymo pradzioje, t. y. kaip tik tada, kada dedami jos isisavinimo pa-
grindai. Visas matematikos mokyklinis kursas sukurtas taip, kad mokiniai, eidami i§
klasés i klasg, vis labiau pajusty matematikos loging struktiira. Nors V—VI klasése
dar néra nei aksiomuy, nei teoremy, daugelis terminy ir atitinkamos savokos jvedamos
pakankamai tiksliai, palaipsniui pradedami diegti irodymo elementai.

Ivairiuose mokymo etapuose mokiniy supazindinimas su matematikos logine
struktiira yra susijes su jvairiais sunkumais. Labiausiai atsakingi ir sunkis yra pirmieji
zingsniai, susieti su matematikos dedukcinés struktiiros atskleidimu: pirmyjy pagrin-
diniy savoky jvedimas, pirmyjy aksiomy formulavimas ir pirmyjy teoremy irodymas.
Mokiniai turi pajusti, kad: a) visos savokos apibendrinamos ir iSskiriamos pagrindi-
nés; b) netikslinga yra apibrézti tas pagrindines savokas. Labai paplitusi didaktine
klaida yra siekimas pakeisti ilga, kruopsty darba greitu atitinkamo vadovélio teksto
iSmokimu. Patyres pedagogas ramiai susitaiko su tam tikromis mokiniy ziniy sprago-
mis Siame mokymo etape, stengiasi ne tiek tikrinti dar menkas ju zinias, o paprastai,
gyvai aptarinéti juy zinias pokalbiy metu, taciau, judant i prieki, ijvedant naujas savo-
kas, jis atkakliai kelia klausima: ,,Kaip Sia nauja savoka pagristi pagrindinémis savo-
komis?* ir reikalauja atsakyti i ji. Pagrindinis savoky jvedimo prasmés suvokimas yra
glaudziai susijes su aksiomu prasmés suvokimu: jy sistema ir apibrézia pagrindines
savokas. Taciau vienu metu ir naujy savokuy, ir atitinkamy aksiomu, ir loginés vie-
ny bei kity prasmés iSnagrinéti neimanoma. Salyginé aksiomatikos idéjos suvokimo
schema atrodyty taip: a) indukcinis fakty, apie kuriuos kalbama aksiomoje, teisin-
gumo patikrinimas, dar neformuluojant pacios aksiomos; b) pastebéty désningumy
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aptarimas; c¢) euristinis pokalbis: d) analizé fakto, kad pokalbio metu suformuluotuose
tvirtinimuose néra kity savokuy, i§skyrus pagrindines; e) iSeitos medziagos itvirtinimas
per kelias pamokas.

Smulkiau visus matematikos mokymo klausimus nagrin¢ja mokslas apie matema-
tini ugdyma — matematikos pedagogika.

2.4. Matematikos pedagogika - mokslas apie matematinj ugdyma
2.4.1. Matematikos pedagogikos samprata

,Matematikos pedagogika™ — terminas, pakeitgs ilgai vartota terming ,,matema-
tikos mokymo metodika®, imtas vartoti dél to, kad jis geriau atspindi reikalo esmg.
Matematikos pedagogika pazymi, kad egzistuoja du matematikos mokymo teorijos
ir praktikos Saltiniai: pedagogika ir matematika. Terminas ,,metodika* naudotinas tik
atskiry temy mokymo budams nusviesti (pvz., ,.tiesiniy lygciy sprendimo mokymo
metodika*). Kadangi matematikos mokymo procese ne vien tik mokoma, bet ir auklé-
jama, tikslinga yra kalbéti apie matematikos didaktika ir hodegetika.

2.4.2. Matematikos didaktikos objektas

Matematikos mokymas — sudétingas valdymo procesas, kuri realizuoja mokytojas,
panaudodamas jvairias pagalbines priemones: vadovélius, vaizdines ir technines mo-
kymo priemones, pratybuy sasiuvinius ir t. t. Naudodamiesi mokymo proceso analize,
paremta kibernetikos terminija, laikysime, kad mokymo procesas, kaip ir bet kuris
kitas valdymo procesas, turi Sias sudedamasias dalis: informacijos suvokima, perdir-
bima, saugojima ir perdavima.

Mokytojas perdirba informacija, kurig jis gauna i§ mokymo programos, mokslinés,
mokomosios ir metodinés literatiiros, taip pat ir pedagogikos bei psichologijos (apie
mokiniy mastymo veiklos lygi ir galimybes) ir perteikia, naudodamasis atitinkamo-
mis priemonémis, mokomaja informacija mokiniui.

Mokinys suvokia ir perdirba informacija, gauta i§ mokytojo, vadovéliy ir kt. Salti-
niy, ir, atsakydamas i klausimus, sprgsdamas pratimus ir uzdavinius, suteikia moky-
tojui informacija apie mokomosios medziagos isisavinimo kokybe, pasiekta mastymo
veiklos lygi.

Taigi mokymo procese informacija perduodama dviem kryptimis: i§ mokytojo —
mokiniui ir i§ mokinio — mokytojui. Griztamasis rySys ,,mokinys — mokytojas* yra es-
miné mokymo proceso sudedamoji dalis. Kiekviename mokymo proceso etape biitina
atsizvelgti { esama mokinio mastymo veiklos lygi, jo atitinkamy mastymo struktiiry
lygi, atitinkamy savoky susiformavima, ziniy isisavinimo kokybe. Be to negalimas
efektyvus mokymas.
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Pats terminas ,,matematika‘ gali reiksti apibrézta mastymo veikla (matemating vei-
kla) arba teorija, kuri yra Sios veiklos rezultatas. Savokoje ,,matematikos mokymas
pagalbiné savoka ,,matematika‘“ gali buiti pavartota pirmaja arba antraja prasme. Taip
gautume skirtingas matematikos didaktikas. Pirmuoju atveju tai biity mokymas kurios
nors matematingés teorijos pradmenuy, o antruoju — biity mokoma apibrézty mastymo
veiklos aspekty, vadinamy matematine veikla. Kai kas bando suprieSinti matematikos
mokslininko ir mokinio matemating veikla. Taciau jos gana panaSios: kai mokinys
pats atranda tai, kas moksle jau seniai atrasta, jis elgiasi kaip mokslininkas. Matema-
tikos didaktikos uzdavinys yra formuoti ir tobulinti tas protinés veiklos struktiiras,
kurios btidingos matematiniam matematiky mastymui ir padeda daryti atradimus ma-
tematikoje. Taigi matematikos mokymas — tai matematinés veiklos mokymas.

Mokymo proceso pagrindiniai elementai: mokymo tikslai (kam ...?), mokymo objek-
tas (ka ...7), mokymo turinys (ko ...?) ir mokymo metodai (kaip ...?7) (vietoje daugtaskio
visur jraSomas zodis ,,mokyti*).

Remiantis bendraisiais mokymo ir aukléjimo tikslais mokykloje, taip pat specifi-
némis matematikos ypatybémis, jos vaidmeniu dabarties moksle, technikoje ir gamy-
boje, matematikos didaktika pirmiausia apibrézia matematikos mokymo vidurinéje
mokykloje uzdavinius ir tikslus, kiekviename jo etape atsizvelgdama i psichologing
atitinkamo amziaus mokiniy charakteristika. Matematikos didaktika apibrézia mo-
kymo turinj ir numato mokymo metodus, atitinkancius §j turini ir mokiniy mastymo
lygi. Metody atitikti turiniui reikia suprasti kaip tos matematikos dalies, kuri sudaro
mokyklinio mokymo turini, logikos ir metody atspind¢jima mokymo procese. Mo-
kymo metody atitikti mokiniy mastymo veiklos turiniui (atsizvelgimas i psichologinj
veiksnj) reikia suprasti ne paprastai — kaip nagrinéjamos medziagos prieinamuma.
Sis atitikimas numato ir maksimaly jau turimy mokiniy mastymo veiklos galimybiy
panaudojima, Sios veiklos tolesnio vystymosi paspartinima mokymo procese.

Kadangi matematikos mokymas nagrin¢jamas kaip matematinés veiklos moky-
mas, tai matematikos didaktikoje reikia tirti, analizuoti $ia veikla, kurti jos mokymo
metodus.

Matematikos didaktika tiria pacios matematikos pagrindus ir galimybes kurti mo-
kyklini matematikos kursa remiantis ty paciy savoky, matematiniy idéjy baze. Ji ren-
gia matematiniy idéjy formavimo, vystymo mokymo procese metodika ir déstymo,
remiantis Siomis idé¢jomis, strategija.

2.4.3. Dvi problemy klasés ir jy rysys

Matematikos didaktikoje egzistuoja dvi problemy klasés: 1) mokymo turinio pro-
blemos, siejamos klausimu ,,Ko mokyti?*; 2) mokymo metody problemos, kurias sie-
ja klausimas ,,Kaip mokyti?*. Jos yra tarpusavyje susij¢ ir veikia viena kita.
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2.4.4. Matematikos pedagogikos rysys su kitais mokslais

Jis gali biiti pavaizduotas schema:

Matematikos pedagogika ‘

f >~

Matematika Pedagogika Logika Psichologija

~_ 1 r

Ugdymo filosofija

Rysys su filosofija reiskiasi per pastarosios srit] — pazinimo teorija.

Rysys su matematika pasireiskia per mokomosios medziagos atrinkima, kuris
numato atlikti iSsamia matematikos idéjy, metodu ir turinio, jos vietos kity moksly
sistemoje analizg. Atrinktaja medziaga matematikos didaktika didaktiskai perdirba,
i8analizuoja loging mokomosios medziagos struktiira, iSnagrinéja jvairius galimus jos
pateikimo variantus, juos palygina, parenka biitinus pavyzdzius, konkrecias situaci-
jas, pratimus ir uzdavinius, pateisinancius Sios medziagos mokymasi, iliustruojancius
pagrindines savokas ir panaudojima.

Didaktiskai tvarkant matemating medziaga, remiamasi pedagogika, logika, psicho-
logija. Siy moksly vaidmuo — skirtingas. Matematika — pradinis objektas, o likusieji
mokslai nurodo, koks turi biiti perdirbimo rezultatas (mokomoji medziaga) ir kaip $i
rezultata pasiekti.

Remiantis tuo, kad matematikos mokymas yra matematinés veiklos mokymas,
matematikos pedagogika pirmiausia analizuoja $ia veikla, remdamasi logika ir psi-
chologija

Rémimasis pedagogika (didaktika) pasireiSkia mokymo metody — bendryjy ir
specifiniy — parinkimu. Pirmieji turi uztikrinti didaktiniy principy realizavima mo-
kant matematikos, antrieji — mokiniy matematinés veiklos formavima ir vystyma.
Remiantis didaktika, atsizvelgiama i joje skatinamas Siuolaikines mokymo tobulini-
mo tendencijas. Bendrieji ir specifiniai mokymo metodai glaudziai susipina mokymo
procese.

Matematikai paprastai priskiriamas ypatingas vaidmuo lavinant mokiniy logini
mastyma, nes mokantis matematikos reikia ypa¢ daug galvoti darant jvairias logines
iSvadas. Bet vien darbas, nesuprantant to, kaip svarstoma, neprivers mokiniy mastyti
logiskai. Tam reikia ir matematikos pedagogikos ,,isikiSimo*.
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Logika, kuria remiamasi matematikos pedagogikoje — tikimybing, nes joje gauna-
mos i§vados — daugiausia hipotetinés, kurios patvirtinamos arba paneigiamos eksperi-
mentiniais metodais. Skiriamas logikos taikymas matematikos pedagogikoje, susijgs
su pedagoginiy problemy, iSkylan¢iy mokant matematikos, sprendimu, ir taikymas,
susijgs su tiesioginiu logikos elementy mokymusi ir panaudojimu mokant matemati-
kos. Pirmo tipo taikymo pavyzdys: struktiiriné mokyklinio matematikos kurso analizé
siekiant ji didaktiSkai apdoroti. Tiesioginis logikos elementy ivedimas { matematikos
kursa atliekamas tam, kad kai kurie i§ ju tapty pacia matematikos mokymo dalimi,
svarbiu darbiniu instrumentu, kelian¢iu mokymo proceso efektyvuma.

Logika tiria teisingy samprotavimy formas, ji pateikia iSvedimo taisykles, leidzian-
¢ias 1§ duotyjy premisy gauti iSvada, abstrahuojantis nuo iSvady mechanizmo, nuo
to, kaip faktiskai vyksta mastymo procesai, kaip zmogaus smegenys suvokia, saugo,
perdirba ir perduoda informacija. O tai nagringja psichologija ir aukstosios nervinés
veiklos fiziologija. Taigi negalima remtis vien logika, kuri tiria tik mastymo veiklos
rezultatus, o ne pacia Sig veikla. AiSku, matematikos pedagogika nedaro kokiy nors
naujy atradimy psichologijoje, ji naudojasi jos tyrimo rezultatais.

2.4.5. Matematikos pedagogikos metodai

Jie yra tokie: 1) matematikos ir matematinio Svietimo istorijos nagrinéjimas bei
sukauptos jose patirties panaudojimas; 2) Siuolaikinés matematikos mokymo patirties
panaudojimas; 3) matematinés kalbos, matematikos idéju bei metody perkélimas |
mokyma ir didaktinis apdorojimas; 4) pedagoginis eksperimentas.

Matematikos istorija suteikia svarbios informacijos apie istorini matematiniy sa-
voku, metody, kalbos vystymosi kelia. Ji daznai nurodo, kaip mokant matematikos
reikia formuoti matematines savokas, supratima apie jos metodus ir kalba. Taciau
istorinio patyrimo taikymas néra universalus. Ne visada tikslinga mokykliniame etape
eiti tuo keliu, kuriuo tikstan¢ius mety formavosi kokios nors matematinés savokos.
Zinomas olandy matematikas Hansas Froidentalis (Freudenthall, g. 1905) tvirtino,
kad matematikos istorija atskleidzia mums matematiniy savoky seka ir istorines jos
susiformavimo prielaidas, bet darytume milziniska klaida, jei mokytume matematikos
pagal istoring schema [50, 51, 146].

Matematinio Svietimo, didaktiniy idéju raida rodo, kaip kito mokyklinio matemati-
kos mokymo turinys ir metodai, vystantis ir paciai matematikai, ir Zzmonijos poreikiams.
Savo laiku simbolinés algebros kalbos jvedimas i mokykla buvo sutiktas priesiskai,
nors Sios kalbos sukiirimas buvo didziulis laiméjimas, jos taikymas smarkiai suprastino
uzdaviniy sprendima ir Siuo metu niekas neabejoja auks¢iau minéto ivedimo i mokykla
nauda. Yra daug veikaly, aptarian¢iy Lietuvos matematinio Svietimo raida [6, 7, 1214,
32]. Mokytojui pravartu su jais susipazinti — jis galés kai ka pritaikyti savo darbe.
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Mokytojo veikla — kiirybiné. Suprasdamas mokyklinio matematikos mokymo ry-
Sius su Siuolaikine matematika, pedagogika, logika ir psichologija, mokytojas, gerai
pasirenges i§ matematikos ir jos pedagogikos, kurybiskai sprgs pedagogines proble-
mas, nuolat eksperimentuos, stengsis tobulinti mokymo metodus, kiirybiskai ieskos
didaktiniy keliy, kaip mokyti atskiry mokomosios programos temuy, net ir paciy sun-
kiausiy, sudétingiausiy. Si patyrima reikia apibendrinti, skleisti. Neuzmirsti ir uZsie-
nio pedagogy patirties pritaikymo miisy salygomis.

Matematikos pedagogika naudojasi ,,perkélimo metodu: matematikos mokslo
idéjos, metodai, kalba perkeliama | mokyklinj jos mokyma. Tai, taciau, nereiskia, kad
Sis procesas vyksta savaime, nieko nekeic¢iant. Mokslo id¢jos, metodai, kalba turi biiti
didaktiskai apdoroti.

Matematikos pedagogika placiai naudoja eksperimento metoda. Teisingas eksperi-
mento organizavimas yra susijes su dideliais sunkumais. Tai paaiskinama pirmiausia
nepakankamu zmogaus mastymo veiklos pazinimu, atitinkamy prietaisy (kaip fizi-
koje, chemijoje, technikoje) nebuvimu. Todél biitina itin kruopsc¢iai parengti ekspe-
rimento metodika, pasalinti subjektyvius veiksnius, duomenis apdoroti statistiniais
metodais.

2.4.6. Matematikos didaktikos strukturiné schema

Viena svarbiausiy matematikos didaktikos daliy yra matematikos didaktika. Jos
strukttriné schema yra tokia:

Matematikos didaktika
Ko mokyti? Kaip mokyti?
Mokymo turinys Mokymo metodai
Bendrieji metodai Specifiniai metodai
Matematinés Matematiniy idéju,

veiklos mokymas metody ir kalbos

formavimas bei

vystymas
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2.5, Pagrindiniai didaktiniai principai mokant matematikos

Didaktiniai principai (lot. ,,principium® — pradzia, pagrindas) — visuma vieningy
reikalavimy, kuriuos turi tenkinti bet kurio dalyko mokymas.

Mokymo moksliskumo principas mokant matematikos pasireiskia tuo, kad mo-
kymo turinys ir metodai turi atitikti matematikos mokslo Siuolaikinés bukleés lygi ir
reikalavimus. Kitais Zodziais — mokiniams reikia pateikti tokius faktus, formuoti to-
kias savokas, kurios dabar pripazintos mokslinémis. Matematikos mokymo procese
moksliskumo principas pasireiskia kiekviename zingsnyje. Matematikos mokytojas
turi: a) stebéti matematiniy savokuy ir teiginiu formulavimo korektiskuma; b) mokyti
mokinius kritiskai vertinti kiekviena teigini, nepriimti nejrodyty, nepagristy teiginiy,
reikalauti tiksliai skirti apibrézimus ir teoremas. MokslisSkumo principas taip pat rei-
kalauja, kad mokomoji medziaga turi (pagal galimybes) atitikti Siuolaikinio mokslo
lygi, ji turi biiti déstoma tam tikra didaktine sistema, primenancia moksling sistema,
tam tikru nuoseklumu, i§sauganciu rysi tarp savoky, temuy, skyriy dalyko viduje, taip
pat ir tarpdalykinius rySius. Didaktiné sistema apibiidinama taip: a) ji primena (bet
neatgamina tiksliai) moksling sistema, iSsaugodama (pagal galimybes) bendrais bruo-
zais jai budinga logika ir zZiniy sistema; b) joje remiamasi ankstesne medziaga; c) visa
dalyko Ziniy sistema, medziagos iSdéstymas pameciui atitinka besivystancias mokiniy
psichologines ypatybes bei galimybes ir uztikrina tolesni ju ugdyma; d) atskleidzia
vidinius rysius tarp savokuy, désningumuy, taip pat realizuoja tarpdalykinius rysius.

Mokymo sqmoningumo ir aktyvumo principas reikalauja samoningai ir kiirybiskai
mokytis kiekviena dalyka, tikslingai aktyviai suvokti nagrin¢jamus reiskinius, juos
iprasminti, kiirybiskai perdirbti ir taikyti. Mokant matematikos tai pasireiskia tokiu
btdu (zr. zemiau pateiktus 6 punktus).

1. Kiekviena nauja tema ar skyrius pradedamas trumpu jvadu, susiejanciu jau iSna-
grinéta medziaga su naujaja, iSaisSkinanciu teoring ar prakting Sios temos reikSme, pa-
rodanciu Sios temos reikSme bendroje Ziniy sistemoje, apibrézianciu tam tikrus klau-
simus, kuriuos reikés iSnagrinéti, nurodanciu galima ziniy praktinio taikymo sritj.

2. Pradedant naujos temos nagringjima, butina remtis mokiniy gyvenimiska patir-
timi, jy intuicija. Tam organizuojami steb¢jimai ir eksperimentai, nagrinéjami jvairis
pratimai ir uzdaviniai, natiraliai padedantys susiformuoti abstrak¢ioms savokoms,
kurios véliau iliustruojamos vaizdiniais modeliais, taip padedant mokiniams isisavinti
Zinias pereinant §ias pakopas: suvokimas — vaizdinys — savoka.

3. Mokydamas matematikos mokytojas taiko ivairius metodus, kuriy kiekvienas
veda | konkrety tiksla optimaliu duotomis salygomis keliu, zadindamas bei stiprinda-
mas mokiniy interesa nagrin€¢jamai temai, skatindamas ju norg ir gebéjima dalyvauti
aktyvioje veikloje. Mokymo metodai pasirenkami tokie, kad suteikty galimybg pa-
tiems daryti ,,atradimus®, jei tik nagrinéjamoji medziaga nereikalauja rimty matema-
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tiniy svarstymuy, sudétingy formuluociy, kada lengviau remtis gyvu mokytojo zodziu
ar vadovelio tekstu.

4. Ugdomas mokiniy kiirybinis pozitris i kiekviena nagrinéjama klausima. Tam
padeda savarankiskas uzdaviniy sprendimas ir teoremuy jrodymas, atsakymas i nestan-
dartinius klausimus i$ anksciau iSmoktos medziagos ar iskilusiy jos mokymo procese,
skatinimas ieSkoti natiiraliausiy, trumpiausiy ar originaliausiy uzdaviniy sprendimo
buduy.

5. Ugdomas poreikis kritiskai jvertinti savo darbo rezultatus, formuojami savikon-
trolés gebéjimai, mokéjimas trumpai ir aiskiai formuluoti mintis Zodziu ir rastu.

6. Namy darbai mokiniams skiriami pagal ju jégas, ju neperkraunantys. Juose re-
komenduotina pateikti 1-2 sunkesnes neprivalomas uzduotis.

Jei matematikos mokymas tenkina auk$c¢iau iSdéstytus reikalavimus, mokiniy mo-
kymosi veikla bus aktyvi, o tai reiskia, kad Zinios ir mokéjimai bus igyti samoningai.
Levas Tolstojus (1828—-1910) neveltui teige, kad ,,matematika moko ne skaiciuoti, bet
moko zmoniskosios minties biidy skai¢iuojant“. Taiklls talentingo rasytojo ir peda-
gogo zodziai!

Isisavinimo samoningumas — toks ziniy isisavinimas, kuris pagristas giliu ju supra-
timu ir mokéjimu jas pritaikyti naujose konkreciose situacijose. Sunkumus, susijusius
su samoningumo principo realizavimu, i$ dalies lemia tai, kad iki Sio laiko nepakanka-
mai yra i$nagrinétas supratimo mechanizmas. Mes tik intuityviai suvokiame ,,suprati-
mo* savoka ir i§vada apie mokinio supratima paprastai yra tik tikétina.

Mokymo procese mes turime nuolat gauti informacijos apie mokomosios medzia-
gos isisavinima. Tai padeda atlikti klausimy, pratimy, uzdaviniy sistema. Klausimai
visada turi turéti tam tikra entropijq (neapibréztumq) (gr. ,,en* — viduje, ,.tropée* —
posikis, pavirtimas; informacijos teorijos savoka — bandymo rezultato neapibréztu-
mo matas; savoka 1948 m. émé vartoti JAV mokslininkas Klodas Elvudas Senonas
(Shannon, g. 1916) informacijos kiekiui teiktyje nustatyti, o pirmasis ji pavartojo
vokieciy fizikas, vienas termodinamikos pradininky Rudolfas Klauzijus (Clausius,
1822-1888), suformulaves antraji termodinamikos désni). Kuo didesné klausimo en-
tropija, tuo daugiau informacijos privalo turéti atsakymas i ji. Visada reikia siekti
optimalios entropijos.

Samoningo jsiminimo prieSybé — ziniy formalizmas. Jau minéjome, kad formalios
zinios apibtidinamos tuo, kad iSmokstamos ir jsimenamos iSorinés, formalios, simbo-
linés matematinio fakto iSraiskos, o paties fakto samonéje arba i§ viso néra, arba jis
niekaip nesusije¢s su savo formaligja iSraiSka. Pvz., mokiniai: 1) i§sprendzia tiesiniy
lygciy sistema, kai kintamieji joje pazyméti raidémis x ir y, bet negali iSspresti jos, kai
kintamieji pazyméti raidémis m ir n; 2) jrodo teorema apie trikampio vidurinés linijos
savybes tada, kai brézinys orientuotas taip, kaip vadovélyje (35 pav., a), bet nezino
kaip elgtis kitu atveju (b):
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35 pav.

3) laiko, kad visada - x <0, nes prie$ x yra minuso zenklas; 4) zino skai¢iaus mo-
dulio apibrézima, bet negali iSspresti lygties lal =2 ar nelygybés lal<2.

Svarbi salyga, padedanti iSvengti formalizmo Ziniose, — toks mokymas, kai teisin-
gai iSmokstama matematiné kalba, giliai suvokiama jos semantika.

Nepaprastai svarbus yra ir mokinio aktyvumas mokymo procese — nesant aktyvios
mastymo veiklos negalima isisavinti ziniy. Kalbant paprasciau, niekas { mokinio gal-
va ziniy idéti negali — jis turi jas pasiimti pats savo samoningai aktyviu darbu.

Mokymo vaizdumas — vienas svarbiausiy didaktiniy principy. Savoky formavimas
— sudeétingas psichologinis procesas, prasidedantis nuo paprasc¢iausiy pazinimo formy
— pojuciy ir vykstantis tokiu nuoseklumu: pojti¢iai — suvokimas — vaizdinys (jutiminé
pakopa) — savoka (loginé pakopa). Vaizdumo naudojimas savoky formavimo procese
bus efektyvus, jei jis padés proceso eigai, orientuos mokinius i esminiy formuojamos
savokos savybiy abstrahavimg ir apibendrinima.

Ne visada biitina pradéti nuo pojiiciu. Pvz., kai susiduriame su begalybés savoka
(tiesé, plokstuma, racionaliyjy skaiCiy tankumas tam tikrame intervale, riba ir pan.),
tai jutiminé pakopa Cia atkrinta ir vaizdumas nepadeda.

Vaizdumo principas remiasi nagrinéjamos medziagos suvokimo, jprasminimo ir
apibendrinimo procesy esminémis savybémis. Skirtinguose medziagos isisavinimo
etapuose vaizdumas atlieka skirtingas funkcijas. Kada mokiniai nagrin¢ja iSorines
objekto savybes, tada jie patys gali tiesiogiai gauti ziniy apie jas. Jei didaktinis tikslas
yra rySiy bei santykiy tarp objekty ar ju savybiy ir moksliniy sagvoky formavimas,
vaizdinés priemonés yra tik ramstis {prasminant Siuos rysius, jos konkretizuoja bei
iliustruoja $ias savokas.

Biitina prisiminti, kad vaizdiniy priemoniy naudojimas negali buti savitikslis. Be-
reikalingas ju naudojimas gali duoti nepageidaujamy rezultaty. Konkretus vaizdumas
turi laiku uzleisti vieta abstrak¢iajam.

Ziniy tvirtumo principas reiskia galimybe remtis jgytomis Ziniomis, mokéjimais
ir igiidziais tolesniuose mokymosi etapuose bei gyvenime. Si galimybé gali virsti
tikrove tik tada, kai zinios mokéjimai ir iglidziai isisavinti tvirtai, gerai itvirtinti ir
nuolat tobulinami. Mokant matematikos tai realizuojama, jei mokytojas: 1) tinkamai
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organizuoja iSeitos medziagos kartojima (pries pateikdamas nauja medziaga, pateiki-
mo metu, apibendrindamas ir t. t.); 2) laiku atlieka ziniy ir mokéjimy tikrinima, taip
i8aiskindamas ir Salindamas Ziniy spragas; 3) kreipia ypatinga démes;j i tikslinga sis-
teminj uzdaviniy ir pratimy pateikima mokiniams. O mokiniai privalo: 1) atsakinéda-
mi i8déstyti iSmokta medziaga trumpai ir aiskiai, remdamiesi praktiniais pavyzdziais;
2) stengtis sékmingai atlikti jvairiausius savarankiskus darbus; 3) stengtis greitai ir
tiksliai atgaminti pagrindiniy savoky apibrézimus, teoremas, formules, désnius ir t. t.
Sis principas reikalauja, kad mokiniai gana ilga laika i$saugoty atmintyje sistemingas
zinias, mokéjimus ir jgiidzius. Tai irgi labai susij¢ su supratimu — mokymosi samonin-
gumo principu, o kartu — ir su aktyvumu.

Zinios negali biiti tvirtos, jei jos nesusistemintos, nesusietos bendromis idéjomis.
Tai uztikrina mokymo moksliskumo principo realizavimas.

Be $iy principy, yra biitina atitinkamai organizuoti mokyma, atsizvelgiant i {simi-
nimo mechanizmo tyrimo rezultatus. Bendrosios pedagogikos teiginiai, kuriais remia-
si mokymo organizavimas, yra tokie: a) jsiminimas tiesiai proporcingas kartojimui;
b) atmintis turi pasirinkimo savybe: geriau ijsimenama tai, kas mums yra svarbu, kada
isiminimo motyvas — medziagos taikymas praktikoje, kada medziaga idomi, emocin-
gai nuspalvinta; c) isiminimui padeda nagrinéjamos medziagos suskaidymas { mazas
porcijas, iSskiriant atraminius taskus teziy, pavadinimy, klausimy pavidalu.

Ka turi isiminti mokinys i$ matematikos? Visiskai aisku, kad viska isiminti ilgam
laikui ir negalima, ir nereikia. Apibrézimai, teoremos, aksiomos — ju tikslus formu-
lavimas gali uzsimirsti, taciau savokos, sarysiai tarp ju turi i$likti mokiniy samong¢je
intuityviai aiskus. Taigi grieztos matematinés formuluotés turi buti suformuluotos tik
po to, kai atitinkami objektai ar ju savybés yra suvoktos intuityviai.

Ilgam nejsimenami ir jrodymai. Mokymas ir neturi biiti orientuojamas i jrodymy
isiminima. Mokiniai turi biti skatinami patys ieskoti irodymy ir atrasti, kai tai butina.

Svarbiausia kartojimo rii§is — kartojimas, kurio tikslas — pakartotaja medziaga Cia
pat pritaikyti naujai medziagai isisavinti. Tai susieja skirtingas savokas, teiginius i
vieninga sistema, padedancia geriau jsiminti tiek anksé¢iau iSeitaja, tick nauja medzia-
ga. Tad biitent toks kartojimas yra esminé matematikos mokymo proceso dalis.

Mokymo sistemingumo ir nuoseklumo principas iSplaukia ir i§ paciy mokomuyjy
dalyky logikos, ir i§ mokiniy pazintinés bei praktinés veiklos, kuri yra susijusi su
protinio ir fizinio vystymosi désningumais. Sis principas — mokomuju programy su-
darymo pagrindas. Juo remiasi mokytojo darbo sistema, reguliuojanti mokiniy veikla
mokymo procese.

Matematikos mokymo sistemingumas numato apibrézta tvarka, kurios turi biiti laiko-
masi nagrinéjant ir tiriant faktus, palaipsniui jvaldant pagrindines mokyklinio matema-
tikos kurso savokas ir teiginius. ,, Tik sistema, aiSku, protingai sukurta, kylanti i§ pacios
objekty esmés, suteikia mums realia valdzia savosioms zinioms, — ras¢ K. USinskis. —
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Galva, pripildyta fragmentisky, tarpusavyje nesusijusiy ziniy, panasi i sandélj, kuriame
viskas suversta netvarkingai ir kuriame pats Seimininkas nieko negali rasti“ [143, p.
355]. Skirdamas tai, kas yra svarbiausia, o kas antraeilis dalykas matematinése Ziniose
ir mokéjimuose, sujungtuose i tam tikra sistema, mokinys visada sugebés lengvai atga-
minti tai, kas yra uzmirsta, ir laisvai pasinaudoti tomis Ziniomis, kai jy prireiks.

Matematikos mokymo nuoseklumas reiskia, kad mokymas vyksta einant: a) nuo
paprasto prie sudétingo; b) nuo vaizdiniy prie savoky; ¢) nuo zZinomo prie nezinomo;
d) nuo ziniy prie mokejimy ir igiidziy. Mokytojas sékmingai igyvendins §i principa,
jei matematikos mokymas bus grandiné nuosekliy zingsniy, kuriy kiekvienas papildo
mokiniy turimas zinias ir moké&jimus atitinkama naujy ziniy ir mokéjimy baze, kuri
vél padeda toliau pilnéti grandinei. Padéti realizuoti §i principa mokytojui padeda va-
dovéliy ir kity mokomuyju knygeliy autoriai, kurie paprastai grieztai paiso $io principo
reikalavimy, rengdami savasias mokomasias knygeles.

Mokymo prieinamumo principas reikalauja atsizvelgti i mokiniy amziaus tarpsniy
ypatybes. Svarbiausia yra tai, kad mokomoji medziaga, jos turinys ir apimtis atitikty
mokiniy protines galimybes isisavinti ta medziaga. Taikomi mokymo metodai turi
atitikti reikalavimus mokiniy vystymui ugdymo procese, orientuotis i ju gebéjimy
lavinima. Placiai apie Sio principo realizavima mokant matematikos pradinése klasése
raSo savo dvieju daliy monografijoje [72, 73] Danuté ir Arkadijus Kiseliovai.

Mokant matematikos Sis principas jokiu biidu néra reikalavimas kiek galint pa-
lengvinti ziniy ir mokéjimuy jvaldyma. Kalbama apie tai, kad matematikos mokymas
neturi biti tiek sunkus, kad tapty neprieinamas mokiniams, pakirsty jy tikéjima savo
jégomis ir galimybémis. Kartu matematikos mokymas numato biiting mokiniams ati-
tinkanciy ju jégas sunkumu nugal¢jima. Tada atsiranda pasitikéjimas savo jégomis,
noras siekti geresniy rezultaty.

Aukléjamojo mokymo principas iSreiskia kryptinga mokiniy aukléjima taip, kad
jie galéty suprasti ir paaiskinti gamtos ir visuomenés gyvenimo reisSkinius, biity
aukstos moralés. Matematikos mokymo procese ypac svarbu ugdyti interesa Siam
dalykui, matematinéms zinioms, ju nuodugniam jsisavinimui, formuoti mokéjimus
naudotis jomis, plésti jas savarankiskai. Taigi matematikos mokymas yra aukléja-
masis mokymas, jei efektyviai lavina mokiniy mastyma, praturtina ji naujais vaiz-
diniais ir savokomis, padeda sutelkti démesi ir gerinti atmintj, plétoti kiirybinés
vaizduotés gebejimus, ugdyti valia ir teigiamus jausmus. Aukléjimas mokykloje
— tai intelektiniy ir moraliniy, valios ir kt. savybiy ugdymas. Matematikos moky-
mo procese reikia laikytis bendryju aukléjimo reikalavimu: 1) aukléjimas turi biti
nenutrikstamas, planingas, biitina nesitenkinti epizodinémis aukléjimo priemoné-
mis; 2) neprievartinis, geriau — pasléptas, kada jo poteksté suvokiama mokiniy kaip
vidiné savarankiSkai susiformavusi elgsenos norma ar jsitikinimas; labai svarbus
mokytojo pavyzdys, jo moralinés savybés; 3) aukléjimas mokymo procese idealiai
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turi peraugti i saviaukla; 4) matematikos, kaip ir visy kity dalyky, mokymas turi biiti
auklé¢jamasis.

Aukléjamasis mokymas turi suteikti ne tik reikalingas Zinias, bet ir diegti bendraja
kultiira. Pirmiausia, mokiniai turi suvokti matematikos vaidmenj zmonijos kultiiros
istorijoje, matematikos rysi su kitais mokslais, jos fundamentini vaidmeni gamtos ir
technikos moksluose. Matematikos mokymo procese mokiniams parodoma, kad ma-
tematineés abstrakcijos (skaiCiaus, figtiros, funkcijos savokos) néra ,,grynojo proto*
produktas, o realios tikrovés objekty bei reiskiniy atspindéjimas ir mokslinis apiben-
drinimas ilgaamzés zmonijos praktinés veiklos procese. Todél pirmiausia reikia pa-
rodyti, kad matematikos atsiradimo Saltinis — realus pasaulis. Matematikos mokymo
procese yra didelés galimybés ugdyti garbe, teisinguma, atkakluma (viska atlikti pa-
¢iam, nugaléti sunkumus, nenusirasinéti nuo draugy), patriotizma (pvz., sprendziant
laiko skai¢iavimo uzdavinius istorine ir kultiirine tematika).

Matematikos mokymo sé¢kmé priklauso nuo mokiniy nuolatinio intereso jai. O tas
interesas atsiras tada, kai mokiniui yra suprantama tai, kg aisSkina mokytojas, kai jam
pateikiami uzdaviniai yra idomis savo turiniu ar sprendimo biidais, kada mokiniui
sudaromos galimybés paciam pagalvoti, padaryti iSvada, apibendrinti ir t. t., t. y. kada
mokiniui atsiveria plati vienos ar kitos temos mokymosi perspektyva, atsiranda pasiti-
kéjimas savo jégomis. Todél matematikos mokymo procese bitina laikytis didaktiniy
principy nurodymu: eiti nuo paprasto prie sudétingo, nuo konkreciy stebé&jimy, pavyz-
dziy, bandymu, prie iSvady ir apibendrinimy, prie taisykliy, apibrézimy, teoremy for-
mulavimo. Mokiniui biitina suteikti progy pasidziaugti protinio darbo rezultatais, pa-
sidziaugti kiiryba, atradimais, pergalémis. Tegu $i kiiryba bus atradimas to, kas buvo
seniai atrasta, pergalé — sékmingas uzdavinio iSsprendimas. Kuo dazniau bus progy
patirti dZziaugsma, tuo pastovesnis ir gilesnis bus mokinio dome¢jimasis matematika.
Svarbu ir tai, kaip mokytojas tai skatina.

Estetinis aukléjimas — formavimas tokios ziniy ir igiidziu sistemos, kuri buidinga
visoms meno risims, visoms grozio pasireiskimo formoms — atliekamas pamokoje ir
uzklasingje veikloje. Matematika estetiniam aukléjimui pateikia daug medziagos ir
galimybiy. Tokios matematiniy objekty savybés, kaip simetrija, taisyklingyjy daugia-
kampiy forma, figliros matmeny santykis ir kt. suteikia galimybes sukelti estetinius
jausmus. Pvz., jei paimsime keleta jvairiy staciakampiy, maloniausias akiai bus tas,
kurio krastinés sudaro santyki 34 : 21 = 1,62.

,,Lietuvos Lomonosovas‘* — prelatas Aleksandras Dambrauskas — Adomas Jaks-
tas (1860-1938) savo knygoje ,,Dieviskoji proporcija. Matematiskas dailés désnis*
(1921) teigé, kad egzistuoji dieviskoji proporcija—a : x = x : (a — x), kurios pritaiky-
mas architektiroje (Kauno rotus¢), muzikoje, poezijoje (Maironio eilérastis ,,Jaunos

* Michailas Lomonosovas (1711 — 1765) — rusy mokslininkas, poetas, pasirei$kes labai jvairiose mokslo
srityse
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dienos®, kuriame yra 86 zodziai, 50 i$ ju — daiktavardziai, biidvardziai, veiksmazo-
dziai, 36 — kitos kalbos dalys ir 86 : 50 = 50 : 36), gamtos objektuose (zmogaus, gy-
viiny kiiny, augaly lapy sandaroje) yra grozio, darnos pavyzdys. Kitoje savo knygoje
,Matematiskas bi¢iy instinktas ir vabalas matematikas® (1921) A. Jakstas, remdamasis
graziai matematine koriy struktiira, teigia, kad tai Dievo — kuir¢jo indélis { gamtos har-
monija. O ¢ia — jau matematikos galimybés katalikiSkame aukléjime [6, p. 44-45].

Estetini pasigérejima sukelia ir graziis, original@is uzdaviniy sprendimai, estetiskai
pagamintos vaizdinés mokymo priemonés. Anyksciy Jono Bilitino gimnazijos moky-
kytoja R. Rumsiené, Juodupés mokytoja edukologijos magistré Regina Barauskiené
savo matematikos pamokose pradinése klasése demonstravo tikrai dideli estetinj pa-
sigéréjima kélusias mokymo priemones. Estetinj pasigéréjima kelia ir daugelio dabar
vartojamy mokyklose vadovéliy [25-28, 37-39, 77-80 ir kt.] bei pratyby sasiuviniy
iliustracijos. Taigi $is principas — matematikos didaktikos ir hodegetikos sandura.

Santykiskai naujas didaktinis principas — diferencijuoto ir individualizuoto moky-
mo principas. Jis atsizvelgia i vaiko individualios raidos ypatybes, siekia mokymo
procese geriausiu biidu skatinti mokiniy kiirybines jégas bei gebéjimus. Sis principas
numato optimaly mokomosios medziagos bei mokymo metody pritaikyma kiekvie-
no mokinio individualiems gebéjimams. Diferencijuotas mokymas paprastai numato
salygini mokiniy dalijima i judrias grupes (kuriy sudétis néra pastovi). Dazniausiai
turime tris grupes: stipriyjy, vidutiniyjy ir silpnyju. Matematikos mokymo procese
mokytojas turi nuolat turéti omenyje $ias tris mokiniy kategorijas ir taip planuoti savo
darba, kad optimaliai patenkinty kiekviena i$ iy trijy grupiy. Svarbu yra islaikyti pe-
dagogini takta, nevartoti $iu grupiu pavadinimy darbe su mokiniais.

Kita diferencijuoto mokymo atmaina — labai placiai dabar taikomas grupinis moky-
mas heterogeninése (gr. ,,heteros — Kitas, ,,genos* — giminé) — nevienalytése gebéjimy
atzvilgiu mokiniy grandyse atliekant jvairias pratybu uzduotis. IS stebéty pamokuy gru-
pinio darbo metodikos iSradingumu ypa¢ pasizyméjo Rokiskio ,,Azuoliuko* mokyklos
darzelio pradinuky mokytojos Giedrés Narkiinaités pamoka. Daugiau ar maziau grupi-
nio darbo elementus savo pamokose taiké jos kolegé Irina Sutiené, anyksténés pradi-
nuky mokytojos Daiva Guobuziené, Elena Brazitiniené (Antano Baranausko viduriné
mokykla), Jolita Karosiené (A. Vienuolio gimnazija), Skaidrina Ratautiené (J. Bilitino
gimnazija). Viena i$ grupinio darbo atmainy — darba poromis savo pamokoje sumaniai
panaudojo anyksténe pradinuky mokytoja Asta Griniené (J. Bilitino gimnazija).

Greiciau atlikusiems savarankisko darbo uzduotis papildomy uzduociy buvo pa-
rengusios ir pamokose jas panaudojo Rokiskio ,,Romuvos® gimnazijos pradinuky mo-
kytoja Sigita Galveliené, anyksténé J. Karosiené.

Svarbios mokinio (valdomojo objekto) savybés: mastymo, atminties, , charakterio
ir valios. Jeigu biity galima kokiu nors biidu iSmatuoti atskiry mokiniy matematinés
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medziagos isisavinimo greitj, tai matytume kur kas didesnius skirtumus negu mokan-
tis kity mokomuyjy dalyky. Tai paaiskinama tuo, kad jsisavinant matemating medzia-
ga reikia kur kas intensyvesnés mastymo veiklos, auksStesnio apibendrinamosios ir
abstrahuojancios veiklos lygio. Tad pastarojo principo svarba mokant matematikos
yra itin didelé. Placiai $is principas iSnagrinétas bendrojoje didaktikoje, jo taikymas
matematikos didaktikoje Lietuvoje irgi yra analizuotas [13].

ISnagrinétieji didaktiniai principai iSreiSkia mokymo proceso désningumus ir ju
laikymasis yra biitina pedagoginés mokytoju veiklos sekmés salyga. Principai sudaro
sistema, jie tarpusavyje glaudziai susij¢. Nei vienas i$ ju néra universalus, bet kurio i$
ju taikymas izoliuotai nuo bendros principy sistemos neduoda bitiny rezultaty.

Reikia pazymeéti, kad matematikos mokymo procesas yra labai sudétingas ir pries-
taringas. Net ir labai patyres mokytojas, sugebantis gana efektyviai organizuoti $i
procesa, teisingai panaudojantis jvairias mokymo formas ir metodus, nuolat susiduria
su jvairiais prieStaravimais. Mokéjimas juos iSryskinti, ju esmés supratimas, reikSmeés
jvertinimas daznai sudaro galimybes juos laiku iSspresti ir netgi uzkirsti kelia jiems
atsirasti. Svarbiausi prieStaravimai yra susij¢ su: 1) mokymo tikslais; 2) mokymo pro-
ceso esme (pvz., tarp déstymo ir savarankisko mokymosi); 3) mokymo turiniu (gausi
nauja informacija ir ribotas mokymo laikas); 4) savoky formavimo procesu (pvz., tarp
konkreciy vaizdiniy ir abstrakciy savoky); 5) mokymo metodais (pvz., tarp mokytojo
vadovaujancio vaidmens ir mokiniy savarankiskos veiklos); 6) mokymo formomis
(pvz., tarp klasinés-pamokinés ir individualizuoto mokymo formu).

Dabar ypac astrus prieStaravimas pasireiskia tarp dvieju mokymo proceso tipu:
aiSkinamojo ir probleminio. AiSkinamojo mokymo atveju mokiniai turi suvokti mo-
kymosi tikslus, o po to jsisavinti atitinkama Ziniy sistema. Zinios jiems pateikiamos
gatavos i$ {vairiy Saltiniy: mokytojo aiSkinimo, vadovélio, kompiuterio ekrano, mo-
komojo kino filmo ir t. t. Mokinys Zinias isisavina, itvirtina, i$siugdo jy taikymo mo-
kéjimus bei igiidzius ir i§ nezinojimo biiklés pereina i Zinojimo biikle — t. y. iSspren-
dziamas pagrindinis mokymo prieStaravimas. Taciau neiSreiksStine forma §is prieStara-
vimas toliau egzistuoja, nes mokiniai nebuvo pakankamai aktyvis $io prieStaravimo
sprendimo dalyviai. Antruoju atveju Sis prieStaravimas — rySkus mokymo pazintinés
veiklos stimulas, susietas su savarankiSku (ar vadovaujant mokytojui) mokomuyju
tiriamyjy uzduo¢iy atlikimu. Cia mokiniai yra aktyviis ir samoningi nagrinéjamojo
priestaravimo sprendimo proceso dalyviai, nes prieStaravimo supratimas, nagringji-
mas ir sprendimas sudaro bet kurios tiriamosios uzduoties sprendimo esmg.

Mokymo dinami$kumas, biitinumas nuolat keisti mokomyju uzduoc¢iy sunkumo
lygi atsizvelgiant { mokiniy individualias ypatybes daznai gimdo populiary priesStara-
vima tarp menamo ir tikrojo vieny ar kity mokymo priemoniy ivertinimo. Bet kuris
mokymo metodas, forma, priemoné kintanciomis salygomis daznai ne tik netenka
savo veiksmingumo, bet ir virsta savo prieSybe. Pvz., palengvintos matematinés uz-
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duotys silpniesiems mokiniams, i§ pradziy stimuliuojancios ju mokymosi veikla, vé-
liau gali stabdyti ju mokymasi.

2.6. Apie matematikos mokymo formas ir metodus

Siuolaikinis mokslo ir technikos lygis reikalauja i§ darbuotojo ne tik atitinkamos
veiklos sferos ziniy, mokéjimy bei igudziy, bet ir gebé&jimo spresti ivairius, kartais
visi$kai naujus, uzdavinius kintan¢iomis salygomis ar net savarankiskai formuluoti
tokius uzdavinius, t. y. atitinkamo kiirybinio aktyvumo.

Reikia pazymeéti, kad mokymo programos turinys neturi lemiamos reik§meés mo-
kiniy matematinei veiklai. Lemiama reikSme turi mokymo metodai. Matematikos di-
daktikoje (ir apskritai didaktikoje) mokymo metody problema vienareikSmiskai néra
iSspresta. Yra nemaza bandymy klasifikuoti mokymo metodus, pasirenkant jvairius
klasifikacijy pagrindus (pagal mokytojo ir mokiniy veiklos pobtdi, ziniy Saltinius ir t.
t.). Kartu stebimas mokymo formy ir metody painiojimas (pvz., vieni autoriai paskaita
laiko mokymo forma, kiti — metodu). Tai nestebina, nes kol kas néra nei itin tikslios mo-
kymo metodo savokos, nei ju klasifikacijos. Pries ja atlieckant, biitina tiksliai apibrézti,
kas tai yra — mokymas mokykloje. Tai ne tik Ziniy perteikimas mokiniams, o sudétin-
gas mokytojo ir mokiniy efektyvios tarpusavio saveikos procesas. Biitina pabrézti, kad
mokymas — bendra mokytojo ir mokiniy veikla esant vadovaujanciajam mokytojo vai-
dmeniui. Mokant yra dvi ryskios pusés: mokymas ir mokymasis. Mokymas — mokytojo
veikla, kuri pasireiSkia mokomosios medziagos déstymu, stebéjimu, Ziniy isisavinimo
bei taikymo organizavimu, jgauty mokéjimy ir igiidziy tikrinimu. Mokymasis — samo-
ninga mokiniy veikla vadovaujant mokytojui, pasireiskianti tuo, kad mokiniai suvokia
jiems teikiama mokomaja medziaga, klausydamiesi mokytojo aiskinimuy, jprasminda-
mi nagrin¢jamus faktus, objektus, reiskinius ir ry$ius tarp ju, o apibendrindami visa tai
pagal mokytojo pateiktas uzduotis taiko ir jtvirtina igytas Zinias.

Taigi mokymo metodai yra dviejy rasiy — ziniy perteikimo ir mokymosi. Taciau
mokymo metodai néra mechaniné $iy dviejy metody grupiy suma. Mokymas — tai
organiska ziniy perteikimo bei jy isisavinimo vienove, t. y. taikant mokymo metodus
biitina sukurti tokias situacijas, kuriose zinios bty ir perteikiamos, ir jsisavinamos.
Ypac pabréztina yra tai, kad mokymo metodai turi atitikti mokiniy intelektinio issi-
vystymo lygmeni ir skatinti eiti toliau.

Dabar mokymo metodo sgvoka remiasi mokymo proceso, kaip valdomo pazinimo
proceso, supratimu. Tad mokymo metodai turi biiti nagrinéjami kaip mokiniy pazin-
tinés veiklos organizavimo biidai, uztikrinantys ziniy kaupima, paZinimo ir prakti-
nés veiklos metody jvaldyma. Taigi mokymo metodas — ziniy perteikimo ir mokiniy
pazintinés bei praktinés veiklos organizavimo budas, kuris padeda isisavinti Zinias,
mokéjimus bei iglidZius ir pazinimo metodus, formuoti mokinio asmenybg.
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Labai svarbi problema — mokslinio tyrimo metody taikymas mokantis matemati-
kos. Mokymasis vyksta ne vien dalyko déstymo procese. Kartais dalyko déstymas net
trukdo aktyviam mokymuisi. Tai kei€ia ir mokytojo vaidmeni. Jei anks¢iau mokyto-
jas buvo pagrindinis mokomosios informacijos Saltinis mokiniams, tai $iuo metu taip
nebéra. Tad pagrindinis mokytojo uzdavinys dabar — specialus mokomuyjy situacijy
ktrimas siekiant perteikti biitina mokiniams mokomaja informacija taip organizuo-
jant savarankiSka mokiniy veikla, kurios procese jie igytu ta informacija nattralesniu
zmogui — savimokos keliu. Taigi mokytojo darbas tampa individualesnis, kiirybis-
kesnis, ne vien mokytojas dabar turi mokyti matematikos, bet ir mokiniai, mokytojui
suktirus atitinkamas situacijas, savarankiskai ar bendradarbiaudami tarpusavyje bei
su mokytoju, mokosi ir jvaldo atitinkama matematiniy Ziniy, mokéjimy bei igiidziy
sistema. Mokytojas visa savo veikla turi siekti igyvendinti §j tiksla. Savarankisko mo-
kymosi teigiamybés abejoniy nekelia. Taciau realiame matematikos mokymo procese
ne visada galima (o ir didaktine prasme ne visada tikslinga) remtis vien savarankisku
mokiniy darbu. Daugelis matematikos mokyklinio kurso klausimy reikalauja ne tik
mokymosi, bet ir labai griezto, tikslaus iSmokimo (pvz., veiksmy atlikimo algoritmai).
Tad mokomajai mokytojo veiklai turéty biiti bidinga tik minimizacijos, o mokiniy sa-
varankiskai mokymosi veiklai — optimizacijos tendencija.

Mokslinio tyrimo metodai skirstomi i: a) jutiminius; b) teorinius; c) turininguosius
ir d) formaliuosius loginius. Tai sistema buidy, désniy, mokéjimy ir jgudziy, skatinan-
¢iy naudotis tokiomis mastymo operacijomis, kaip objekty stebéjimas, veiksmai su
jais, lyginimas, analiz¢ ir sintezé, apibendrinimas ir specializacija, abstrahavimas ir
konkretinimas.

Pazinimo ir mokymo procesas gali biiti dvieju lygiu: 1) pojuciu, suvokimo ir vaiz-
diniy; 2) sprendimy ir iSvady.

Pirmasis lygis — tik iSoriniy, esminiy nagrinéjamy objekty poZymiy pazinimas, o
antrasis leidzia pazinti vidinius esminius ty paciy objektu pozymius. Kai kurios auks-
¢iau aptartos mastymo operacijos vartojamos tik vienu pazinimo lygiu, kitos — abiem.
Pvz., stebéjimas taikomas tik pirmu lygiu, apibendrinimas, abstrahavimas, konkreti-
nimas — tik antru, o lyginimas, analiz¢ ir sintezé¢ — abiem lygiais.

Pirmuoju pazinimo lygiu mokinio suvokimas yra visuminis (apimamas visa objek-
tas), t.y. turima pirminé sintezé. Toliau mokinys remiasi analize (mintyse objektas
iSskaidomas { ji sudarancias dalis). Pagaliau mokinio mastyme ima reikstis antriné
sintez¢ (susidaro objekto vaizdinys). Antrasis lygis — kai objektas toliau nagrinéjamas
einant nuo analizés prie sintezés, arba atvirksciai.

Bendroji mokymo metody klasifikacija atliekama remiantis skirtybémis tarp mo-
kytojo ir mokiniy veiklos. Siuo pagrindu isskiriame: 1) déstymo metodus (mokytojo
veikla) — informacijos perteikimo ir mokiniy tiriamosios veiklos valdymo metodai;
2) mokymosi metodus (mokiniy veikla). Sioje klasifikacijoje svarbiausi yra antrosios
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grupés metodai, nes jie yra paties mokymo proceso tikslas ir padeda uZztikrinti moko-
mosios medziagos isisavinima.

Déstymo metodai — tam tikros matematiniy ziniy, mokéjimy ir igidZiy sistemos
perteikimo mokiniams biidai. Jie vartojami, kai mokiniai turi iSmokti veikti pagal tam
tikrus algoritmus, arba tada, kai medziaga yra jiems labai nauja, sudétinga ir savaran-
kiskai jos isisavinti jie nepajégty. Pagrindiniai déstymo metodai yra: pasakojimas,
aiskinimas, pokalbis, treniruojamojo pobudzio savarankiskas darbas, vadovavimas
mokiniy savarankiskam darbui su mokomaja literatira.

Mokymosi metodai — metodai, kurie buvo specialiai sukurti didaktikoje (euristinis po-
kalbis, mokymas per modelius ir kt.) tam, kad buity galima efektyviai valdyti mokyma.

Taikydami jvairius mokymo metodus, neturime pamirsti nuoseklaus ir planingo
specialiy mokéjimy, leidzian¢iy sékmingai mokytis matematikos, formavimo. Mo-
kydamiesi matematikos mokiniai turi susiformuoti mokéjimus: a) iSryskinti ir formu-
luoti mokomasias problemas; b) atrinkti, {vertinti ir panaudoti informacija, susijusia
su atitinkama mokomaja problema (gebéjimas aktualizuoti zinias); c) iSryskinti ir
formuluoti kryptingas hipotezes, panaSias i tiesa; d) ivertinti ir pagristi tas hipotezes,
gaunamas iSvadas ir apibendrinimus; e) planuoti savo veiklg ir realizuoti ja pagal
susidaryta plana.

Kiekvieng déstymo metoda turi atitikti atitinkamas mokymosi metodas, tik tokiu
atveju déstymo metodas gali biiti laikomas mokymo metodu. Realiame mokymo pro-
cese Sie metodai daznai susilieja { vieninga visuma, pvz., pokalbyje. Labai svarbus yra
euristinis mokymo metodas. Jam ir skirsime nemaza démesio.

2.7. Euristinis matematikos mokymo metodas

Euristiné veikla —tokia zmogaus mastymo veikla, kuri sukuria nauja veiksmy siste-
ma arba atskleidzia anks¢iau nezinomus Zzmogui ji supanciy objekty (ar nagrinéjamos
mokslo srities objekty) désningumus. Pati euristiné veikla yra taikoma tokiems reis-
kiniams: a) kai ji padeda i$spresti sudétinga, nestandartini uzdavini; b) kai zmogaus
samonéje jai vykstant susiformuoja tam tikro uzdavinio sprendimo specifinis biidas ir
daugiau ar maziau samoningai perkeliamas i kity uzdaviniy sprendimo procesa.

Euristinio metodo taikymo mokant matematikos pradzia siejama su pranciizy ma-
tematiko pedagogo K. A. Lezano (Lesanne) darbais. Jis pateiké tokius patarimus mo-
kytojui: déstymo procese laikytis zaidybinés situacijos salyguy, palaikant vaikui iliu-
zija, kad jis savarankiskai atskleidzia vieng ar kita matemating tiesa, vengti perkrauti
atminti, mokyti remiantis interesu tam, ko mokoma [131, p. 2-3].

Rusy pedagogas S. Sochoras-Trockis nurodé, kad negalima déstyti medZiagos ga-
tavu pavidalu. Taip elgtis — reiskia eiti pries pagrindinius mokymo principus. IS dalies
jis nurode, kad ,,geometrijos uzsiémimai gali bati mokiniams jdoms tik tada, kai jie
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reikalauja jo jégas atitinkancio ir planingo darbo <...>, reikalauja protinio darbo, o ne
mintinio Zodziy mokymosi“ [148, p. 14].

Euristinés veiklos vaidmuo moksle ir mokant matematikos smulkiai nusvieciamas
D. Poja darbuose. Euristika jis apibiidino kaip specialia mokslo sriti. Jos tikslas — tirti
taisykles ir metodus, kuriuos taikant daromi iSradimai ir atradimai. Pagrindinis meto-
das, kuriuo naudojantis galima i$nagrinéti kiirybinio mastymo proceso struktiira yra,
jo nuomone, asmeninio patyrimo sprendziant uzdavinius tyrimas ir stebéjimas, kaip
uzdavinius sprendzia kiti. D. Poja band¢ suformuluoti tam tikras taisykles, kuriomis
naudojantis galima atlikti iSradima, tac¢iau psichinés veiklos, kuriai sitilomos $ios tai-
syklés, neanalizuoja. O tos taisyklés yra tokios: 1) reikia turéti geb¢jimuy, kartu turi ir
sektis; 2) tvirtai laikytis ir neatsitraukti, kol nepasirodys s¢kminga idéja. Uzdavinio
sprendimo schema yra tokia: 1) uzdavinio formulavimo supratimas; 2) sprendimo
plano sudarymas; 3) plano realizavimas; 4) zvilgsnis atgal (sprendimo nagring¢jimas).
Uzdavini sprendziantis asmuo spr¢sdamas turi atsakyti i klausimus: a) kas nezinoma?
b) kas duota? c) kokia yra salyga? d) ar anks¢iau nepasitaiké panaSaus uzdavinio, nors
ir pateikto truputj kita forma? e) ar yra koks nors uzdavinys tarp mano sprestujy gimi-
ningas Siam? f) ar negalima pasinaudoti tuo uzdaviniu? [137]. Nesunku pastebéti, kad
D. Poja pabrézé viena euristinés veiklos principy — turimo patyrimo panaudojima.

D. Poja pazitroms artimos Dz. Brunerio pazitiros. Jis euristinius sprendimo ba-
dus apibiidino kaip tam tikrus ne itin tikslius uzdaviniy sprendimo buidus, kuriuos
naudojant galima pasiekti norima rezultata, bet gali buti ir atvirks¢iai. Dz. Bruneris
savoka ,.euristinis* traktuoja, kaip ir D. Poja, apibiidinima btuidy, padedanciy i$sprgsti
uzdavini [114, 118].

V. Sojeris rasé: ,,Kiekvienam matematikui nesvetimas proto uzmojis. Matematikas
nemeégsta, kada jam kas nors apie ka nors pasakoja, jis nori viska atrasti pats* [140, p.
25]. Tas uzmojis budingas ir vaikams: ,,Jei jiis <...> déstote geometrija 9—10 mety vai-
kams ir pasakojate, kad niekas dar nesugebéjo padalyti kampo i tris lygias dalis, nau-
dodamasis liniuote ir skriestuvu, jus butinai pamatysite, kad vienas ar du berniukai liks
po pamokuy klaséje ir bandys rasti sprendima. Ta aplinkybé, kad per 2000 mety niekas
nesugeb¢jo iSspresti §io uzdavinio, jiems netrukdo tikétis, kad tai jie padarys <...> per
pertrauka. Tai, aisku, ne itin kuklu, bet ir néra savgs pervertinimas. Jie paprasciausiai
yra pasirengg priimti bet kurj i88tki. O juk i8 tiesy yra seniai jrodyta, kad nejmanoma
padalyti kampa i tris lygias dalis su liniuote ir skriestuvu. Jy bandymas rasti sprendima
yra toks pats, kaip bandymas isreiksti \/5 racionaligja trupmena */ .

Geras mokinys visada stengiasi uzbégti i prieki <...>. Stai $is troskimas yra mate-
matiko skiriamasis bruozas. Tai viena i$ jégy, padedanciy augti matematikui. Mate-
matikas junta pasitenkinima ziniomis, kurias jis jau ivaldg, ir visada siekia naujy ziniy
<...>. Kita buitina matematiko savyb¢ yra interesas désningumams. Désningumas — tai
labiausiai stabili nuolat kintan&io pasaulio charakteristika. Siandiena negali biti pa-
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nasi | vakarykste diena. Negalima pamatyti du kartus viena ir ta pati veida tuo paciu
regéjimo kampu. Désningumy pasitaiko jau pacioje aritmetikos pradzioje. Daugybos
lenteléje yra nemazai elementariy désningumy pavyzdziy. Paprastai vaikai mégsta
dauginti i§ 2 ir 5, nes paskutinius atsakymo skaitmenis lengva jsiminti: dauginant i$ 2
visada gaunami lyginiai skaiciai, o dauginant i§ 5, dar paprasciau, sandauga baigiasi
visada 0 ar 5. Bet netgi dauginant i§ 7 yra savy désningumu. Jei mes perzitirésime
sandaugu 7, 14, 21, 28, 35, 42, 49, 56, 63, 70 paskutinius skaitmenis <...> ir perskaity-
sime paskutinius skaitmenis atvirkstine tvarka, tai gausime sandaugy i$ 3 paskutinius
skaitmenis* [140, p. 25-27].

Taigi vienas i$ pagrindiniy metody, leidzian¢iy mokiniams parodyti kiirybinj akty-
vuma mokantis matematikos yra euristinis metodas. Jo esmé trumpai nusakoma taip:
mokytojas klaséje suformuluoja kokia nors mokomaja problema, o po to specialiai pa-
rinktais uzdaviniais padeda mokiniams savarankiskai atrasti vieng ar kita matematini
fakta. Mokiniai palaipsniui, zingsnis po zingsnio nugali sunkumus spresdami iSkelta
problema ir suranda jos sprendima.

Yra zinoma, kad mokiniai mokydamiesi matematikos susiduria su jvairiais sun-
kumais. Taciau taikant euristini metoda Sie sunkumai tampa papildomu mokymosi
stimulu (lot. ,,stimulus* — paskata). Jei mokinys pajunta, kad jo ziniy nepakanka uzda-
viniui i$spresti ar teoremai jrodyti, tai jis pats stengiasi uzpildyti Sia spraga, savaran-
kiskai atrasdamas vieng ar kita savybg ir tada pamato jos naudinguma. Tad mokytojas
turi darba organizuoti taip, kad sunkumai, kurie iSkyla mokiniams, atitikty ju jégas.

Euristinio metodo taikymas teigiamai veikia mokiniy pozitiri { mokymasi. Sava-
ranki$ki atradimai labai sustiprina interesa mokytis.

Taciau euristinis metodas reikalauja labai dideliy tiek mokytojo, tieck mokinio lai-
ko sanaudy. Visa mokyma organizuoti remiantis tik §iuo metodu nejmanoma — tam
neuztekty viso mokymosi mokykloje laiko. Be to, vienas mokymo metodas nusibosty
ir mokiniams. Todé¢l euristinis metodas taikytinas tik esminiams, fundamentiniams
klausimams perteikti (pvz., trikampio vidaus kampy didumy suma, Pitagoro teorema).
Kituose skyreliuose apzvelgsime Sio metodo praktinio igyvendinimo budus.

2.8. Euristinio metodo praktinio jgyvendinimo budai
2.8.1. Euristinis pokalbis

Kad mokiniai i§mokty jrodinéti, reikia suteikti jiems galimybe ne tik klausyti ir
isiminti gatavus jrodymus, bet ir aktyviai dalyvauti atliekant jrodymus. Taigi reikia
taip organizuoti pedagogini procesa, kad mokiniai turéty galimybg ieSkoti sprendimo
keliy ir juos rasti, kad jie jaustysi kiiréjais, daranciais atradimus. Pirmasis tam pade-
dantis metodas yra euristinis pokalbis. Jo esmé: mokytojas klaséje iSkelia problema
(suformuluoja teorema, pateikia uzdavini), o po to pateikdamas tikslingus klausimus
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veda mokinius teisingu keliu. Mokiniai atlieka vienas po kito jrodymo ar sprendimo
zingsnius. Klausimai pateikiami visai klasei; atsakymus duoda mokytojo pasirinkti
mokiniai. Taip kolektyvinémis pastangomis gaunamos reikalingos iSvados. Todél eu-
ristinio pokalbio metodas — kolektyvinio darbo metodas, taikomas vadovaujant mo-
kytojui. Taciau tai netrukdo, o priesingai — leidzia kiekvienam mokiniui dalyvauti jro-
dinéjant teorema ar sprendziant uzdavini. Praktika liudija, kad §is metodas suzadina
daugelio mokiniy aktyvuma. Mokytojas turi stengtis i aktyvia veikla jtraukti visus mo-
kinius. Galimyb¢ aktyviai dalyvauti kolektyviniame darbe leidzia daugeliui mokiniy
palaipsniui susiformuoti mokéjimus bei jgiidzius pagristi teoremuy jrodymus, spresti
uzdavinius. Gyvas dialogas, aktyvus dalyvavimas irodinéjant teorema ar sprendziant
uzdavini, galimybe¢ pareiksti iniciatyva, panaudoti kiirybos elementus — visa tai kelia
susidoméjima pamokomis, matematika, skatina meilg jai.

Pokalbis, kuriame i§ mokiniy reikalaujama duoti iSsamius atsakymus i klausimus,
teisingai formuluoti mintis, daryti i§vadas, padeda vystytis trumpai, tiksliai, turtingai
kalbai, o su ja — ir mastymui.

Euristinis pokalbis efektyviausias, kai atlieckama musy auksc¢iau aptarta kylancioji
analizé. Cia peréjimas nuo vieno prie kito etapo yra natiiralus, visa {rodymo ar spren-
dimo struktiira — logiskai biitina. Pokalbyje analizé natiiraliai pereina i sinteze, kur tai
reikalinga.

Jei norime naudotis sintetiniu mokymo btidu, geriau yra sieti mokykling paskaita ir
euristini pokalbi. Jis daznai siejamas ir su demonstraciniu, laboratoriniu metodais.

2.8.2. Reikalavimai euristinio pokalbio klausimy sistemai

Euristinio pokalbio taikymo pamokoje sékmé labai priklauso nuo mokytojo pa-
rengtos klausimy sistemos. Auksta bendroji ir matematiné kulttira, iSradingumas,
gyva kalba, mokéjimas trumpai, paprastai ir aiSkiai formuluoti klausimus, o jei reikia
— sugebéti greitai juos pakeisti, suformuluoti kitaip — tokios mokytojo savybés uzti-
krina sékminga §io metodo taikyma. Reikalavimai mokytojo klausimams yra tokie:
1) klausimy sistema turi pasizyméti loginiu nuoseklumu, kuri apibrézia mokomosios
medziagos turinys ir pasirinktas jos perteikimo metodas; 2) klausimai turi sukurti
pakankama erdve mokiniy mastymui, t. y. priklausomai nuo atsakymo sudétingumo
gali biiti jvairts intervalai tarp klausimy; biitina atsizvelgti i mokiniy amziy; apskritai
klausimai turi buti pakankamai sudétingi, bet jkandami, prieinami vidutiniam mo-
kiniui; 3) klausimai turi biiti suformuluoti trumpai ir aiskiai, nes tai biitina mokiniy
minciai nukreipti tuo keliu, kuris reikalingas {rodymui ar sprendimui plétoti; reikia
vengti neapibrézty klausimy (,,Ka galima pasakyti apie ...7*"); 4) zodis, ant kurio kren-
ta loginis kirtis, turi buti pateiktas klausimo pradzioje (,,Kodél ...“?); 5) vengti sudé-
tiniy klausimy — dvigubi ar trigubi klausimai dezorganizuoja mokiniy mastymo eiga,
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léciau gaunamas teisingas atsakymas; 6) reikia vengti pasakanciyju klausimy; viena
ju forma — alternatyvus pasirinkimas (taip — ne ir pan.); 7) klausimas pateikiamas vi-
sai klasei, reikalaujama, kad atsakymus rengty kiekvienas mokinys; 8) jei atsakymo
nesulaukiama, tai klausimas buvo per sunkus ir tada: a) reikia suskaidyti ji i papras-
tesnius; b) kartais prireikia ji perfrazuoti, panaudojant paprastesng zoding israiska; c)
krastutiniu atveju — atsakyti pa¢iam mokytojui.

Reikalavimai mokiniy atsakymams: 1) atsakinéti turi biiti pasirengg visi; { viena
klausima daznai prasoma atsakyti 2-3 mokinius ir nebiitinai tuos, kurie kelia rankas;
2) atsakymai turi buti i§samds ir tikslds, suprantami visiems mokiniams.

2.8.3. Ypatingoji euristinio pokalbio forma

Jos esmé: mokytojas iSkelia problema, pasiekia, kad kiekvienas mokinys suvokty
siiloma jrodyti teorema ar iSspresti uzdavini ir pasitlo tai atlikti savarankiskai. Po to
aptariami mokiniy sitilomi variantai, priimamas teisingas. Kritika ir klaidingy vari-
anty atmetimas yra labai naudingi — tai vysto mokéjima surasti klaidas, skatina nora
ieSkoti ir surasti teisingus irodymus ar sprendimus. Silpnoji §io metodo pusé: sunku
nustatyti, ar visi mokiniai isitrauké i darba, taciau vis tiek visi bus priversti isklausyti
teisingus variantus.

2.8.4. Euristinio pokalbio ir matematikos laboratoriniy darby derinimas

Laboratoriniy darby metu mokiniai dirba su daiktais ar ju modeliais, naudojasi
matavimo prietaisais. Jie skirstomi i dvi raiSis: 1) vieny laboratoriniy darby tikslas
— supazindinti su matematiniais faktais, désningumais; 2) kiti darbai skirti zinioms
taikyti, mokéjimams ir jgiidziams formuoti.

Pirmosios riiSies laboratoriniai darbai yra daugiau tiriamojo pobudzio. Kiekvienas
toks darbas atlickamas mazdaug taip: a) mokytojas trumpai suformuluoja uzduoti mo-
kiniams ir pateikia instrukcija, kaip ja atlikti; b) mokiniai individualiai ar nedidelémis
grupémis (gali ir poromis) dirba su i§dalytais jiems objektais, naudodamiesi reikalingais
matavimo prietaisais; Sio darbo tikslas — sukaupti faktus, kurie leis rasti bendra désnin-
guma; ¢) darbas baigiamas kolektyviniu jo rezultaty aptarimu vadovaujant mokytojui
ir suformuluojant galuting iSvada. Darbo metu mokiniai naudojasi keliais jutimo orga-
nais, jame yra euristinis — paieskos elementas, nauju mokiniams fakty atradimas, visa
tai sukelia mokiniy aktyvuma, palaiko darbinguma, Zadina interesa matematikai. Sis-
teminiame geometrijos kurse tokie laboratoriniai darbai padeda suformuluoti teoremas
nepilnosios indukcijos btidu, o po to jos jrodomos dedukciniu biidu.

Tam tikras euristinis elementas yra ir antrosios risies darbuose. Sios rii$ies atmaina
— matavimai vietovéje, kur matematika taikoma jau ne modeliams, o realiems objek-
tams — erdvinéms formoms ir kiekybiniams santykiams.
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2.9. Aktyvaus matematikos mokymo metodas (mokymas naudojantis modeliais)

Sveicary psichologas Z. Pjazé buvo pirmasis psichologas, kuris pastebéjo, kad
iSsamiy matematiniy savoky formavimas remiasi tuo, kad mokiniai turi apibréztas
proto strukttiras ir kad bet kuri matematiné savoka vaiko mastyme neapsiriboja gryna-
jalogika, o gimsta kaip loginiy-operaciniy strukttiry sintezé, o Sios struktiiros susifor-
muoja vystantis organiniam rysiui tarp vidiniy mastymo operaciju, efektyvios iSorinés
veiklos ir konkre¢ios mokomosios medziagos. Pagal Z. Pjaz¢ koncepcija intelekting
mokinio veikla glaudziai siejasi su jo veiksmais, kuriuos jis atlieka su ji supanciais
daiktais. Tai ir padeda vaikui pereiti i$ jutimy pasaulio i abstrakcijy pasauli [114, 145].
7. Pjazé teigé, kad ,,Kiekvienas normalus vaikas geba tiksliai matematigkai mastyti,
mokymo nesékmé susijusi ne su mokinio gebéjimy nebuvimu, o su jo emocijy bloka-
vimu, nes matematikos mokymas labai daznai prasideda nuo Zodiniy aiskinimy, o ne
nuo praktiniy veiksmuy. Taigi matematinés savokos ju pradinio formavimo stadijoje
turi biiti sudaromos per pojii¢ius; stebéjimai ir veiksmai su konkreciais objektais pa-
deda paversti pojiic¢ius abstrak¢iomis, apibendrintomis struktiiromis. Tad rémimasis
konkreciu vaizdumu maziau turi reikSmes nei iliustravimas, o daugiau reikSmingas
kaip operatyvinis darbas, sudarantis palankias salygas formuotis abstrak¢ioms mate-
matinéms sagvokoms. Psichin¢ veikla yra perdirbta iSorine, praktiné veikla.

Rusy psichologas Piotras Galperinas (1902—1988) teigé, kad kiekvienas praktinis
veiksmas i§ pradziy neiSvengiamai pereina veikimo su daiktu ar jo pakaitalu (vaiz-
dine priemone) etapa. Jo metu pazistamos ir iSskiriamos principinés, charakteringos
nagrinéjamo objekto savybés, tik po to, dar peréjus kalbos ir vidinés kalbos etapus,
veiksmas i$ tiesy tampa protinis [122].

Tai toks ir yra psichologinis aktyvaus mokymo metodo pagrindas.

Taigi pedagoginé psichologija reikalauja i§ vaiko aktyviai atlikti daiktines opera-
cijas, savarankiskai formuluoti hipotezes ir i§vadas. Dar Janas Amosas Komenskis
(Komensky, Comenius, 1592—-1670) rasé, kad ,,zmones reikia mokyti kiek galima imti
i8mintj ne i§ knyguy, bet i§ dangaus ir zemés, i§ azuoly ir skrobly — reikia mokyti pazin-
ti ir tyrinéti pacius daiktus, o ne svetimas pastabas ir nuomones apie juos. Jeigu sems
zinojima ne i§ kur kitur, o i§ paciu daikty <...> — bus zenklas, kad Zzmonés vél istojo
1 senovés iSminciy kelig™ [88, p. 199]. Taigi, kad suaktyvintume matematikos moky-
ma, mes turime mokiniams organizuoti jvairius steb&jimus, bandymus, laboratorinius
darbus, pagristus konkrecia, gyvenimiska medziaga. Bet ne visada galima pasinaudoti
aplinkoje esanciais objektais, todél reikalingos ir vaizdinés priemonés. Jos gali biiti
suskirstytos i tris grupes.

1. Modeliai, kuriuos galima rasti aplinkoje (tasko, tiesés, plok§tumos, pavirSiaus,
stataus kampo ir t. t.). Tokiy modeliy paieska — labai naudinga mokiniams, nes leidzia
placiau traktuoti daugeli savokuy.
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2. Mokiniy gamintos vaizdinés priemonés. Jau pats gaminimo procesas mokiniams
yra idomus. Jis labai naudingas norint geriau isisavinti Zinias, palengvina apibrézimuy
formulavima, teoremy irodyma, uzdaviniy sprendima.

3. Mokytojy ir fabriky gamintos vaizdinés priemonés. Jy arsenalas labai platus:
nuo plakaty, modeliy iki kompiuteriniy mokomuyju programy.

Siuo metu daug rasoma apie aktyvaus mokymo metodus [58, 59, 84]. [§samesné
tokiy darby analizé atskleidzia, kad tie metodai — jvairios euristinio pokalbio ar sava-
rankiSko darbo atmainos, ju deriniai su kitais metodais.

2.10. Pagrindiniai tradiciniai matematikos mokymo metodai

Vienas i$ gana efektyviy matematikos mokymo metody yra pokalbis. Dar K. USins-
kis rasé: ,,Manome, kad mechaninéms kombinacijoms paversti intelektinémis geriausiai
tinka bet kurio amziaus zmonéms, o ypa¢ vaikams, Sokrato vartotas metodas, kuris dél
to ir pavadintas sokratiniu. Sokratas neprimesdavo savo minciy klausytojams; taciau zi-
nodamas, kokios priestaringos minciy ir fakty eilés guli viena Salia kitos juy <...> galvose,
jis klausimais istraukdavo tas prieStaringas eiles i Sviesia samonés sritj ir tokiu biidu pri-
versdavo jas arba susidiirus suardyti viena kita, arba susitaikyti treCiojoje, jas jungiancio-
je ir i8aiSkinancioje mintyje <...>. Jeigu mokytojas nori, kad vaikas aiskiai suprasty ir i$
tikruju gsisavinty kuria nors nauja mintj, tai geriausiai tai pasieks sokratiniu badu‘ [109,
p- 397]. Taigi auksciau aptartas euristinis metodas turi geras ir gilias Saknis.

Kad efektyviai iSdéstyty mokomaja medziaga pokalbio metodu, mokytojas turi gerai
pasirengti jo vedimui: kruopsciai iSnagrinéti mokomaja medziaga, jvertinti jos ypaty-
bes, tiksliai i$siaiskinti mokymo tiksla, nustatyti, ka jau mokiniai moka ir zino i§ tos
srities, kuri pravers nagrinéjant nauja medziaga, numatyti pokalbio vieta ir laikag pamo-
koje. Reikia suformuluoti visus numatomus klausimus (pagrindinius ir papildomus).
Jaunam mokytojui rekomenduojama uZzsirasyti ir pageidaujamus mokiniy atsakymus i
tuos klausimus. Biitina numatyti ir parengti vartojimui reikalingas mokymo priemones.
Numatoma klausimy sistema turi apimti visa nagrinéjama tema. Patys klausimai turi:
biti trumpi ir aiskis, skatinti mokiniy interesa, patraukti kiekvieno mokinio démesi,
stimuliuoti mokiniy mastyma. Kaip ir minéjome auksciau, klausimai neturi buti pasa-
komieji ir nesitlyti alternatyvinio pasirinkimo. Pokalbio pabaigoje mokytojas turi api-
bendrinti jo rezultatus. Po to naudinga spregsti treniruojamojo pobiidzio pratimus ar uz-
davinius. Sprendimo metu iSryskés dar esancios spragos mokiniy Ziniose ir bus jtvirtinti
pagrindiniai faktai tos mokomosios medziagos, kuri buvo iSdéstyta pokalbio metodu.

Mokytojo pasakojimas irgi turi skatinti mokinius aktyviai protinei veiklai, zadin-
ti ju interesa matematikai. Suvokdami mokytojo pasakojima, mokiniai turi kartu su
juo mintimis ieSkoti nagriné¢jamy matematiniy fakty pagrindimo ir galimy jy taikymo
budy. Pasakojima mokytojas turi kurti taip, kad atskleisty mokiniams savo mastymo
kelia, pademonstruoty jiems patj ieSkojima keliu, kurie padeda iSvesti jvairias formu-
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les, irodyti teoremas, o ne vien déstyty gatavus matematinius faktus. Tod¢l pasakoji-
mas turi skirtis nuo vadovélio teksto ir turi biiti nuolat palydimas mokytojo klausimuy:
,,Kodél? Kuo remiantis? Ko reikia, kad nustatytume $i fakta? Kaip tai padaryti? Ar ne-
galima tai padaryti kitaip? Nuo ko pradéti?“irt. t. Zinodamas, kad i daugelj klausimy
mokiniai atsakyti nesugebés, mokytojas atsako i juos pats, taciau tai vis tiek aktyvina
mokinius. Pasakojimas turi biiti mokiniams matematinio déstymo stiliaus etalonas.

Savarankiskas mokinio darbas su vadovéliu irgi yra svarbus tradicinis mokymo
metodas. Reikia turéti omenyje, kad vadovélio skaitymas suprantant teksta ir moke-
jimas atpasakoti ta perskaityta teksta yra tik pirmoji mokéjimo dirbti su mokomaja
literatiira pakopa. Aukstesnéje pakopoje mokiniai turi gautos i§ vadovélio informaci-
jos pagrindu ateiti prie naujy ziniy, tiesiogiai nepateikty vadovélyje, o atsirandanciy
kaip rezultatas produktyviu svarstymuy apie tai, kas buvo perskaityta. Kad mokiniai
ismokty dirbti su vadovéliu, reikia jiems pateikti atitinkamas rekomendacijas. Stai
kaip jas galima formuluoti.

1. Mokantis uzduota skyriy i$ vadovélio, reikia po ranka turéti popieriaus ir rasy-
mo priemong.

2. [démiai perskaityti visa vadovélio skyriy ir stengtis iSskirti tas jo dalis, kurios
turi savarankiSka reikSme (pagrindiniy savoku apibrézimai, teoremos, pavyzdziai,
bréziniai ir t. t.). Pirmojo skaitymo metu svarbu suprasti tik pagrinding teksto mintj,
neaiskias detales galima laikinai praleisti.

3. Nagrinéjant kiekviena i8 iSskirtyju daliy, isidéméti tai, kas joje svarbiausia.

4. Antra karta skaitant reikia atkreipti démesi i visas detales.

5. Po to, kai vadovélio skyrius yra suprastas, reikia pabandyti 1-2 kartus atgaminti
tai, kas perskaityta.

6. Ypatinga démesi atkreipti i tai, kas skyriuje yra svarbiausia, ka reikia tvirtai {simin-
ti (apibrézimai, teoremos, formulés), perskaityti juos keleta karty ir stengtis atgaminti
visa tai teisingai, Naudinga susidaryti perskaityto teksto plang ir pasistengti ji ijsiminti.

7. Jei nagrinéjamos teorijos skyrelis remiasi iliustraciniais pavyzdziais, juos reikia
kruopsciai iSnagrinéti.

8. Isisavinus teorija, reikia imti spresti namy darbams paskirtus pratimus ir uzda-
vinius taikant jsisavintas Zinias.

9. Baigus darba pagalvoti, ar negalima atitinkamos teoremos irodyti kitaip.

10. Jei nagrinétame skyrelyje visko nepavyko suprasti, reikia pasiZzyméti tai, kas
buvo nesuprasta, ir butinai kreiptis { mokytoja. Jokiu budu nesigédyti to, kad kazko
nepavyko suprasti. Negalima palikti klausimo nei$siaiskinus: matematikoje kiekvie-
nas naujas ziniy elementas remiasi ankstesnémis ziniomis ir yra reikalingas naujo-
sioms zZinioms jsisavinti.

Treniruojamojo pobudzio savarankiski darbai padeda itvirtinti matematines Zi-
nias, ugdo gebéjimus pritaikyti $ias zinias atitinkamiems jgiidziams formuoti. Prak-
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tiskai beveik kiekvienoje pamokoje dalis jos laiko skiriama tokios rtiSies darbams. Ju
uzduotys — pratimai ar uzdaviniai, atlieckami pagal pavyzdi, o taip pat iSvesty formu-
liy, jrodyty teoremy pakartotinis savarankiskas i§vedimas ar jrodymas. Tokio darbo
metu mokytojas prieina prie mokiniy, suteikdamas jiems biiting individualia pagalba.
Tokio tipo darbai turi biiti jveikiami vidutiniams mokiniams, ju uzduotys i§déstomos
sunkéjancia tvarka, paskutinés turi buti skirtos stipresniesiems mokiniams, kiti jy gali
nespéti atlikti ar jos gali buti jiems ir per sunkios. Treniruojamuyjy savarankisky darby
uzduotis reikia palaipsniui sunkinti. Antai kartu su mokytoju iSmokus iSvesti bendrojo
pavidalo kvadratinés lygties Sakny suradimo formulg galima pabandyti pasitlyti i$-
vesti redukuotosios kvadratinés lygties Sakny suradimo formuleg.

Didele reikSme mokant matematikos turi ivairQis praktiniai ir laboratoriniai dar-
bai: 1) grafiniai pratimai; 2) matavimai vietovéje; 3) modeliavimas; 4) skai¢iavimai su
skaiCiuotuvais ir t. t.

Reikia pazymeéti, kad skatinimas aktyvinti savarankiska mokiniy veikla, taikyti
euristinius mokymo metodus negali biiti suprastas kaip visiskas atsisakymas nuo tra-
diciniy aiskinamojo mokymo metoduy. Jie kartais tiesiog biitini: daugelj teoriniy tei-
giniy, algoritmy mokiniams reikia isiminti visam laikui, mokéjimai turi virsti tvirtais
igtidziais. Todél aiskinamasis ir euristinis mokymo proceso tipai vienas kita papildys
dar ilgai, o galbtt ir visada.

2.11. Probleminis matematikos mokymas

Viena i§ naujesniy pedagoginiy kryp¢iy, pradéjusi formuotis apie XX a. pradzia, yra
probleminis mokymas. Esminé jo salyga — mokiniy tiriamoji veikla mokymo proceso
metu, taciau tam butina jiems pateikti problemas, sukurti problemines situacijas. Daz-
niausiai elgiamasi trimis skirtingais biidais: 1) mokytojas tiksliai formuluoja problema;
2) sukuriama situacija, kurioje i§ mokinio reikalaujama paciam suvokti ir suformuluoti
Sioje situacijoje slypinCia problema; sukuriama situacija su daugiau ar maziau apciuo-
piama problema, bet, ja sprgsdamas, mokinys turi savarankiskai atrasti nauja, papildoma
problema. Beje, pasitaiko ir atvejy, kai, spresdamas koki nors uzdavini, mokinys savaran-
kiskai atranda kokia nors problema, mokytojo nenumatyta kuriant probleming situacija.

Naujos medziagos perteikimas tradicinio aiSkinamojo mokymo metu paprastai ap-
siriboja tuo, kad mokytojas iSaiskina nagrinéjamojo klausimo esme ir sprendzia su
mokiniais uzdavinius ar pratimus, itvirtinancius tik ka iSaiSkintas zinias. Probleminis
mokymas prasideda nuo probleminés situacijos sukiirimo, toliau vyksta savarankiskas
kiirybinis darbas analizuojant §ia situacija — taip atrandamos naujos mokiniams savy-
bés, désniai, formulés, sprendimo biidai ir t. t.

Probleminio ir aiSkinamojo mokymo tipuy lyginamaja charakteristika, pateikta rusuy
autoriy kolektyvo parengtoje knygoje [127], pavaizduosime 13 lentel¢je.
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13 lentelé

Probleminis mokymas

AiSkinamasis mokymas

. Mokiniai savarankiskai atranda kokioje

nors mokomojoje situacijoje apibréztus vi-

dinius priestaravimus ar kai kuriy faktiniy

duomeny nepakankamuma jai apibiidinti, t.

y. atranda tos situacijos problemiskuma.

. Mokiniai pagal savo galimybes savaran-

kiskai i$siaiskina, kokie objektai, savybes

ar santykiai yra jiems nezinomi (nepazinti)
probleminés situacijos komponentai.

. Mokiniai ir mokytojas i$siaiskina (iskelia)

tikslinga uzduoty, t. y. pateiktoji probleminé

situacija virsta tam tikra mokomaja proble-
ma, reikalaujancia sprendimo.

. Sios mokomosios problemos sprendimas:

a) mokomoji problema paprastai turi
konkrety sprendima; taciau ji gali
pasirodyti duotomis salygomis ir neis-
sprendziama bei gali paskatinti iSkelti
nauja problema, nuo kurios priklauso
pirmosios sprendimas;

b) problema sprendziant galimi natiiraliis
nukrypimai nuo pagrindinio klausimo,
kyla Salutiniy problemu, atsakymai gali
biiti nevienareikSmiski ar neapibrézti;

¢) sprendziant mokomaja problema gali
paaiskéti, kad mokinio turimy ziniy,
mokeéjimy ir jgiidziy atsargos nepakan-
ka, prireikia naujy ziniy ir mokéjimy;
tai mokiniai igyja savarankiskai, intu-
ityviai;

d) pagrindinis vaidmuo sprendziant $ia
mokomaja problema priklauso moki-
niams; mokiniai masto ir veikia, moky-
tojas nukreipia ju veikla, ja koreguoja,
tik nepastebimai apribodamas pazinti-
nés veiklos laisve, iveda nauja termi-
nija ir t. t., nuolatos ir diferencijuotai
kontroliuoja, kaip mokiniai isisavina
naujas zinias tiesiogiai jy pazintinés
veiklos metu.

. Mokytojas (ar mokinys) parenka

specialig tema (klausima), kuria
(kuri) turi iSnagrinéti mokiniai ir
kuri grieztai reglamentuota mo-

kymo programos.

. Mokytojas pateikia mokiniams

griezta konkretaus mokomojo
uzdavinio salygu formuluotg.

. Mokytojas tiksliai formuluoja

konkrety reikalavima (klausi-
ma) — mokomaja uzduotj, kuria
reikia atlikti.

. Duotosios mokomosios uzduo-

ties sprendimas:

a) mokomoji uzduotis biitinai
turi sprendima, ji tik reikia
surasti;

b) mokomosios uzduoties
sprendimas visada numato
vienareikSmj rezultata (atsa-
kyma), galimi tik {vairis Sio
rezultato gavimo biidai;

c) mokomosios uzduoties
sprendimui pakanka ty zi-
niy, mokéjimy ir igudziy,
kuriuos mokiniai igijo prie$
pateikiant ta uzduoti;

d) pagrindinis vaidmuo spren-
dziant §ia mokomaja uz-
duoti priklauso mokytojui;
mokytojas moko mokinius
savo veiklos pavyzdziu,
mokiniai aktyviai (ar pasy-
viai) dirba pagal pateikta
pavyzdj, isimena pagrin-
dinius faktus, atsiskaito uz
visa tai mokytojui, atgamin-
dami viska, ka jie suzinojo
1§ mokytojo (ar vadovélio)
[127, p. 267-268].
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Probleminio mokymo atveju mokiniams pateikiama visa, nors kai kurie jo kom-
ponentai gali i§ karto nepasireiksti (iSaiskinti Siuos komponentus gali biiti specia-
lios mokymo uzduotys). Numatoma, kad iskelta problema mokiniai sprendzia sa-
varankiskai, mokytojas tik duoda kryptj ir organizuoja darba. Pagrindiniai mokymo
metodai — euristiniai. Probleminio mokymo atveju matematikos pamokos schema
atrodo taip:

1) Mokymo probleminés situacijos sukiirimas.

2) Problemos iskélimas ir jos formulavimas.

3) Salygu, apibtidinan¢iy problema, nagrinéjimas.

4) Iskeltos problemos sprendimas: a) problemos apsvarstymas ir galimy tiks-
lingy jos sprendimo krypciy numatymas; b) ziniy, reikalingy problemai is-
spresti, pasirinkimas ir jy sisteminimas; ¢) numatyto problemos sprendimo
detalizavimas.

5) Gauto sprendimo teisingumo pagrindimas.

6) Problemos sprendimo eigos ir rezultaty tyrimas bei naujy ziniy iSskyrimas.

7) Praktinis naujy ziniy taikymas sprendziant specialiai parinktus uzdavinius.

8) ISsprestos problemos galimy plétiniy ir apibendrinimy nagrinéjimas.

9) Gauto problemos sprendimo nagrinéjimas ir kity, labiau ekonomisky, grazesniu
sprendimy ieskojimas.

10) Atlikto darbo rezultaty aptarimas.

2.12. Kiti matematikos mokymo proceso tobulinimo keliai
2.12.1. Algoritminis-loginis poZiaris  matematikos mokymq

Mokymo algoritmizavimas turi du aspektus: 1) algoritmy mokymas ir 2) paties
mokymo algoritmy sudarymas. Aptarsime Siuos aspektus.

Algoritmu laikome vienareikSmiskai suprantama nurodyma (taisyklé, procediira,
griezta operacijy seka), kurio tikslus ivykdymas visada baigiasi bet kurio uzdavinio
iSsprendimu, jei tas uzdavinys priklauso klasei uzdaviniy, kuriai $is algoritmas buvo
sukurtas.

Matematikoje yra labai daug algoritmu, skirty jvairiu klasiy uzdaviniy sprendimui,
pradedant keturiy aritmetikos veiksmy atlikimo ir baigiant diferencialiniy ir integrali-
niy lygciy sprendimo algoritmais. Tai liudija, kad bet kuriame matematikos mokymo
etape susiduriame su algoritmy mokymu. Algoritmuy formulavimas ir taikymas yra
susije su mokéjimu tiksliai formuluoti taisykles ir grietai ju laikytis. Sis mokéjimas —
viena i§ matematinio mastymo savybiy — svarbus kiekvienam Zzmogui.

Bet kurioje veiklos srityje daznai iSkyla batinumas sukurti jvairias instrukcijas, nu-
rodymus, taisykles. Jas kuria, aiSku, ne kiekvienas zmogus, bet grieztai ju laikytis turi
mokeéti visi, nes kiekviename zZingsnyje tenka susidurti su kokiomis nors taisyklémis,
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kuriy reikia laikytis visuomenés gyvenime. Taigi yra labai svarbi hodegetine (auklé-
jamoji) matematikos funkcija, nes matematika moko ir tiksliai formuluoti taisykles, ir
grieztai ju laikytis. Bet kad matematika atlikty Sia aukléjamaja funkcija, biitina atitin-
kamai jgyvendinti jos mokyma.

Algoritmy mokymas kartais suprantamas kaip gatavy algoritmy pateikimas mo-
kiniams, ir, remiantis tuo, jis prieSprieSinamas kirybiniam mastymui. Taciau tai
neteisinga. Algoritmy mokymas nesumazina kiirybinio ieSkojimo, intuicijos vai-
dmens, jis padeda lavinti mokiniy logini, kiirybini mastyma, jei remiamas tokia
metodika, kurig taikant mokiniai skatinami savarankiSkai atrasti bitinus algori-
tmus.

Antras loginio-algoritminio pozifirio { matematikos mokyma aspektas — mokymo
algoritmy kiirimas. Realus mokymo procesas, organizuojamas mokytojo, susideda i$
apibréztos pedagoginiy veiksmy sekos. Tais veiksmais mokytojas sprendzia apibréz-
tus pedagoginius uzdavinius. Tie veiksmai yra: klausimy pateikimas, paaiskinimai,
pavyzdziy ir kontrpavyzdziy pateikimas, vaizdiniy priemoniy demonstravimas, prati-
my bei uzdaviniy pateikimas ir t. t.

Analizuojant mokymo procesa galima visada i$skirti ji sudarancius pedagoginius
veiksmus. Daznai tokia analiz¢ iSrySkina atitinkamo mokymo proceso neracionalu-
ma, pedagoginiy veiksmy nepagristuma, ju eilés netikslinga sukomponavima. Netgi
kai kurie metodiniai nurodymai, parengti patyrusiy mokytojy, paremti juy intuicija ir
patyrimu, daznai néra optimaliis mokymo variantai.

Atitinkamas zinias ir atitinkama mastymo veiklos lygi pasiek¢ mokiniai gali
biiti mokomi atitinkamos temos pagal atitinkama mokymo algoritma. Jo struktiira,
sudétis, sudedamuyjy daliu seka priklauso nuo mokymo turinio loginés struktiiros.
Tod¢l mokymo algoritmy sudarymas numato loging mokomosios medziagos ana-
lize.

Pati mokymo algoritmo savoka skiriasi nuo jprastinés algoritmo savokos. Jame
nefiksuojama grupé atliekamy elementariyjy operacijy, netgi pati elementarioji ope-
racija néra grieZtai apibrézta: vienam mokiniui ta operacija i$ tiesy bus elementarioji,
lengvai atliekama, kitam — sunki, todé¢l iSskaidytina | naujas operacijas, kurios laiky-
tinos elementariomis.

Labai daznai matematikoje prireikia nustatyti santyki tarp dvieju aibiy (skaiciy,
geometriniy figiiry ir t. t.). Cia padés toks mokymo algoritmas:
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A?B

1. Ar kiekvienas aibés A elementas priklauso aibei B?

|

Taip (A c B)

Ne (A c B)

|

2. Ar kiekvienas aibés B
elementas priklauso aibei

!

Beje, galima ir kitokia schema:

Taip(BcA) | Ne(BcA)

|

2. Ar kiekvienas aibés B ele-
mentas priklauso aibei A?

|

Taip (B c A)

Ne (Bc A)

|

,

BcA

3. Ar egzistuoja aibés A elemen-
tai, priklausantys aibei A?

'

Taip (ANB = @)

Ne (ANB = @)

! '

A?B

1. Ar egzistuoja aibés A elementai, priklausantys aibei B?

A4

Taip (A "B = Q) Ne (ANnB=0)
2. Ar egzistuoja aibés A elemen- ANnB=Q
tai, nepriklausantys aibei B?
Taip (A c B) Ne (A cB)

.

3. Ar egzistuoja aibés B elemen-

tai, nepriklausantys aibei A?

\4

Taip (B c A)| Ne(BcA)

v v

ANB=J BcA
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3’. Ar egzistuoja aibés B elemen-
tai, nepriklausantys aibei A?

\4

Taip(Bc A)| Ne(BcA)

v '
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Aiskinantis pagal pirmaja schema, pvz., sarysi tarp stac¢iakampiy ir romby aibiy,
veikiama taip: 1) Ar kiekvienas staciakampis yra rombas? (Ne, schemos 1 klausi-
mas, deSinysis atsakymas). 2) Ar kiekvienas rombas — staciakampis? (Ne, schemos 2
klausimas, deSinysis atsakymas). 3) Ar egzistuoja staciakampiai, kurie yra ir rombai?
(taip, schemos 3 klausimas, kairysis atsakymas). Taip gauname, kad staciakampiy ir
romby sankirta C yra kvadratai.

Aiskinantis ta pati klausima pagal antraja schema, turétume: 1) Ar yra staciakam-
piu, kurie buity ir rombai? (Taip, schemos 1 klausimas, kairysis atsakymas: kvadratai).
2) Ar yra stac¢iakampiy, kurie néra rombai? (Taip, schemos 2 klausimas, kairysis at-
sakymas: jvairiakrasciai staCiakampiai). 3) Ar yra rombuy, kurie néra staciakampiai?
(Taip, schemos 3 klausimas, deSinysis atsakymas: nestatieji rombai). Matome, kad
§iuo atveju turime sintetinj kelia, kuris néra toks tobulas, kaip auk$¢iau nagrinétas
atvejis, kuris yra analitinis ir todél tobulesnis.

Pateiktuose algoritmuose néra aiskiai iSreik§ta mokinio atsakymo i viena ar kita
klausima galimybe. Taciau { tokia galimybg biitina atsizvelgti, nes tai — mokymo al-
goritmai, o mokiniams budinga klysti. Todél mokytojas, mokiniui neteisingai atsakius
1 kuri nors klausima, turi biiti pasirenggs pateikti prieSpriesinj pavyzdi.

2.12.2. Programuotas mokymas

Programuoto mokymo programose nagrinéjama medziaga pateikiama griezta logi-
ne tvarka. Informaciniai, operaciniai ir kontroliniai kadrai iSdéstyti tikslingai, laikan-
tis tam tikro mokymo algoritmo.

Programuotas mokymas neneigia tradiciniy didaktikos principu. PrieSingai, jis
atsirado ieskant mokymo tobulinimo keliy geriau igyvendinant Siuos principus. To-
dél programuotas mokymas remiasi: 1) optimaliu mokomosios medziagos atrinki-
mu; 2) racionaliu mokomosios medziagos pateikimo dozavimu, paremtu optimaliais
mokymo algoritmais; 3) aktyvia savarankiska mokinio veikla jsisavinant mokomaja
medziaga; 4) galimybés kiekvienam mokiniui dirbti jam palankiu tempu uztikrinimu
(mokymo individualizavimas); 5) nuolatine besimokanciojo kontrole (griztamasis ry-
§is visuose mokymo etapuose).

Programuoto mokymo ir jo elementy diegimas { mokymo procesa Lietuvoje, kaip
ir visoje SSRS, prasidéjo XX a. 7-8 deSimtmeciu [13]. Kadangi nebuvo tam tinkamos
techninés bazés — kompiuteriy, nemaza nuveikta, ieSkant ir diegiant { mokymo procesa
elementarias griztamojo rysio jgyvendinimo priemones. Prigijo ir placiai naudojami,
ypa¢ pradiniy klasiy vadovéliuose bei pratyby sasiuviniuose, valstybiniuose egzami-
nuose programuotieji testai (pavyzdzius zr. §ios monografijos p. 169). Dideles perspek-
tyvas programuotam mokymui realizuoti teikia kompiuteriy taikymas mokymo proce-
se, nes jis uztikrina pacios efektyviausios programuoto mokymo atmainos — adaptacinio
(lot. ,,adaptatio* — pritaikymas, priderinimas) programuoto mokymo igyvendinima.
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2.12.3. Techninés mokymo priemonés

XXI amzius pasizymi vis giléjancia mokslo ir kity visuomenés gyvenimo sriciy
tarpusavio saveika. Gamyba vis labiau susilieja su mokslu, industrializuojasi ir pats
mokslas, vis labiau prarasdamas savaji ,,manufaktiirini“ ivaizdi. Todél visos techninés
priemongs, ypac tos, kurios vartojamos ziniasklaidos veiklai optimizuoti, randa savaja
vieta ir mokykloje. Taip | mokykla atéjo spausdinta produkcija, fototechnika, garso
irasai, kinas, radijas, televizija, videoirasai, grafoprojektorius, kopijavimo ir kompiu-
teriné technika. Apgalvotas technikos panaudojimas efektyvina visy dalyky, tarp ju ir
matematikos, mokyma. Stebint pradiniy ir vyresniyju klasiy matematikos mokytoju
pamokas, galima buvo su dideliu dziaugsmu konstatuoti, kad absoliuti ju dauguma
labai skyrési nuo stebétyju pamoky XX a. 6-9 deSimtmeciuose biitent tuo, kad panau-
dojant kompiuterius ir kopijavimo aparatiira mokytojai buvo pasirengg ir naudojo pa-
mokose daug dalijamosios medziagos mokiniy savarankiskiems darbams organizuoti.
O Anyksciy A. Vienuolio ir Skuodo raj. Mosédzio gimnazijy pradinuky mokytojos
J. Karosien¢ ir Danuté Biitiené grupinio darbo metu, sprendziant uzdavini apie stam-
besniy banknoty keitima smulkesniais, panaudojo tikslias lity banknoty kopijas. Tos
pacios Mosédzio gimnazijos matematikos mokytojas Alvydas DrakSas kompiuterine
technika Sestos klasés mokiniams ekrane pateiké mintinio skai¢iavimo ir savarankis-
ko darbo uzduotis, o véliau — ir juy sprendimus bei vertinimo rezultaty suvestines. XX
a. II puséje tokios mintys net nickam nebuty atéje¢ i galva.

2.13. Apie kai kurias didaktiniy uzdaviniy klases

Mokytojo veikla — nuolatinis didaktiniy uzdaviniy sprendimas: pamoky planavi-
mas, ju metu— daugybé smulkesniy didaktiniy uzdaviniy (teorinés ir praktinés me-
dziagos parinkimas, mokymo metody ir pamoky struktiiros pasirinkimas, vaizdiniy ir
techniniy mokymo priemoniy panaudojimo klausimai ir t. t.).

Didaktiniai uzdaviniai pasizymi tuo, kad vienas ir tas pats uzdavinys gali turéti
labai jvairius sprendimo biudus ir rezultatus, priklausanc¢ius nuo konkreciy mokymo
salygu (netgi dirbant su lygiagreciomis klasémis jie gali bati skirtingi). AisSku, nega-
lima pateikti jokiy tokiu uzdaviniy sprendimo algoritmy. Taciau kai kuriuos bendrus
didaktinius uzdavinius, su kuriais susiduriama matematikos pamokose, spresti galima
pagal tam tikras rekomendacijas. Pateiksime kelis pavyzdzius.

1. Mokinys padareé klaidq apibrézdamas sqvoka. Kaip turi reaguoti mokytojas? Pir-
miausia — klaida laiku pastebéti. Tada reikia jtraukti kitus mokinius, pateikiant klausimus:
,»Ar §is apibrézimas teisingas? Kur klaida?* Kartais — panaudoti prieSprieSinius pavyz-
dzius. Pvz., mokiniui pateikus klaidinga apibrézima: ,,Lygiagretainis — daugiakampis,
kurio prieSingosios krastinés lygios®, padés priespriesinis pavyzdys — taisyklingas SesSia-
kampis. Visais atvejais biitina pasiekti, kad buty suformuluotas teisingas apibrézimas.
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2. Mokinys padaré klaidq jrodyme. Kaip turi reaguoti mokytojas? Elgiamasi pana-
Siai, kaip ir pirmuoju atveju.

3. Mokinys padaré klaidq skaiciuodamas lentoje. Kaip turi reaguoti mokytojas?
Vel labai svarbu laiku pastebéti klaida, remtis kitais mokiniais. Darbo eiga priklauso
nuo klaidos pobuidzio. Jei klaida tik skai¢iavimo, iStaisoma be papildomy aiSkinimuy,
o0 jei susijusi su kai kuriy savoky supainiojimu, ne to algoritmo, formulés taikymu,
reikalinga gilesné klaidos analizé.

4. Mokinys klysta, atrasdamas kuriq nors nagrinéjamo objekto savybe ar kurio
nors uzdavinio sprendimo keliq. Kaip suformuluoti klausimaq ar jy serijq, kad moki-
nys pasukty teisingu keliu? Tai auk$ciau aptarto euristinio mokymo metodo taikymo
salygos.

5. Mokinys issprendeé uzdavinj savitu biidu, kuris skiriasi nuo kity mokiniy taikyto
biido ir tvirtina, kad jo biidas — geresnis. Kaip turi reaguoti mokytojas? Bet kuriuos
atveju mokinij reikia pagirti uz ieskojima, savarankiskuma. O véliau — palyginti spren-
dima su iprastu ir, jei reikia, mokinj pakritikuoti arba pagirti.

2.14. Loginé ir didaktiné mokomosios medziagos analizé

Mokomosios medziagos struktiira — aibé savoku, teiginiy bei loginiy rysiy tarp ju.
Rengiant vadovélj (ar déstomojo kurso konspekta) yra labai svarbu: 1) iSskirti pacias
svarbiausias savokas ir teiginius, kurios nustato temos, skyriaus ar viso mokomojo
dalyko turini; 2) surasti rySius ir santykius tarp tu savokuy ir teiginiy (vidiniai rysiai),
taip pat su kitomis savokomis ir teiginiais (iSoriniai rysiai).

Mokomosios medziagos struktiiros tyrimas leidzia nustatyti mokiniy galimybes
isisavinti S§ia medziaga, sudaro biitinas prielaidas ju zinioms sisteminti.

Loginés analizés rezultatai naudojami didaktinei mokomosios medziagos analizei.
Analizuojamasis mokomosios medziagos tekstas pirmiausia suskaidomas i matema-
tini, kuris yra analizuojamas logiskai, ir pagalbinj, kuris atlieka jvairias didaktines
funkecijas, apibiidinancias vadovélio didaktinj aparata. Didaktiné analiz¢ sieja ivairius
komponentus: didaktiniy principy realizavimas vadovélio tekste, geriausiai atitinkan-
¢iy vadovélio struktiira mokymo metody taikymas, galimybiy pasinaudoti pagrindi-
niais matematinés veiklos aspektais (matematinis empirinés medziagos aprasymas
— MEMA, matematinés medziagos loginis sutvarkymas — MMLS, teorijos taikymas
— TT, atsizvelgiant | priimta matematikos mokymo koncepcija) tyrimas [123, p. 14].
Login¢ ir didaktiné analize gali biiti atlickama su {vairios apimties medziaga: viena
savoka (potemé, tema), vienas teiginys, irodymas, algoritmas arba visas déstomasis
kursas. Pateikiama zemiau schema (35 pav.) vaizduoja visus loginés-didaktinés anali-
z¢s komponentus. Juy ry$iai pavaizduoti strélémis.
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LOGINE IR DIDAKTINE ANALIZE

Logiskai analizuojama Didaktiskai analizuojama

HEEEEE VT[]

sgvokos apibrézimas

A 4

konkrecios situacijos, kurias

apraso sgvoky sistema;
l« | | | | | galimybé mokyti MEMA
savoky sistemos i | | | |
v galimybés mokyti MMLS
teiginiai i | | |
(aksiomos, teoremos) _ : -
galimybés mokyti TT;
‘L | | | temos uzdaviniy sistema
irodymai i | |
| didaktiniy principy
.. realizavimo ypatybés
teiginiy sistemos

. .|

galimybés taikyti ir tikslingai
visa temos mokomoji derinti {vairius mokymo
medziaga (vadovélyje)

metodus
1vairiis temos moko- nagrinéjamos temos tikslingos
mosios medziagos pamoky sistemos sukiirimo
pateikimo budai galimybés

35 pav.

2.15. Kai kuriy matematinés veiklos aspekty taikymas

Empiriné medziaga, tatkoma mokant, gali biiti pati {vairiausia, taigi ir matematiné,
jei tik §1 medziaga apraSoma pasinaudojant bendresniu, abstraktesniu matematiniu
aprasymu, naudojantis naujomis sgvokomis. Pvz., lygybés2 +3=3+2,8+1=1+8

ir pan. bus empiriné medziaga, kuri bus panaudota sudéties komutatyvumo désniui
a + b= b+ a pagristi pradinése klasése.
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3. MOKINIY MASTYMO UGDYMAS MOKANT MATEMATIKOS
(MATEMATINIO UGDYMO PSICHOLOGLJA)

3.1. Bendros pastabos

XX a. pabaigoje pasaulyje nuvilnijo Svietimo reformy banga, buvo perzitrimi
§vietimo prioritetai (vok. ,,Prioritdt”, pranc. ,priorite”, lot. ,prior* — pirmas). Ilga
laikg ypac¢ svarbus Svietimo tikslas buvo Ziniy teikimas. Dabar, greta $ito tikslo, ak-
centuojama ir visokeriopo gebéjimy plétojimo reikSme. Pakito ne tik Ziniy vieta Svie-
time, bet ir ju vaidmuo. Sparc¢iai tobuléjant informacinéms technologijoms, sumazéjo
bitinyb¢ isiminti didelj ziniy kiekj . Tuo pat metu iSaugo ju struktiirizavimo poreikis.
Zinios tapo svarbia prielaida gebéjimams ugdyti.

Kuriantis informacinei visuomenei, Siaurés Amerikoje ir Europoje patirta, kad net
ir geras tradiciniy mokomuyju dalyky mokymas ne visada lemia mokiniy sé¢kme toliau
jiems studijuojant ar i$éjus | gyvenima, dirbant. Plétojantis mokslui ir technikai bei
tobuléjant gamybai, ypac¢ didelg svarba igyja gebéjimai kritiskai mastyti, spresti pro-
blemas, priimti sprendimus, susidaryti nuomone. Tod¢l vienu i$ svarbiausiy Svietimo
tiksly tampa kryptingas minétyjy gebéjimy ugdymas [134]. Lietuvos bendrojo lavini-
mo mokyklos bendrosiose programose ir iSsilavinimo standartuose nusakomi vieni i$
pagrindiniy ugdymo uzdaviniy: ,,puoseléti kritinio mastymo ir problemy sprendimo
bei kitus Siuolaikinés visuomenés nariui svarbius igidzius“ [34a, p. 7]. Kritinio mas-
tymo ir problemy sprendimo gebéjimai yra ekonominio bendradarbiavimo ir plétros
organizacijos (OECD) eksperty minimi kaip vertingi asmens ,,iStekliai®.

3.2. Matematikos mokymas ir mokiniy loginio mastymo ugdymas
3.2.1. Tradicinis mokymas ir mokiniy loginio mgstymo ugdymas

Mokymas — tai pirmiausia mokymas svarstyti, samprotauti. Kyla klausimas, ar to
reikia specialiai mokyti, ar per ivairiu mokomuyju dalyky mokymasi to savaime iSmoks-
tama. Aisku, mokymas svarstyti ir samprotauti jigyjamas ne iSmokstant logikos désnius,
o per sukaupta gyvenimiskaji patyrima. Panasiai, kaip zmonés puikiai kalba gimtaja
kalba, nemokédami jos gramatikos taisykliu, net neitardami apie ju egzistavima, taip ir
svarsto, samprotauja, nezinodami logikos désniy. Taciau, jei visi sutinka, kad gramati-
kos reikia mokytis, tai ar reikia mokytis logikos désniy, vieningos nuomonés néra.

Vienas 18 tradicinés matematikos didaktikos trikumuy yra tas, kad mokiniams lieka
nesuprantama matematikos dalyko logika. Paprastai mokant matematikos stengiama-
si i8kilusius sunkumus pasalinti mokiniams daug aiskinant, organizuojant papildomas
pratybas, paprastai neissiaisSkinus, ar tie sunkumai néra susij¢ su matematikos dalyko
logikos nesupratimu. Todél papildomi aiskinimai ir pratybos ne visada padeda.
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3.2.2. Logikos elementy vaidmuo mokant matematikos

3.2.2.1. Svarstymy analizés metodika

Logikos elementy jvedimas | matematikos mokyma turi biti atliekamas taip, kad
Sie elementai tapty paties matematikos mokymo esmine dalimi, svarbiu pagalbiniu
instrumentu, kelian¢iu matematikos mokymo efektyvuma ir daranciu poveiki mo-
kiniy loginio mastymo lavinimui. Paprasciausiy iSvedimo taisykliy isisavinimas dar
nereiskia, kad jas sisavinus kiekviena karta bus apie jas galvojama. Juk ir gerai mo-
kantis gramatikos taisykles zmogus kiekviena karta negalvoja, kokig taisykle jis taiko
raSydamas ar kalbédamas.

Antra vertus, intuicijos irgi ne visada pakanka. Papras¢iausiy i§vedimo taisykliy
mokymasis, ju taikymo treniruotés padeda vystyti intuicija, nes isisamoninti veiks-
mai pagal taisykles pereina i teisingus intuityvius veiksmus. Specialiy loginiy ziniy
reik§me auga, nes vis daugiau zmoniy bendrauja su kompiuteriais. Kompiuteris negali
remtis intuicija, todél, jei nemokésime jam pateikti svarstymy formalizuotu pavidalu,
tai negalésime su juo bendrauti. Vienoje LNK televizijos laidoje ,,Nuo... iki* interviu
su tuomet klestinc¢ios Rusijos naftos kompanijos ,,JUKOS* vienu i$ vadovu Michailu
Brudnu jis pasaké, kad jo stinus pradinukas mokosi privacioje prestizinéje Maskvos
mokykloje, ta¢iau samdomi mokytojai ji dar papildomai moko angly kalbos ir logi-
kos. Tai liudija, kad specialiu logikos ziniy poreikis vis labiau juntamas.

3.2.2.2. Loginio mgstymo ugdymas mokant matematikos

Mokiniai, mokydamiesi matematikos, susipazista su nemazu skai¢iumi matemati-
niy savokuy. Vienas i$ ju, kaip jau aptarta auksciau, — pagrindines (pirmines) — ivedame
abstrakciju keliu, kartais netiesiogiai apibréziame per aksiomas, kartais — apibréziame.
Mokiniai formuluoja nemaza apibrézimuy, susipazista su ju struktiira, taiko apibrézimy
taisykles: jie skirsto ir klasifikuoja savokas. Plac¢iai taikomi matematiniai teiginiai.
Mokiniai susiduria su jvairiais matematiniais teiginiais, tiria ju struktiira. Mokantis
teoremy jrodymo, taisykliy iSvedimo, mokiniams prireikia placiai naudotis samprota-
vimais, taikyti jvairius irodymo metodus, atgaminti jrodymus, rasti naujus juy budus.
Sprendziant uzdavinius, mokiniai turi sudaryti sprendimo plana, o po to — iSspresti.
Visa tai reikalauja tiksliy samprotavimy, loginiy apibendrinimy.

Mokant matematikos visi i§vardyti mokiniy matematinés veiklos biidai pasitaiko
labai daznai, taikomi sistemingai, kai kurie — kiekvienoje pamokoje. Tai leidzia tvir-
tinti, kad matematikos mokymas yra puiki mokykla mokiniy loginiam mastymui ug-
dyti. Aisku, mokiniy loginis mastymas lavinamas ir kity mokomuyjy dalyky mokymo
procese. TaCiau matematika turi daug daugiau galimybiy, nes ¢ia loginio mastymo
formos iskyla i pirmaji plang, naudojama plati ty formy ivairové. Mokiniai susipazista
su loginiais metodais juos konkreciai taikydami, aktyviai jais naudodamiesi. Moky-
kliné matematika turi gausybg medziagos visoms loginio mastymo formoms demons-
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truoti, §iy formy naudojimas ¢ia yra mokiniams labai prieinamas. Taciau praktiniame
mokytoju darbe matematikos mokymas ne visada kaip reikiant panaudojamas moki-
niy loginiam mastymui ugdyti. Bitina efektyvaus matematikos mokymo sqlyga yra
matematikos mokytojo susipazinimas su logika: be $ito efektyvaus matematikos mo-
kymo nebus. Latvijoje, Liepojos pedagoginéje akademijoje logika déstoma busimie-
siems pradiniy klasiy ir matematikos mokytojams. Pas mus, Lietuvoje, to, deja, néra.
Rengdamas $ia monografija, autorius 3 Lietuvos kaimiskuose rajonuose (Anyksciy,
Rokiskio ir Skuodo) ir 2 Vilniaus miesto mokyklose (A. Vienuolio pagrindinéje ir Sv.
Kristoforo vidurinéje) apklausé 70 pradiniy klasiy ir 46 matematikos mokytojus, prie$
tai paskaitgs paskaitas apie logikos elementy taikyma mokant matematikos atitinka-
mose klasése. Apklausos rezultatai analizuojami tolesniuose skyriuose.

Kartais pagrindinis matematikos mokymo tikslas apibréziamas kaip loginio mas-
tymo formy jsisavinimas remiantis matematine medziaga. Tai irgi néra teisinga, nes
taip atplésiama forma nuo turinio, forma pervertinama, nepakankamai jvertinamas
materialusis ir pervertinamas formalusis ugdymo tikslai.

Matematikos mokymo procesas dazniausiai vyksta taip, kad nauji mokiniams teo-
riniai faktai jrodomi, uzdaviniy sprendimas pagrindziamas teorija. Mokytojas nuola-
tos ugdo mokiniy poreiki motyvuoti visus savo veiksmus, irodyti juos. Néra kito mo-
komojo dalyko, kuriame nuolat biity klausiama: ,,Kuo remiamés?* Mokiniai nuolat
mokomi $j klausima kelti sau, draugams, mokytojui, niecko nepriimti be pagrindimo,
todél mokydamiesi matematikos jie iSsiugdo kritini pozitiri ne tik | savo, bet ir { kity
— draugy, mokytojy teiginius, jy pagrindima, o kritika ir savikritika — metodai, kuriais
naudojantis atskleidziami ir pasalinami trilkumai, ieSkoma to, kas nauja. Visa tai pra-
sideda nuo mokinio pratinimo kontroliuoti savo svarstymus, skai¢iavimus. Klaida,
padaryta vienoje vietoje, uzdeda savaji antspauda vélesniems veiksmams ir gadina ga-
lutinj rezultata, daro ji neteisinga. Viena i$§ kovos su klaidomis priemoniy yra savikon-
trolé ir mokytojo kontrolé. Mokytojas turi stengtis organizuoti mokymo procesa taip,
kad iSmokyty mokinius kontroliuoti pacius save: parodyti mokiniams savikontrolés
budus jvairiuose skai¢iavimuose, mokyti rasti naujus savikontrolés biidus, ipratinti tik
tada laikyti pratimo ar uzdavinio sprendima baigtu, kai jis yra patikrintas. O tai bus
reikalinga mokiniui jo biisimojoje darbingje veikloje, jei tik joje bus taikomi matema-
tiniai metodai, o be ju dabar ir ateityje jau beveik niekur nebeapsieisime.

3.2.3. Klausimai ir logikos vaidmuo mokymo procese

3.2.3.1. Loginé klausimo struktara

Kadangi klausimai keliami ne tik sprendziant naujas problemas ir uzdavinius, is-
kilusius moksle ir praktikoje, bet ir jau jvaldant igytas zinias, pedagogingje veikloje,
polemikos (gr. ,,polemikos* — karingas; gincas, vieSa diskusija, paprastai spaudoje,
politiniais, visuomeniniais, literatiiros ir kt. klausimais), diskusiju (lot. ,,discussio “ —
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tyrimas, nagrinéjimas; viesas kokio nors dalyko svarstymas, aptarimas), disputy (lot.
»disputo® — svarstau, gincijuosi; vieSas mokslo, meno klausimy svarstymas) procese,
logikos vaidmuo mokymo procese pasireiskia ir klausimy — atsakymy loginés struk-
tliros zinojimu ir taikymu.

Klausimas pazinimo procese vaidina ypatingos svarbos vaidmeni, nes visas pa-
saulio pazinimas prasideda nuo klausimo, nuo problemos iskélimo. Problemas kelia
praktika, nes ji — pazinimo pagrindas. Terminai ,,problema®, , klausimas®, ,,proble-
miné situacija® Zymi ne tapacias, nors ir susijusias tarpusavyje savokas. Terminas
»problema“ zymi tokj klausima i$ mokslo srities, i kuri atsakant nepakanka tuo metu
turimos informacijos (ziniy). Vienas i§ galimy iskeltos problemos sprendimo keliy —
hipotezés formulavimas ir jos tikrinimas. Klausimas — problemos isreiskimo forma.
Bet klausimas formuluojamas ir turint tiksla gauti tam tikra informacija, jau Zzmogaus
turima, ar turint tiksla i$siaiskinti jo nuomong apie koki nors objekta, reiskini, santykj,
ar jo mokymo tikslu.

Zymus rusy pedagogas — novatorius Vasilijus Suchomlinskis (1918-1970) ypatin-
ga vaidmeni mokymo procese lavinant mokiniy logini mastyma skyré mokytojo mo-
kéjimui kelti klausimus mokiniams ir siekimui gauti teisingus atsakymus i juos, tokius
atsakymus, kurie padéty ugdyti mokiniy intelekta, zadinty ju savarankiska mastyma.
Klausimus reikia formuluoti jvairaus sudétingumo, reikalaujancius jvairiapusisko
mokiniy ziniy spektro (lot. ,,spectrum* — vaizdinys, vaizdas; visumos komponenty
Ivairove), ivairius savo forma, visada atsizvelgiant { mokiniy amziy. Mokinio masty-
mas yra kreipiamas i atsakymy suradima. Sukelti tokj poreiki — reiskia itraukti mokini
i protini darba. V. Suchomlinskio nuomone, sunkiausia yra mokytojui, bet tai yra pats
tikriausias jo meistriSkumo rodiklis [142].

Klausimas formuluojamas klausiamuoju sakiniu, kuris néra sprendinys ar teiginys,
todél nelaikomas nei teisingu, nei klaidingu. Visa klausimo — atsakymo situacija api-
ma: a) prading informacija apie klausime aptariama objekta, kurj vadiname klausimo
baze (prielaida); b) nurodyma apie $ios informacijos nepakankamuma ir biitinuma
toliau papildyti bei pagilinti Zinias.

Taigi klausimas — tai loginé forma, kuri turi pradine, pagrindine informacijq, kar-
tu nurodantis { jos nepakankamumq siekiant gauti naujq informacijq atsakyme.

3.2.3.2. Klausimy rasys

1) Patikslinantieji klausimai (,,Ar tiesa, kad ...?“. ,,Ar reikia ...? ir pan.). Jie gali
buti paprastieji ir sudétiniai. Paprastieji klausimai gali biiti nesqlyginiai (,,Ar tiesa, kad
rombo krastinés lygios? ir pan.) ir sqlyginiai (,,Ar tiesa, kad jei lygiagretainis yra rom-
bas, tai jo istrizainés yra tarpusavyje statmenos?“‘). Sudétiniai klausimai skirstomi | kon-
Junkcinius (sujungianciuosius) ir disjunkcinius (atskirianciuosius), pastarieji gali buti
grieztosios ir silpnosios disjunkcijos. Pvz.: a) ,,Kokioms geometriniy figiiry klaseéms
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priskirsime trikampi ir apskritima?*‘ (konjunkcinis); b) 2 x 2 =4 ar 2 x 2 = 57 (grieztoji
disjunkcija); c) ,,Sis kampas yra arba lygus %/ , arba 30°?* (silpnoji disjunkcija).

2) Atgaminantieji klausimai — jie prasideda zodziais ,,Kur?*, , Kada?*, ,, Kodél?*,
,,Koks?“ ir pan. Jie taip pat gali biiti paprastieji ir sudétiniai. Pvz.: a) ,,Kokj trikampi
vadiname lygiaSoniu?* (paprastasis); b) ,,Kaip pakisty lygiakrasc¢io trikampio krasti-
nés, jei du kartus padidintume jo plota ar perimetra?* (sudétinis).

3.2.3.3. Klausimy prielaidos

Klausimo prielaida arba baze (gr. ,,basis* - pagrindas) laikomos jame esancios
pradinés Zinios, kuriy stoka ar neapibréztuma reikia pasalinti. Ziniy stoka ar neapi-
bréztuma nurodo klausimo operatoriai (lot. ,,operator” — veikéjas), t. y. klausiamieji
zodziai: ,,Kas?“, ,,Kada?*, ,Kur?*, ,, Kodél?* ir pan.

Pagal prielaidy (baziy) pobtdj klausimai skirstomi i: a) logiSkai korektiskus (lot.
»correctio® — pataisymas, patikslinimas) — teisingai suformuluotus, t. y. tokius, kuriy
prielaidos (bazés) yra teisingi teiginiai; b) logiskai nekorektiskus — neteisingai sufor-
muluotus, kuriy prielaidos (bazés) — neteisingi ar neapibrézti teiginiai. Jei klausianty-
sis 18 tiesy nezino to, kad bazé neteisinga, tai klausimas laikomas nekorektisku, o jei
klausiantysis tai zino, tai klausimas laikomas provokaciniu (lot. ,,provocatio* — kurs-

Cww —

3.2.3.4. Paprastyjy ir sudétiniy klausimy formulavimo taisyklés

1. Klausimo formulavimo korektiSkumas: nerekomenduotini provokaciniai, nea-
pibrézti klausimai.

2. Turi biiti numatytos atsakymo { patikslinanciuosius klausimus alternatyvos
(,,taip — ne®).

3. Klausimo trumpumas, aiSkumas: sunku suprasti ilgus, painius, netikslius klau-
simus ir atsakyti { juos.

4. Klausimo paprastumas: jei klausimas sudétinis, ji geriau iSskaidyti | keleta pa-
prastyju.

5. Sudétiniuose klausimuose biitina iSskaiciuoti visas alternatyvas, pvz.: ,,Ar §i
figlira yra lygiagretainis ar trapecija?*

6. Biitina skirti paprasta klausima nuo reforinio (gr. ,,rhétoriké™ — tuscia grazby-
lysté), pvz.: ,,Kas i$ jiisy nezino, kad lyginiai skaiciai dalijasi i§ 2?7 Retoriniai
klausimai yra teiginiai, nes juose kas nors teigiama arba neigiama, o klausimas
negali biiti teiginys.

3.2.3.5. Atsakymy loginé struktdra ir rasys

1. Atsakymai | paprastuosius klausimus. Atsakymai { pirmojo tipo klausimus — pa-
tikslinan¢iuosius yra dviejy tipy : ,.taip-ne‘. Atsakant i antrojo tipo klausimus, biitina
pateikti tikslia, iSsamia informacija.
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2. Atsakymai | sudétinius klausimus. Atsakant | konjunkcinj klausima, reikia at-
sakyti | visus paprastuosius klausimus, jeinancius i sudétini klausima. Atsakant i dis-
junkcinj klausima daznai pakanka atsakyti tik i viena ar kelis ji sudarancius papras-
tuosius klausimus.

Galima tokia klausimy klasifikacija: 1) tiesioginiai klausimai, { kuriuos galime
atsakyti ,,taip® arba ,,ne‘; 2) tiesioginiai klausimai, { kuriuos negalima taip vienareiks-
miskai atsakyti — reikia platesnio atsakymo; 3) pusiau tiesioginiai klausimai, kuriuose
klausiama, koks i§ dvieju (ar daugiau) teiginiy yra teisingas. Tokiu atveju klausimas
yra sudétinis, ji reikia suskaidyti | keleta paprastyju.

Atsakydamas i klausima, mokinys turi iSsiaiskinti klausimo prielaidas ir nustaty-
ti, ar jos teisingos, ar klaidingos. Klausimai stimuliuos aktyvia mokiniy mastomaja
veikla, jei juose bus optimalus neapibréztumo kiekis. Jei klausimas turi per daug ne-
apibréztumo, tai mokiniams sukelia dideliy sunkumy. Priesingai, lengvi, stokojantys
neapibréztumo klausimai nereikalauja i§ mokinio tyrimo, daliniy atvejy nagrinéjimo.
Pvz., vietoje klausimo ,,Kiek apskritimu galima nubrézti per 3 plokStumos taskus,
nesancius vienoje ties¢je? (lengvas atsakymas — ,,vieng™), geriau pateikti klausima
AT egzistuoja apskritimas, einantis per tris taskus?*, nes gatavo atsakymo vadovélyje
néra ir mokiniai patys turi nagrinéti jvairius 3 tasky iSsidéstymo plokStumoje atvejus
(vienoje ties¢je arba ne).

Mokytojas turi vengti nekonkreciy klausimy: ,,Kg galime pasakyti apie trikampi
ABC?%, , Kokias savybes turi (neturi) trapecija (kubas)?*

3.2.3.6. Klausimy formulavimas probleminio mokymo procese

Probleminiu mokymu, kaip jau min¢jome auksc¢iau, suprantame toki mokyma, ku-
ris mokiniy samonéje inspiruoja tokius pazintinius uzdavinius ir problemas, kurios
primena mokslini tyrinéjima. Problemy sprendimas aktyvina mokiniy kiirybines proti-
nes galias. Pvz., pries jrodant trikampio vidaus kampy didumy sumos teorema, galima
duoti mokiniams uzduoti; ,,Nubrézti trikampi, kuris turéty tris duotuosius kampus* (o
kampus parinkti tokius, kad jy suma btity daug didesné ar mazesné uz 180°). Mokiniai
negalés i$spresti Sio uzdavinio ir turés galvoti, kokia gi to neiSsprendimo priezastis.
Labai tinkamos yra ir problemos, priver¢iancios ieskoti matematiniy désningumu: 1)
veiksmy rezultaty (sumos, skirtumo, sandaugos, dalmens) kitimas kintant vienam ar
keliems juy komponentams; 2) kvadrato ploto kitimas priklausomai nuo jo krastinés
padidinimo (sumazinimo) kelis kartus ir t. t. Efektyvis yra ir atskiri probleminiai
klausimai: 1) Kodél keturkampis vadinamas keturkampiu? Ar galima buvo jam duoti
kitoki pavadinima, taip pat susijusi su jo savybémis? 2) Kaip pavadintume trikampi,
kurio vienas kampas bukasis?

Matematikos mokymo procese naudojami ivairiis uzdaviniy tipai: standartiniai,
mokomieji, tiriamieji, probleminiai. Pagrindiniai uzdavinio komponentai yra: saly-
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ga, klausimas, sprendimas, jo pagrindimas. Standartinis uzdavinys — toks, kuriame
tiksliai apibrézta salyga, zZinomas jo sprendimo bei pagrindimo bdas, t. y. toks uzda-
vinys, kuris treniruoja mokinius atgaminti iSmokta medziaga. Mokomasis uzdavinys
— toks, kuriame tiksliai neapibréztas (ar nezinomas) kuris nors i§ komponenty. Jei
tokiy komponenty yra du, tai uzdavinj laikome tiriamuoju, jei trys — probleminiu.
Toks uzdaviniy skirstymas yra salyginis, nes, nelygu kokios besimokanciojo zinios,
uzdavinys gali biiti priskirtas vienam ar kitam tipui.

Vyresniosiose klasése mokiniai probleminio mokymo procese formuluoja ivairias
hipotezes, numato juy patikrinimo kelius, savarankiskai atranda taisykles, désnius,
formules, teoremy jrodymus. Bendroji mokomoji problema apima turi keleta dali-
niy mokomuyjy problemy. Juy sprendimy aibé leidzia iSspresti pagrinding problema.
Probleminis mokymas numato ne tik probleminés situacijos sukiirima (probleminio
klausimo iskélima), bet ir savarankiska kiirybiska mokiniy darba, naujy jiems désnin-
gumuy, savybiy, santykiy atradima, taip pat savyju teiginiy bei svarstymo eigos logini
pagrindima (irodyma). Aisku, probleminis mokymas, kaip jau pabrézéme auksciau,
néra universalus, ji reikia sieti su aiSkinamuoju.

3.2.4. Pedagogikos klasikai apie logikos vaidmenj mokymo procese

Labai didelj vaidmenj logikai mokymo procese skyré J. A. Komenskis, sitilgs mo-
kyti mokinius trumpy samprotavimy taisykliy, papildomy ryskiais gyvenimiskais pa-
vyzdziais, o po to tobulinti mokiniy logini mastyma analizuojant diskusines ivairiy
mokomuyjy dalyky, taip pat ir matematikos, problemas. Labai svarbiomis mokymo
procese J. A. Komenskis laiké analizg ir sintezg, lyginima [88].

K. Usinskis savo veikale ,,Zmogus kaip aukléjimo objektas [143] pabrézé, kad
logika — ne kas kita, kaip atspindéjimas miisuy prote tarpusavio rysiy, kurie egzistuoja
tarp gamtos objekty ir reiskiniy. ISmokyti vaikus logiskai mastyti — pagrindinis mo-
kymo pradinése klasése tikslas, o loginio mastymo vystymo pagrindu turi tapti vaiz-
dinis mokymas, gamtos stebéjimas. Labai svarbiu loginio mastymo vystymo btdu
K. Usinskis laike lyginima, teigdamas, kad be lyginimo néra supratimo, o be supra-
timo néra teiginio. Pirmieji mokiniy atliekami elementariis palyginimai yra pagristi
jutiminiu pazinimu, vaizdziu daikty suvokimu: ,,Pirmoji pakopa — daiktai lyginami
tiesiogiai; antroji — dviejy daikty lyginimo tarpininkas yra trecias, daugiau ar maziau
pazistamas daiktas; trecioji pakopa — keletas tarpiniu daikty; bet dazniau a$ jauciu
sutapima, o po to jau iesSkau tarpininky® [143, p. 88].

Ypatingas K. Usinskio ,,Vaiky pasaulio® skyrius yra ,,Pirmosios logikos pamokos*.

K. Usinskis savo straipsnyje ,,Apie pradinj skai¢iavimo mokyma“ ras¢: ,,Pradedant
mokyti skaiiavimo (gasdinantj aritmetikos pavadinima reikia palikti aukStesnéms
klaséms), taip pat reikia neskubéti ir toliau eiti, tik tvirtai iSmokus ankstesni dalyka;

229



o iSmokta dalyka reikia nuolat taikyti praktikoje™ [109, p. 606]. (Beje, ikikaringje
Nepriklausomoje Lietuvoje daugelis autoriy savo vadovelius ir uzdavinynus pradinu-
kams irgi jvardijo kaip ,,skai¢iavimo®, o ne ,,aritmetikos mokymo priemones [5, 6,
11, 12]. Zodzio ,aritmetika“ iSvengiama ir kai kuriuose dabartiniuose vadovéliuose
pradinukams — ,,Skaiciy Salis* [25-28]). K. Usinskis kvieté: ,,Tegul vaikai matuoja,
sveria, skai¢iuoja. Sie darbai labai pagyvina déstyma, juos vaikai labai mégsta ir per
juos igunda skaiCiuoti* [109, p. 607]. Bet vaikai turi biiti ir pratinami naudotis mas-
tymo operacijomis. Todél K. USinskis toliau teigé Stai ka: ,,Savaime suprantama, kad
vaikai turi ne mokytis aritmetikos taisykles, o patys jas atrasti. Pavyzdziui, nereikia
vaikams sakyti, kad jeigu negalima atimti vienety i§ vienety, tai reikia paimti viena
desimti ir pan.* [109, p. 608—609]. Sitilo vaikams duoti pagaliuky rysuliukus ir palai-
dus pagaliukus bei liepti atimti, pvz., 24 — 17. Vaikai patys susigaudys, kaip tai pada-
ryti, o tada, ,,kai jau visi vaikai supranta kuri nors paprasta aritmetikos désnj ir jgunda
ji atlikti mintinai, ir Zodziu, ir rastu, tuomet galite ta désni suformuluoti kaip aritmeti-
kos taisykle, kad ipratintuméte vaikus tiksliai kalbéti. Uzdaviniy turinj reikia stengtis
imti i§ aplinkinio vaiky pasaulio; tegul jie iSmatuoja savo klase, visus suolus, duris ir
langus, tegul suskaiciuoja visy savo knygy ir sasiuviniy puslapius, tegul suskai¢iuoja
savo metus, tegul suskaiciuoja savo savaites, dienas ir valandas iki svenciy“ [109, p.
608—609]. Panasiai stebétose pamokose vaikams liepé elgtis rokiskénés mokytojos R.
Rumsieng, L. Vensloviené, I. Sutiené ir kt.

Dar viename savo straipsnyje K. USinskis galutinai suformulavo samprotavimy
logikos reikSmg: ,,Samprotavimo reikSmé itin yra svarbi matematiniuose moksluose.
Mes jau susipazinome su matematiniy aksiomy Saltiniu, ta¢iau zmogus dargi pacioje
ankstyvojoje vaikystéje nesustoja prie vieny aksiomy. Nuolat mégindamas pats judéti
bei mégindamas pajudinti dangaus kiinus, juos déstyti, kilnoti arba keisti jy forma,
zmogus tuo paciu indukcijos biidu, tik neaiskiai suvokiamu, susidaro tiek aritmetiniy
ir algebriniy veiksmy, tiek geometriniy figiiry bei ju savybiu savokas. Mes pirmiau
imamés sudéties, atimties, daugybos, dalybos, lyg¢iy nagringjimo, negu suzinome ty
veiksmy taisykles; mes pirmiau jgyjame supratima apie tai, kas yra linija bei jvairis li-
nijy santykiai; kas yra trikampiai bei trikampio krastiniy ir kampy tarpusavio santykiai,
kas yra apskritimas, kvadratas ir t. t., negu iSgirstame ka nors i§ geometrijos. Valstietis,
statasis trobelg arba skaitytuvais apskaiciuojgs savo sklypo plota <...>, be abejonés,
turi labai teisinga supratima apie daugelj aritmetiniy bei algebriniy tiesy ir apie jvairiy
geometriniy figliry savybes; bet vis délto jis i§ tikryjy nemoka nei algebros, nei ge-
ometrijos, t. y. nesupranta, kaip susidaro tos matematinés savokos, kurias praktikoje
jis labai teisingai vartoja. Deduktyvinés, samprotaujamosios matematikos uzdavinys ir
yra i$skaidyti tas sudétingas, jau susidariusias savokas i pirminius judesiy pojucius — i
aksiomas, arba akivaizdzias tiesas, kurios kyla tiesiog i$ to, kad nervy sistema negali
atlikti antimatematiniy judesiy. Zinoma, matematikos mokslas, be to, eina ir sintetiniu
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keliu, t. y. samoningai komplikuoja pirminius sprendimus. Stai kodél mes sutinkame su
tais, kurie teigia, kad matematikoje iSkart naudojami tiek induktyvis, tiek deduktyviis
mastymo buidai: tick matematiniy savoky sudarymas, tiek juy suskaidymas i pirminius
sprendimus. Pati gamta savo formomis bei judéjimu pateikia matematikai uzdavinius ir
matematika tuos uzdavinius sprendzia, suvesdama juos i tas akivaizdzias tiesas, kurios
pagristos miisy jausmu, kad prieSingas judéjimas yra negalimas; nes matematikoje ir
forma yra tiktai judéjimo pasekmé* [109, p. 471-472].

V. Suchomlinskis didelg reik§mg skyré formavimui tokiy savoky, kaip priezastis
ir pasekmé, skirtingumas ir tapatumas, galimybé ir negalimumas ir t. t. Protinis lavi-
nimas pagal ji prasideda ten, kur yra teorinis mastymas, kur gyvas suvokimas — ne
galutinis tikslas, o tik priemoné [142].

Visi aptartieji klasikai pagrindini démesj skyré loginio mastymo ugdymui pradiniy
klasiy matematikos pamokose. Aptarsime, kaip loginis mastymas lavinamas matema-
tikos pamokose vyresniosiose klasése.

3.2.5. Vyresniyjy klasiy mokiniy loginio mgstymo lavinimas matematikos
pamokose

Matematikos didaktikos specialistai teigia, kad matematika padeda lavinti kiry-
binji logini mastyma versdama mokinius ieskoti nestandartiniy uzdaviniy sprendimo
biduy, apmastyti paradoksus, analizuoti teoremu turinj ir ju jrodymu esme, nagrinéti
zymiy mokslininky kiirybiniy minciy specifika. Lavinamasis matematikos pamoky
efektas pasireiskia tuo, kad specifinis matematikos loginis grieztumas ir samprotavi-
my tvarkingumas tiesiog ugdo mokiniy bendraja loginio mastymo kultiira, ir pagrin-
dinis matematinio Svietimo lavinamosios funkcijos aspektas yra visavertés argumen-
tacijos geb¢jimy iSvystymas. Jei kasdieniniame gyvenime ir netgi daugelyje moksly
nepavyksta argumentacijos padaryti visiSkai iSsamios, tai matematikoje yra kitaip:
,.Cia argumentacija, nebidama absoliuciai i§samia, leidZianti net ir maZiausia pagristo
priestaravimo galimybg, negailestingai pripazistama klaidinga ir atmetama kaip nete-
kusi bet kokios galios <...>. Mokydamasis matematikos, mokinys pirma karta savo
gyvenime sutinka tokj griezta reikluma argumentacijos visavertiSkumui, — ras¢ zy-
mus rusy matematikas Aleksandras Chinc¢inas (1894-1959) [147]. Mokydamiesi ma-
tematikos, mokiniai iSmoksta tarpusavio kritikos; mokinys, kuris apsigina nuo savo
draugy abejoniy dél savojo svarstymo eigos, pajunta, kad buitent loginés argumenta-
cijos visavertiSkumas buvo jo ginklas, kuriuo naudodamasis jis nugaléjo. O karta tai
pajutes, jis neiSvengiamai iSmoks gerbti $i ginkla, ir, net biidamas kitose situacijose
(ginydamasis su kitais arba mastydamas vienas), ieskos tikslios, visavertés argumen-
tacijos, o tai jau rodo aukstesni jo loginio mastymo lygi. A. Chincinas suformulavo
kai kuriuos konkrecius reikalavimus, kuriuos ivykdzius argumentacija bus svari: kova
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pries neteisétus apibendrinimus ir nepagristas analogijas, uz disjunkciju pilnuma, uz
klasifikacijy nuosekluma ir i§samuma.

Matematinio mastymo stilius pasizymi §iomis ypatybémis: 1) absoliutus sampro-
tavimo loginés schemos dominavimas; 2) lakoniskumas, samoningas siekimas visada
rasti trumpiausia i§ vedanciy i duotaji tiksla kelia; 3) tikslus svarstymo eigos isskai-
dymas | atskirus atvejus; 4) skrupulingai tiksli simbolika [147]. Aptartieji matemati-
nio mastymo bruozai padeda pakelti bendra moksleiviy mastymo kultiira, vystyti ju
intelektini potenciala. Matematikos pamokose mokiniai operuoja visomis mastymo
formomis: savokomis, teiginiais, samprotavimais. DaZniausiai mokiniai naudojasi
tokiomis dedukciniy samprotavimy formomis: kategoriskasis silogizmas, entimema,
polisilogizmai, dilemos ir t. t.

3.3. Mokiniy matematinio mastymo ugdymas ir matematiniy uzdaviniy
formulavimas

3.3.1. Bendrieji matematinio ugdymo bruoZai ir matematinio mgstymo vaidmuo

Matematikos mokslo ir matematikos didaktikos raidos procese natiiraliai pakito
savokos ,,matematinis mastymas‘ turinys, labai iSaugo jos vaidmuo matematikos mo-
kymo procese. Tarp mokymo sistemos ir protinio mokiniy vystymosi eigos egzistuoja
labai glaudus ry3ys, kuris nusakomas atitinkamais désniais. Siy désniy ie§kojimas yra
viena i§ pagrindiniy pedagoginés psichologijos problemy. Siuo metu yra padaryti tik
pirmieji zingsniai sprendziant §ig problema. Atsakymai | klausimus: ,,Koki mastyma
vadiname matematiniu?*, ,, Kokie yra matematinio mastymo pagrindiniai bruozai?*
dar néra nei tikslas, nei vienareikSmiski tiek matematikos didaktikoje, tiek pedago-
ginéje psichologijoje. Aisku, biitina pazyméti, kad pedagogingje psichologijoje, ki-
bernetikoje jau yra nemaza laiméjimu sprendziant Sias problemas, bet jie dar mazai
naudojami didaktikoje.

Matematinis ugdymas — sudétingas procesas, kurio komponentai yra §ie: a) atitin-
kamos matematiniy fakty ir idéjy sistemos isisavinimas; b) atitinkamuy matematiniy
mokéjimy ir igidziy sistemos susiformavimas; ¢) matematinio mastymo vystymas.
Labai ilgai buvo manoma, kad biitini yra tik du pirmieji komponentai, o treciasis for-
muojasi stichiskai, sekmingai formuojantis pirmiesiems dviems. Tai Siek tiek teisinga,
bet nevisiskai. Psichology tyrimai liudija, kad matematinis mastymas yra ne tik vienas
i$ svarbiausiy mokiniy pazintinés veiklos komponentuy, bet ir toks, be kurio kryptingo
lavinimo negalima uztikrinti pirmyjy dvieju komponenty suformavimo.

Psichologai ne karta pabréze, kad vaiko mokymasis ir jo protiné raida yra glaudziai
susije tarpusavyje. Taciau, nors vaikas besimokydamas vystosi, jo protinis lavéjimas
vyksta gana savarankiSkai. Pasirodo, kad matematinés sgvokos nesiformuoja Salia
pazinimo proceso, o yra palaipsniui konstruojamos skirtingu laipsniu atskiruose mo-
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kymo etapuose. Mokiniai su silpnai i§vystytu matematiniu mastymu negali {sisavinti
(suprasti) vienos ar kitos matematinés idéjos, jie sugeba formaliai jsiminti tik atskirus
matematinius faktus. Kad perprasty $ia idéja, mokiniai turi iSsiugdyti gebéjima atlikti
apibréztas protines operacijas, kurias jvalde jie gali aktyviai ir samoningai suvokti
nauja idéja, tiesiogiai ar netiesiogiai dalyvaudami ja kuriant.

Iki musy dieny psichologiniy tyrimy rezultatai ugdymo praktikai tarnauja beveik
vien tokiu budu: tiriant uzdavinio sprendimo eiga, iSaiskinami biidai, kuriais iSspren-
dziami atitinkami uzdaviniy tipai, o po to mokomojo eksperimento metu patikrinamas
ju pedagoginis efektyvumas, paskui tie biidai perteikiami mokiniams, t. y. suformuo-
jami konkretiis mastymo biidai, organiskai susije su apibrézty operacijy iSskyrimu ir
fiksavimu, taciau neatskleidziant to mastymo proceso, kurio metu tos operacijos tai-
komos, esmés. Aisku, mokantis matematikos tam tikra mastymo technika (operaciju
atlikimo biidy ar igtidziy, atliekant jas pagal i§ anksto numatytus pozymius, visuma)
reikalinga, bet negalima tuo apsiriboti: tai néra pagrindinis mokiniy mastymo lavi-
nimo uzdavinys ar netgi svarbiausia jo dalis. Reikia mokinius mokyti surasti naujus
rysius, padéti jiems ivaldyti bendrus veiksmy biidus, padedancius spresti naujus uz-
davinius, {savinti naujas zinias, t. y. mokantis matematikos biitina ne tik kryptingai,
bet ir visapusiSkai lavinti mokiniy matematini mastyma, padaryti ji pakankamai gily
ir bendra. Paprasciau sakant, reikia, kad mokiniai susiformuoty bendrus, o ne vien
mastymo konkrecioje situacijoje budus. Aisku, bendrieji mastymo biidai formuojami
remiantis daliniais, kurie yra susije su konkre¢ia mokomaja medziaga. Pvz., mokant
spresti uzdavinius, sudarant lygtis i$ ju salygu (judéjimo, bendro darbo ar kt. tipy
uzdaviniai), mokiniai, {vald¢ mokéjimus sudaryti lygtis i§ tipiniy uzdaviniy salyguy,
ivaldo ir bendraji mokéjima — uzdaviniy sprendima lygciuy sudarymo is ju salygu me-
todu. O $is metodas — analitinio mastymo forma. Taigi susiformave konkrecios mate-
matinés medziagos pagrindu bendrieji metodai tampa universaliais, o tai liudija apie
galimybes juos perkelti i kitas matematinés veiklos sferas.

3.3.2. Bendroji lavinamojo matematinio mgstymo charakteristika

Pasaulio pazinimas, realizuojamas mastymu, — ne vien intelektinis, protinis pro-
cesas. Mastymas atsiranda ir islieka, biidamas glaudziai susijgs su praktine Zzmogaus
veikla. Ta¢iau mastymu zmogus gali jau ne realiai, ne praktiskai, o mintyse pertvarkyti
gamtos objektus ir reiskinius. Mintimis zmogus gali veikti ten, kur praktiskai veikti jis
negali. Taigi zmogaus geb¢jimas mastyti nepaprastai iSplecia jo praktines galimybes.
Pirmasis mastyma bandé apibrézti rusy psichologas Ivanas Secenovas (1829-1905),
kuris suformulavo genialia hipotezg apie tai, kad Zmogaus mintis yra ,,susitikimas‘
su realybe, Sio ,,susitikimo* procese Si realybé pazistama, pati mintis yra Zmogaus
atsakomoji reakcija i realybés poveiki. . Secenovas iskélé ir hipoteze apie tai, kad
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mastymas yra procesas, nors jo laikais i hipotez¢e toliau tiriama nebuvo nei jo paties,
nei kity psichology. Dabartinéje psichologijoje mastymas suprantamas kaip socialiai
salygotas, tvirtai susietas su kalba psichinis procesas, kurio metu ieSkoma ir atran-
dama esmé, t. y. procesas, kuriame apibendrintai atspindima realybé jos analizés bei
sintezés metu. Mastymas atsiranda praktinéje veikloje i jutiminio pazinimo ir iSeina
toli uz jo riby [133, 149].

Sovietiniai psichologai tirdami mastyma vadovavosi determinizmo (lot. ,,deter-
minare® — apibrézti) principu: iSorinés priezastys veikia per vidines salygas. S. Ru-
binsteinas teigé, kad tik remiantis Siuo principu galima apibrézti psichiniy reiSkiniy
désningumus ir kad biitent $is principas yra psichologiniy teorijy branduolys [139].

Lyginant su visais kitais Zmogaus psichikos reiskiniais (pvz., jausmais), mastymas
yra labiausiai pasléptas, sunkiai tiriamas ir nagrinéjamas. Vidinés mastymo sqlygos
apibréziamos aktyvumo lygiu ir tokiy mastymo operacijy: analizes, sintezés ir api-
bendrinimo tarpusavio saveikos laipsniu pazinimo procese. [Sorinés mastymo salygos
—salygos, kurios sukelia mastyma, yra objektas, apie kuri mastoma, ir aplinka, kurioje
saveikauja subjektas ir objektas. Kalbant papras¢iau, mastymas néra vienas objekto
pazinimo aktas — tai, kas nezinoma, i$ karto neatsiskleidzia. Vieno mastymo akto re-
zultatai jtraukiami { tolesng¢ mastymo proceso eiga, objekto pazinimas nuolat gil¢ja.
Mastymo procesas realizuojamas kaip zmogaus ir jo suvokiamos situacijos, t. y. kaip
subjekto ir objekto saveika. Kartais pasitaiko, kad mastymas pakeicia prading iskilu-
sia problema, o $i pakeista problema veikia tolesng zmogaus minties eiga, koreguoja
ja, sukeldamas naujus klausimus ir naujas prielaidas apie suvokiamaji objekta. Ma-
tematinis mastymas nattraliai visiS$kai atitinka mastymo apskritai pobiidi. Taciau jis
turi savo specifiniy bruozy ir ypatybiu, kurias lemia nagriné¢jamuy objekty ir ju tyrimo
metody specifika. Mastanti, kiirybinga asmenyb¢ gali neturéti pakankamai iSvystyto
matematinio mastymo. Konkretus pavyzdys — talentinga lietuviy poeté Saloméja Né-
ris, kuri, mokydamasi Vilkavigkio ,,Ziburio* gimnazijoje, labai vargo su matematika
ir kuriai tik kaip daug Zadanciai poetei gimnazijos direktorius ir matematikos mokyto-
jas Steponas Vaitkevicius tik i§ pasigailéjimo para$é neuztarnauta minimaly teigiama
pazymi (trejeta, pagal tuometing penkiabalg vertinimo sistema). Beje, tas nepakanka-
mai i§vystytas matematinis mastymas atsiliepé poetei ir kitur: buityje, politikoje — ji
daznokai pasijusdavo bejégé ir atsiduodavo kity valiai. Tad matematinis mastymas
pirmiausia yra viena i§ gamtamokslinio mastymo rtsiy, o pastarasis apibtidinamas: 1)
gamtamokslinés informacijos ir ziniy igijimu (atitinkamy fakty ir specialiy terminy Zi-
nojimu, mokéjimu atgaminti désnius ir taisykles, apibrézti forma, struktiira, procesus
ir ju funkcijas, paaiskinti désniy reikSme); 2) mokéjimo naudotis gamtamokslinémis
ziniomis praktikoje formavimu, gyvenimiskojo patyrimo praturtinimu taikant buityje
gamtos désniy zinias, mokéjimu skirti faktus ir hipotezes, vykdyti eksperimentus ir ti-
krinti jy iSvadas, daryti apibendrinimus eksperimentiniy duomeny pagrindu. Kadangi
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mastymas neatskiriamas nuo veiklos, suprantama, kad ir gamtamokslinis mastymas
gali biiti apibiidinamas ir jo metodikos pagrindiniais elementais: 1) problemos supra-
timas; 2) tikslus jos apibrézimas ir atribojimas nuo kity problemu; 3) visy situaciju,
susijusiy su $ia problema, nagringjimas; 4) problemos sprendimo planavimas, geriau-
sio jos sprendimo biido suradimas; 5) labiausiai tikétinos hipotezés pasirinkimas; 6)
eksperimenty hipotezei patikrinti planavimas; 7) tu eksperimenty atlikimas; 8) kon-
troliniy eksperimenty atlikimas; 9) iSvady formulavimas ir pagrindimas; 10) iSvady
praplétimas naujoms situacijoms, kuriose pasireiskia tie patys veiksniai. Visi Sie ele-
mentai yra pagrindas taikyti jvairiems metodams mokant gamtamoksliniy discipliny.

Turédamas visus gamtamokslinio mastymo bruozus, matematinis mastymas turi ir
savy ypatybiy. Matematinio magstymo charakteristika turi $ivos aspektus: 1) turinys
(pagrindiniai matematinio mastymo tipai); 2) matematiné veikla (mokslinio matema-
tinio tyrimo metodai); ¢) forma (mastymo savybeés, apibréziancios mastymo stiliy); d)
subjektyvios zmogaus, uzsiimancio matematine veikla, charakterio savybés (dorovi-
nés ir kt.). Suvestiné matematinio mastymo komponenty charakteristika pateikta 14
lenteléje [127, p. 135].

14 lentelé

Suvestiné matematinio mastymo komponenty charakteristika

Turinys (mastymo | Veikla Formos Subjektyviosios
tipai) (matematinio (mastymo charakterio savybés
tyrimo metodai) | stilius)
Konkretusis Stebéjimai ir Lankstumas Noras tyrinéti
mastymas bandymai Aktyvumas Gebéjimas susikaupti
Abstraktusis Indukcinis Tikslingumas Atkaklumas
mastymas (analitinis, | metodas Atminties Polinkis i kiiryba
loginis ir erdvinis- Dedukcinis pasirengimas Intelektinis
scheminis) (aksiominis) Platumas saziningumas
Intuityvusis metodas Gilumas Smalsumas
mastymas Tradukcinis KritiSkumas Tikslumas,
Funkcinis mastymas | metodas SavikritiSkumas | teisingumas
Dialektinis (analogijos Kalbos Kalbos aiskumas,
mastymas taikymas) lakoniskumas, | lakoniskumas
Strukttrinis Modeliavimas aiSkumas ir Vaizduotés
mastymas (abstrak¢iy tikslumas gebéjimai, fantazija
Utilitarinis matematiniy Pasitenkinimas
mastymas modeliy darbo procesu ir jo
Kirybinis mastymas | taikymas) rezultatais
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Pateiktoji matematinio mastymo komponenty schema yra tik apytikslé ir néra nei
i$sami, nei pilna. Suprantama, kad realiame matematinio mastymo procese visi auks-
¢iau pateiktieji komponentai, organiskai saveikaudami vienas su kitu, glaudziai su-
sipina jvairiose mastymo operacijose ir pasireiskia vienovéje. Sio sudétingo proceso
iSskaidymas reikalingas tam, kad galétume ji geriau iSnagrinéti.

Dabar pereisime prie matematinio mastymo tipy nagrinéjimo. Pagrindine didakti-
ne matematinio mastymo priemone laikomas matematiniy uzdaviniy, kuriy turinys ar
sprendimo biidai atitinka tam tikra vieting mastymo charakteristika, sprendimas.

3.3.3. Pagrindiniai matematinio mqgstymo tipai ir jo vystymo didaktiniai budai

Konkretusis (daiktinis) mqstymas — mastymas, vykstantis esant glaudziai saveikai
su konkrec¢iu objektu ar jo modeliu. Yra dvi jo rSys: a) neoperatyvusis mastymas
(stebéjimas, jutiminis suvokimas); b) operatyvusis mqstymas (veiksmai su objektu
ar jo modeliu). Neoperatyvusis konkretusis mastymas biidingas ikimokyklinio ir jau-
nesniojo mokyklinio amziaus vaikams, kurie masto tik vaizdais, aplinka suvokia tik
vaizdiniais. Tai, kad tokio amziaus vaikai dar neoperuoja abstrak¢iomis sagvokomis,
liudija Z. Pjazé bandymai [114]. Pateikiame pora iy bandymu.

1. Vaikams demonstruojami du vienodi indai su vienodu spalvoto skyscio kiekiu
(36 pav.). Skyscio kiekio vienodumas aptariamas su jais.

Po to skystis i§ antrojo indo perpilamas i trecia kitokios formos inda (37 pav.) ir
pasitiloma vaikams palyginti skyscio kiekj abiejuose induose.

37 pav.

Vaikai tvirtina, kad tre¢iajame inde skysc¢io daugiau, negu pirmajame, nors perpy-
limas buvo atlieckamas jiems matant.
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2. Vaikams demonstruojamos gelés: rugiagelés ir gvazdikai (pvz., 17 rugiagéliy ir
5 gvazdikai) ir klausiama, ko yra daugiau — rugiagéliy ar gvazdiky. Paprastai vaikai
atsako, kad gvazdiky daugiau (nes jie yra Zymiai didesni).

7. Pjazé visa tai aidkina tuo, kad neoperatyvusis tokio amziaus vaiky mastymas
tiesiogiai ir visiSkai yra pajungtas ju suvokimui, tod¢l jie negali pasitelkdami sgvokas
abstrahuotis nuo kai kuriy labiausiai krintanéiy i akis nagrinéjamy objekty savybiuy.
Mokant vidutinio ir vyresniojo amziaus vaikus poveikis neoperatyviajam konkrecia-
jam mastymui pasireiSkia naudojant jvairias vaizdines priemones, diafilmus, kina, te-
levizija, kompiuterj.

7. Pjazé tvirtina, kad operatyvusis konkretusis mastymas yra veiksmingesnis
rengiant vaikus abstrakciuy savoky isisavinimui. Praktiné veikla yra vaiko psichikos
vystymosi pagrindas. Konkretusis mastymas ypa¢ svarbus mokant matematikos ze-
mesnése ir vidurinése klasése. Butina mokyti mastyti pasitelkiant ne tik tradicinio
vaizdumo priemones, bet ir remiantis konkreciais matematiniais pavyzdziais. Pvz.,
pradinése klasése, aisSkinant sudetj stulpeliu:

N 235
341
576,

aiskinama taip: 235 + 341 = (200 + 30 + 5) + (300 + 40 + 1) = (200 + 300) + (30 +
+40)+(5+1)=500+70+ 6=>576.

Vyresniosiose klasése konkretumas pazinimo procese mazéja, nes pats konkretu-
mas keicia savaja forma, ji keicia abstrakcijos. Tod¢l reikia prisiminti ir tai, kad nuola-
tinis naudojimasis vaizdumu kartais gali pasirodyti esas Zalingas, pvz., mokant stereo-
metrijos nuolatinis modeliy naudojimas gali stabdyti erdvinés vaizduotés vystymasi.

Abstraktusis mgstymas yra glaudZziai susijgs su mastymo operacija — abstrahavimu.
Ji turi dvejopa pobudi: negatyvy (lot. ,,negativus® — neigiamas) — abstrahuojamasi nuo
nagrinéjamojo objekto kai kuriy savybiu, ir pozityvy (lot. ,,positivus* — teigiamas) —
i§skiriamos apibréztos objekto savybés, kurias reikia iSnagrinéti. Todél abstrakciuoju
mastymu vadinamas mastymas, kuris apibiidinamas mokéjimu mintyse abstrahuotis
nuo konkretaus nagrinéjamo objekto turinio ir sutelkti démesi i tas jo bendrasias sa-
vybes, kurias reikia iSnagrinéti. Mokantis matematikos abstraktusis mastymas pasi-
reiSkia dviem pavidalais: a) isreikstiniu (pvz., nagrinéjant kuri nors geometrinj kiina,
abstrahuojamasi nuo visy realiy tokiu kiiny savybiu, iSskyrus ju forma, matmenis,
padéti erdveje); b) neisreikstiniu (pvz., skai¢iuojant klasés mokinius, abstrahuojamasi
nuo kiekvieno atskiro mokinio savybiuy, laikant visus mokinius tapaciais, domina tik
skaiciavimo rezultatas — klasés mokiniy skaicius). Abstraktusis mastymas skirstomas
1o @) analiting , b) loginj ir ¢) erdvinj-scheminj .

Analitinis mastymas apibiidinamas atskiry pazinimo etapy tikslumu, jo turinio ir
taikomy operacijy isisamoninimu. Mokantis analitinis mastymas pasireiskia per: a)
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analitini teoremu jrodyma bei uzdaviniy sprendima; b) tekstiniy uzdaviniy sprendima
sudarant lygtis ar jy sistemas i$ salygos; c¢) uzdaviniy sprendimo rezultaty analizg ir t.
t. Sis mastymas néra izoliuotas nuo kity abstraktaus mastymo risiy; atskiruose masty-
mo etapuose jis gali tik labiau pasireiksti negu kity rii§iy mastymas. Si mastymo risis
glaudziai susijusi su viena i§ pagrindiniy mastymo operaciju — analize.

Loginis mastymas apibiidinamas mokéjimais: a) gauti iSvadas i§ duoty prielaidy;
b) i$skirti dalinius atvejus, iSsemiancius duotaji reiskini: ¢) teoriSkai numatyti biisima
rezultata; d) apibendrinti duotasias iSvadas. Mokymo procese §is mastymas pasireis-
kia per pilnosios indukcijos ir dedukcijos biidu gaunamas iSvadas, teoremy jrodyma.
Loginj mastyma lavinti padeda, pvz., tokie pratimai:

1) Palyginti skaitiniy reiskiniy reikSmes: 987656 + 656135 ir 656135 + 987656.

2) Teisingas ar ne teiginys: ,,Kad kampai bty gretutiniai, pakanka, kad jie turéty
bendra krasting*?

3) Dviese zaidziamas toks zaidimas: pirmasis pasako natiralyji vienazenklj skai-
¢iy nuo 1 iki 9. Antrasis prideda prie jo taip pat koki nors nattiralyji vienazenklj skai-
¢iy ir pasako suma. Prie jos pirmasis prideda vél natiiralyji vienazenkli skaiciy bei
pasako suma ir t. t. Laimi tas, kas pirmasis pasako skai¢iy 66. Kas laimés §i zaidima
— pirmasis ar antrasis zaidéjas?

Erdvinis-scheminis mastymas apibiidinamas mokéjimu mintyse konstruoti erdvi-
nius vaizdus ar schemines nagrinéjamy objekty konstrukcijas ir atlikti su visu tuo
operacijas, atitinkancias tas operacijas, kurios gali biiti atlickamos su realiais objek-
tais. Neaukstas erdvinio-scheminio mastymo lygis paprastai yra klititis sékmingam
stereometrijos mokymuisi, nes §is mastymo tipas formuojasi labai ilgai ir ji reikia
labai kruopsciai formuoti. Tam padeda planimetriniai pratimai, pvz.:

a) kiek atkarpy yra 38 pav.?

38 pav.

b) Kiek trikampiy yra 39 pav.?

39 pav.
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Padeda ¢ia ir erdviniy modeliy gamyba.

Su Siuo mastymo tipu glaudziai susietas mokiniy gebéjimas pavaizduoti schema
kuri nors matematinj objekta, operacijas su objektais ar santykius tarp ju. Idomus
Sia prasme yra pranciizy matematiko Fransua Eduardo Anatolio Liuka (Lucas, 1842—
1891) uzdavinys: ,,Garlaivis i$ uosto A { uosta B plaukia lygiai 6 paras. Kiekvienos
dienos vidurdienj i$ A i B ir i§ B 1 A i$plaukia reisinis garlaivis. Kiek tos pacios linijos
garlaiviy sutiks kiekvienas reisinis garlaivis, iSplaukes i$ uosto B { uosta A?*“ [127, p.
142]. Uzdavinys lengvai iSsprendziamas naudojantis schema (40 pav.):

13-2=11 (garl.)

~6-5-4-3-2-1 0 1 2 3 4 5 6

AR

)R

~4-3-2-10 1 2 3 4 56 7 8 9 101 12
40 pav.

Intuicija (lot. ,,intuitio® — nuojauta) — ypatingas pazinimo budas, kuriuo tiesio-
giai surandama tiesa. Intuicijos sriciai priklauso tokie reiskiniai, kaip staiga surastas
ilgai ir nesékmingai ieSkotas uzdavinio sprendimas (auks¢iau minétas insaito reiski-
nys), greitas numatymas kokio nors zmogaus galimy poelgiy ir pan. JAV pedagogas
ir psichologas DZz. Bruneris intuityvaus mastymo specifikg aiSkina taip: ,,Analitinis
mastymas apibiidinamas tuo, kad atskiri jo etapai aiskiai iSrySkinti ir mastantysis gali
papasakoti apie juos kitam zmogui. Toks mastymas paprastai realizuojamas salygiskai
pilnai isisamoninant tiek jo turini, tiek ir ji sudarancias operacijas <...>.

Priesingai, <...> intuityvusis mastymas apibiidinamas tuo, kad jame néra tiksliai
apibrézty etapu. Jis turi tendencija buti pagristas visos problemos suvokimu i$ karto.
Zmogus gauna atsakyma, kuris gali biiti teisingas arba klaidingas, neisisamoninda-
mas to proceso <...>, kurio metu jis rado ieSkomaji atsakyma... Paprastai intuityvusis
mastymas remiasi susipazinimu su pagrindinémis Ziniomis duotojoje srityje ir su ju
struktiira, o tai leidzia jam realizuotis Suoliais, greitais peréjimais, praleidziant ats-
kiras grandis; Sios ypatybés reikalauja patikrinti iSvadas analitinio mastymo biidais
— indukciniais ar dedukciniais® [118, p. 266].

Tradiciniame mokyklinio mokymo procese kartais daugiausia démesio skiriama
tiksliam iSmoktos medziagos atgaminimui. O kartais net mokiniai mokomi ne tiek su-
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prasti matematinius faktus, kiek paprastai pritaikyti atitinkamas formules ar taisykles
uzdaviniams spresti nesuvokiant juy reikSmés ir rySiy. Taip mokiniai jpranta galvoti,
kad svarbu buti tiksliam, nors tas tikslumas pasireiskia skai¢iavimais, mechaniniu tipi-
niy uzdaviniy sprendimu. Deja, kai kurie mokytojai taip moko abiturientus, rengdami
juos valstybiniams egzaminams. Dz. Bruneris raSo, kad pats jtikinamiausias pavyzdys
¢ia buty euklidinés geometrijos i§déstymas mokiniams dedukciniu biidu, nesiremiant
nei tiesioginiu operavimu geometrinémis figliromis, nei propedeutiniu geometrijos
mokymu pradinése klasése [118, p. 39].

Taciau intuicijos vaidmens nereikia pervertinti. Aisku, Zmogus su gerai i§vystytu
gebéjimu intuityviai mastyti paprastai pasizymi apibréztais matematiniais gebéji-
mais, bet pati savaime intuicija negali uztikrinti gero dalyko mokéjimo. Dz. Bruneris
teigia kad galbit ,,reikia pirmiausia uztikrinti salygas intuityviai suprasti medziaga
ir tik po to supazindinti mokinius su labiau tradiciniais ir formaliais dedukcijos bei
indukcijos metodais® [118, p. 56]. Taip yra ir daroma: prie§ sistemini geometrijos
kursa pradinése ir V-VI klasése yra nemaza propedeutinés geometrijos elementy
bendrame matematikos kurse. Antai N. Cibulskaités vadovélio V kl. I dalyje yra
skyriai ,,Geometrija. Skal¢. Diagrama® ir ,,Geometrinés figtros®, o II dalyje — ,,Er-
dviniai kiinai* [37, 28], kuriuose propedeutiskai iSdéstomi pagrindiniai planimetrijos
ir stereometrijos klausimai.

Dz. Bruneris klausia: ,,Ar labiau tikétinas mokiniy intuityviojo mastymo vystyma-
sis tada, kai déstytojas pats masto intuityviai? <...>. Atrodo neijtikétina, kad mokinys
galéty iSlavinti savaji intuityvyji mastyma arba pasitikéty intuityviuoju mastymo me-
todu, jei jis nickada nematé, kaip efektyviai ji naudoja suaugusieji. Tas mokytojas,
kuris gali duoti spéjama atsakyma i klausima, kurj jam pateikia klasés mokiniai, o po
to $i savo spéjima gali kritiSkai analizuoti, galblit daug sekmingiau suformuos savo
mokiniy mokéjima naudotis intuicija, negu tas mokytojas, kuris analizuoja visus savo
isptdzius i§ anksto <...>.

Ar reikia stimuliuoti mokiniy spéjimus? Kaip sukurti situacijas, reikalaujancias
itampos intelektiniuose procesuose? Galbiit yra apibréztos salygos, kuriose spéjimai
ir gali tam tikru laipsniu padéti formuoti intuityvyji mastyma. Tokius spé&jimus rei-
kia riipestingai plétoti. Taciau mokykloje spéjimo iSkelimas daznai smerkiamas ir lyg
asocijuojamas su mokinio tingumu. Aisku, nickam nepatikty, jei miisy mokiniai ne-
mokety atlikti kity intelektiniy operacijy, iSskyrus spéjimus, nes po spéjimy visada
turi eiti tikrinimas ir patvirtinimas tokiu mastu, koks yra reikalingas <...>. Tad ar ne
geriau, jei mokiniai spéja, o ne visiSkai praranda kalbos dovana, kada jie negali staiga
duoti teisingo atsakymo* [118, p. 58-60]. Tad matematikos mokymo procese reikia
visada skatinti mokiniy norq spéti ir gebéjimus atspéti. Kartu reikia kiekvieng karta
atkreipti mokiniy démesj 1 tai, kad kiekvienas spéjimas suformuoja hipoteze, kuria
reikia patikrinti ir pagristi, jei ji nebus atmesta. Spéjimu I-11I klasése yra grindziamas
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lyg€iy sprendimas: 3+0=28,15-0=06,2x0=16,32:0=4,0:3 =15 (I-1I klas¢),
15+x=63,80:x =16 (I klase¢). Toks lygciy sprendimo metodas vadinamas ban-
dymu ir klaidy metodu.

Intuityvusis mastymas pasireiskia ir taikant analogija. Pvz., judantis taSkas nubré-
zia linija, tad judanti linija nubrézia pavirSiy. Intuityviajam mastymui vystytis padeda
ir tokiy lyg€iy sprendimas: x +x=x, x Xx =x, x**=xirt. t.

Kadangi funkcijos savokos id¢ja stebima visuose gamtos reiSkiniuose, funkcijos
matematiné savoka yra galingas realiosios tikrovés pazinimo instrumentas. Nattralu,
kad matematinis mastymas kaip sudedamaji komponenta apima ir funkcinj mgstymaq.
Funkcinis mastymas pasizymi bendryjy ir daliniy rySiy bei santykiy tarp matemati-
niy objekty ar jy savybiy jprasminimu bei mokéjimu juos panaudoti. Kaip zinoma,
vienas i§ pagrindiniy tarptautinio judéjimo uz matematinio $vietimo reforma reikala-
vimy buvo reikalavimas atkreipti ypatinga démesj i moksleiviy funkcinio mastymo
lavinima (F. Kleinas, Meranés programa, Vokietija, 1905). Pagrindiniai funkcinio
mastymo bruozai: 1) matematiniy objekty isivaizdavimas kaip judanciy, kintanciy;
2) operacinis — veiksmingas poziiiris { matematinius faktus; 3) polinkis { matematiniy
fakty turiningas interpretacijas, daugiau démesio skiriant taikomiesiems matemati-
kos aspektams. Kaip rodo didaktiniai ir psichologiniai tyrimai, vaizdiis kinetiniai
ir fiziniai vaizdiniai, kurie yra funkcinio mastymo pagrindas, organiskai susilieja
su formaliais loginiais mastymo komponentais. Funkcinis mastymas vystosi tada,
kai mokiniai ivaldo metodus, leidziancius pereiti nuo vaizdaus kinetinio matemati-
niy fakty vaizdavimo prie grieztesnio, nors ir maziau dinamisko juy aprasymo aibiy
teorijos kalba. Taigi kyla problema: reikia lygiagreciai, suderintai lavinti mokiniy
funkcini ir aibiy teorijos kalba grista mastyma. Vienas Sios problemos sprendimo
btudy — uzdaviniy sistema, kurioje matematiskai iSreiSkiamos ir tiriamos konkrecios
situacijos su aiskiai iSreikStu funkciniu turiniu. Bendruoju atveju tokio uzdavinio
sprendimas susideda i$ triju etapy: 1) Nagriné¢jamajame reiskinyje iSskiriami pagrin-
diniai, esminiai ryS$iai, atmetant neesminius, antraeilius, taip atlickami ivairaus lygio
suprastinimai, daromos prielaidos. 2) Susiejant objektus, esan¢ius nagriné¢jamajame
reiskinyje, su skaiCiais ar geometrinémis formomis, pereinama nuo realiy santykiy
tarp ty objekty prie matematiniy santykiy (formuliy, lenteliy, grafiky). 3) Gautieji
matematiniai santykiai tiriami, naudojantis jau zinomomis, seniai suformuluotomis
ir iSmoktomis matematinémis taisyklémis, o gautieji rezultatai vél iSreiSkiami tiria-
mojo reiskinio terminais ir savokomis.

Paprasciausi uzdaviniai yra susij¢ su mintiniu figiiry perkélimu ar jy deformaci-
jomis. Pvz.: Kvadrata ABCD kerta ties¢ MN, einanti per jo istrizainiy susikirtimo
taska O. Jei suktume tiesg¢ MN, itvirting ja taske O, ir leistume jai slinkti kvadrato
krastinémis AB ir CD, tai ar keisis ir kaip keisis: a) uzbruksniuotos figiiros plotas; b)
jos perimetras? (41 pav.).
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A 7/

41 pav.

Funkcinis mastymas glaudziai susijes su dialektiniu (gr. ,,dialektike* — diskusiju
menas) mqstymu, kuris pasizymi kitimo, dualumo (lot. ,,dualis* — dvejopas), priesta-
ringumo, vienovés, tarpusavio sarysio ir priklausomybés nustatymu tarp savokuy ir ju
savybiu. Dialektinis mastymas, be to, reiskia gebé¢jima nesabloniskai, jvairiapusiskai
pazvelgti i objekty ir reiskiniy tyrima, i €ia iSkylanciy problemy sprendima. Dialekti-
niam mastymui buidingas taip pat skirtumo matymas tarp dedukciniy ir nededukciniy
samprotavimy, taip pat isisamoninimas vienybés bei prieSybés baigtiniy ir begaliniy
dydziy sferose. Dialektinis mastymas — pirmiausia gamtamokslinis mastymas; jo san-
tykis su matematiniu mastymu néra subordinacija pastarajam, o prieSingai — visavertis
matematinis mastymas yra kartu ir dialektinis mastymas.

Panasiai su matematiniu mastymu yra susijgs struktirinis mastymas, kuriam ba-
dingas gebéjimas matyti bendrasias savybes ir santykius pacios jvairiausios prigim-
ties objektuose, jvairiausiy matematiniy santykiy universalumo suvokimas.

Utilitarinis (lot. ,utilitas* — nauda) mqstymas — praktiskas, taikomasis mastymas,
kuris mokant matematikos yra irgi nepaprastai svarbus.

Kirybinis mgstymas apima visus mastymo komponentus, iSvardytus auksciau, taip
pat ir tai, ka vadiname matematiniu mastymo stiliumi. Griezto vienareik§mio atsakymo
1 tai, kas yra kiirybinis mastymas, néra. Yra tik viena iSaiskinta kuirybinés veiklos cha-
rakteristika — tai, kad Sios veiklos rezultatas — naujos zinios. Taciau ir Si charakteristika
yra vienpuse, nes iSreiskia veiklos produkto, o ne pacios veiklos savybe. Kuirybinio
mastymo savybés yra Sios: 1) kiirybinio mastymo rezultatas turi biiti naujas ir vertin-
gas tiek paciam mastanciajam, tiek kitiems Zzmonéms; 2) pats mastymo procesas taip
pat turi turéti naujoviskumo, pasireiskiancio tuo, kad pertvarkomos anksciau priimtos
idéjos, o kartais ir visiskai ar i$§ dalies ju atsisakoma; 3) kiirybiniam mastymui iprasta
tvirta motyvacija ir pastovumas, t. y. jis trunka ilga laika ar yra labai intensyvus.

242



Matematikos mokymo procesas i$ esmés yra atskleidimas mokiniams to, kas jiems
yra nauja, o mokslui — jau seniai zinoma. Nepaisant to, ji galima pavadinti subjekty-
viai kiirybisku, nors mokinio pazintinés veiklos rezultatai mokslui néra nauji, bet jie
yra nauji jam paciam. Taigi mastymo produktas gali biti ir ne kiirybinis, o pats mas-
tymas — kiirybinis. Pastaruoju laiku kiirybinis mastymas ir kiirybin¢ zmogaus veikla
apibudinama vadinamaja euristine veikla.

Daznai zmogus pasijunta esas situacijose, kada kyla konfliktas tarp kokios nors
veiklos reikalavimy ir jos atlikimo salygu. Visas zmogaus patyrimas, jo turimos zinios
nepadeda jam rasti Sio konflikto sprendimo keliy ir zmogui biitina sukurti nauja vei-
klos strategija (gr. ,,stratégia* — vadovavimas; nuo susiklosciusiy aplinkybiy priklau-
soma veiksmy varianto pasirinkima nustatanciy taisykliy visuma), t. y. atlikti kizrybos
aktq (lot. ,,actus — veiksmas). Tokia situacija vadinama problemine, o psichinis pro-
cesas, kurio metu sukuriama nauja strategija, randamas koks nors naujas sprendimas,
vadinamas kiirybiniu (produktyviu) mastymu arba euristine veikla.

Pagrindiné kiirybinés veiklos pasireiskimo priemoné matematikos mokymo proce-
se yra pazintiniy mokomuyjy uzdaviniy sprendimas, ¢ia naudingas yra kiirybinio mate-
matinio mastymo apraSymas, kuri pateiké D. Poja: ,,Mastyma galima vadinti produk-
tyviuoju, jei jis padeda iSspresti duotaji konkrety uzdavini; mastyma galima vadinti
karybisku, jei jis sukuria priemones biisimyjuy uzdaviniy sprendimui. Kuo didesnis
skaiius ir kuo platesné ivairové uzdaviniy, kuriems gali biiti pritaikomos sukurtosios
priemonés, tuo aukstesnis kiirybinio mastymo lygis.

Kartais sprendzianciojo uzdavinj darbas gali biiti pavadintas kurybiniu net ir tuo
atveju, jeigu jam nepavyko iSspresti uzdavinio — pavyzdziui, jei jo pastangos padéjo
atrasti sprendimo biidus, pritaikomus sprendziant kitus uzdavinius. Sprendzian¢iojo
darbas gali biiti laikomas kuirybiniu ir netiesiogiai, pavyzdziui, jei jis palieka tegul ne-
i8spresta, bet gerai suformuluota uzdavini, kuris galiausiai kitiems suzadina vaisingy
idéju” [135, p. 274].

Mokantis matematikos mokiniy kirybiSkumas gali pasireiksti ne tik sprendziant
uzdavinius, bet ir mokantis nauja mokomaja medziaga. Taciau tada mokytojas turi
mokiniy veikla pakreipti tiriamaja kryptimi. Taciau tai nebus ekonomiska laiko at-
zvilgiu ir todel, mokantis naujos medziagos, kaip jau minéjome auksc¢iau, dazniausiai
taikomi tik tiriamosios veiklos fragmentai (lot. ,,fragmentum‘ — nuolauza, Suké; nedi-
delé visumos dalis).

Apibudinant matematini mastyma yra tikslinga atkreipti démesi { mokiniy mate-
matini maqstymo stiliy. Tai keleto mastymo savybiy rinkinys.

1. Pirmoji savybé — mastymo lankstumas — apibiidinamas: a) gebéjimu tikslingai
varijuoti veiksmy biidus; b) ziniy, mokéjimy ir igtidZiy sistemos pertvarkymu be dide-
liy pastangy pasikeitus veikimo salygoms; ¢) peréjimo nuo vieno veiksmo biido prie
kito lengvumu, mokejimu iSeiti uz iprasto veikimo biido ribu.
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Mastymo lankstuma galima tikrinti tokiais uzdaviniais: 1) Dvieju reginciyjy vie-
nas brolis aklas, bet tas brolis neturi normaliai reginciy broliy. Kaip tai gali bati? 2)
Du Zmonés kartu priéjo upg. Upés pakrantéje buvo vienvieté valtis. Tac¢iau abu Zzmo-
nés sugebejo persikelti per upg Sia valtimi. Kokiu biidu tai jiems pavyko padaryti? 3)
Rasti trikampio ABC pagrinda AC (42 pav.), jei trikampio ADC perimetras lygus 39
cm, o trikampio BDC perimetras lygus 24 cm?

D

42 pav.

4) 3 1 36°C temperatiiros vandens sumaiSoma su 4 / 15°C temperatiiros vandens.
Kokios temperatiiros vanduo yra dabar?

Mastymo lankstumo priesingybé yra mgstymo bukumas.

2. Mastymo aktyvumas pasizymi déjimu pastangy iSspresti kuria nors problema,
noru iSspresti §ig problema, iSnagrinéti jvairius poziiirius i jos sprendima, iStirti jvai-
rius $ios problemos iSkélimo variantus atsizvelgiant i kintancias salygas ir t. t. Lavinti
Sia mastymo savybe padeda to paties uzdavinio sprendimo jvairiy biidu nagrinéjimas,
ivairiis tos pacios matematinés savokos apibrézimai, gautojo rezultato tyrimas ir t. t.
Aktyvumo priesingybé — pasyvumas.

3. Magstymo kryptingumas apibiidinamas siekiu pasirinkti veiksmus kuriai nors
problemai i$sprgsti, nuolat orientuojantis i Sios problemos iskelta tiksla, taip pat siekiu
surasti trumpiausius jos sprendimo kelius. Sios mastymo savybés buvimas — svarbi
aplinkybé, uztikrinanti sékme ieSkant matematiniy uzdaviniy sprendimo plany, mo-
kantis nauja medziaga ir t. t. Tam padeda specialiai parinkti uzdaviniai, jvedantys {
nauja tema ir atskleidziantys mokiniams Sios temos mokymosi prasmg ir seka.

Mastymo kryptingumas leidzia kuo ekonomiskiau, trumpiausiu keliu atlikti uz-
duotis. Pvz., pasakojama, kad vieno Vokietijos miestelio pradzios mokyklos mokyto-
jas, norédamas palikti savo mokinius kuriam laikui vienus, dave, jo manymu, jiems
tokia uzduotj, kuriai i$spresti reikéjo nemaza laiko, tad mokytojas mané per ta laika
galésias susitvarkyti savo reikalus. Ta uzduotis buvo: ,,Apskaiciuoti visy skai¢iy nuo
1 iki 100 suma®. Taciau tiek mokytojas, tick mokiniai buvo nustebinti, kai vienas
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mokinys labai greitai pakeélé ranka ir pasake atsakyma: 5050. Paklaustas, kaip jis rado
atsakyma, jis paaiskino:

1+2+3+...+98+99+100= (1+100)+(2+99)+ (B +98)+... = 101 x 50 = 5050.

50 pory

Tas mokinys buvo Karlas Frydrichas Gausas (Gauss, 1777-1855), véliau tapgs
Zymiausiu savo meto pasaulio matematiku.

Mastymo kryptingumas glaudziai susijes su tokia asmenybés savybe, kaip ziniy
troskimas. Jo nereikéty painioti su paprastu smalsumu. Pirmoji savybé praturtina mo-
kinio Zinias ir patyrima butent dél jo mastymo kryptingumo, o antroji — smalsumas
— virsdamas savitiksliu, stabdo zmogaus ziniy sieki, tenkinasi pasiekto smalsumo pa-
tenkinimu.

Mastymo kryptingumo prieSybé — mastymo netikslingumas.

4. Atminties pasirengimas — savybe, leidzianti ekonomiskai mastyti. Priklausomai
nuo isimenamos medziagos turinio ir nuo zmogaus veiklos isiminimo metu, atmintis
skirstoma {: motoring (lot. ,,motor — judintojas), emocine (pranc. ,,émotion‘ — jaus-
mas), vaizdine (kuri dar skirstoma i regimqjq, girdimqjq, lytéjimo, skonio, uoslés),
Zodine logine (pastaroji budinga tik zmogui) ir eidetine (gr. ,eidétikos* — priklausan-
tis vaizduotei); ji budinga kai kuriems zmonéms — eidetikams, pasireiSkia gebéjimu
iSlaikyti atmintyje ir gyvai, su visomis smulkmenomis atgaminti daikty ir reiskiniy
vaizdus. Konkrec¢iame procese visos atminties formos reiskiasi kartu, bet néra lygia-
reikSmés (pvz., mokymo procese reikSmingiausia yra zodiné loginé atmintis). Pagal
veiklos tikslinguma skiriama valinga (atminties procesai — tikslingi, i§ anksto nu-
matyti) ir nevalinga (isiminimas ir atsiminimas be specialaus iSankstinio ketinimo)
atmintis; pagal isimenamos medziagos supratimo laipsni — jprasmintoji ir mechaniné
atmintis; pagal isiminimo ir iSlaikymo trukme — fotografiné (momentiné), trumpalai-
ke, operatyviné (lot. ,,operatio® — veikimas) ir ilgalaiké atmintis; pagal atktirimo pil-
numa — atkuriancioji, atpazistancioji ir palengvinancioji atmintis; pagal isimenamos
informacijos iprasminimo bei supratimo laipsni — mechaniné ir loginé atmintis, pagal
isimenamy ziniy laikyma — semantiné (savokos, simboliai, gramatikos ir matematikos
taisykles, formulés ir t. t.) bei epizodiné (gr. ,,epeisodion* — trumpalaiké, mazareikSmeé
ivykio dalis, neturinti lemiamos reikSmés visam {vykiui; konkrecios vietos, konkre-
taus laiko jvykiai, biografiniai duomenys ir pan.). Samonés kontroliuojama atmintis
vadinama eksplicitine (lot. ,,explicitus* — iSaiskintas), nekontroliuojama — impliciti-
ne (lot. ,,implicitus* — supainiotas). Atminties individualios ypatybés priklauso nuo
asmeniniy savybiy, poreikiy, interesy, polinkiy, iprociy. Jos pasireiskia nevienodu
isiminimo greiciu, tikslumu, tvirtumu, atkiirimo lengvumu ir pilnumu. Atsizvelgiant
1 tai, kokia medziaga (konkreti ar abstrakti) grei€iau ir tvirCiau prisimenama, skiriami
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trys atminties tipai: vaizdinis konkretusis, Zodinis abstraktusis ir tarpinis. Atmintis
yra biitina pazinimo veiklos grandis. Savo ruoztu atmintis priklauso nuo tos veiklos
pobtdzio: tiksly ir uzdaviniy, motyvy ir konkretaus turinio.

Mokantis matematikos tikslinga ugdyti visy rasiy atminti. Pvz., mokytojo duoda-
mas nurodymas mokiniui, dirban¢iam prie klasés lentos: ,,Rasyk ir kalbék* padeda
vystyti motoring ir Zzoding loging atmintj.

Atminties pasirengimas reiskia ir geb¢jima greitai ir teisingai atgaminti buting in-
formacija.

Isiminimo prieSybé — uzmirsimas. 1885 m. vokieciy psichologas Hermanas Ebing-
hauzas (Ebbinghaus, 1850—1909) sudaré uzmirsimo kreive (43 pav.), pagal kurig Zzmo-
gus jau kita diena uzmirsta apie 25 % to, ka iSmoko praéjusia dieng (su salyga, jei nebu-
vo kartota). Kaip mokomaja medziaga jis naudojo beprasmius skiemenis [52, p. 122].

60+ .
|simenamy
T skiemeny
procentais
204
0 1 1 1 1 1 Dienos

5 10 15 20 25 30

43 pav.

Beje, tiriant uzmir§ima per para [95, p. 316], gauti dar idomesni rezultatai (44 pav.):

Prisiminty skiemeny procentas

0 1 2 3 4 5 6 7 8

Laikas (val.), praéjes po mokymosi

44 pav.
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Taciau uzmirS$imas turi ir nemaza naudos: uzmirstant smulkius ir nereikSmingus
faktus, atmintis be reikalo neperkraunama ir i§saugoma galimybé¢ {siminti gana di-
delés apimties ir turinio informacija. IS esmés atminties pasirengimas reiskia gebeji-
ma greitai jsiminti bei atgaminti svarbia informacijg. Todél matematikos mokytojas
turi ypac rupintis tuo, kad atmintis nebiity perkrauta nereikalinga ar nereikSminga
informacija.

Atminties pasirengimas treniruojamas ypac efektyviai tada, kai kokiy nors fakty
isiminimas grindziamas Siy fakty supratimu. Todél taisykliy ,.kalimas* siekiant tik
po to jas taikyti yra ne tik neproduktyvus, bet ir zalingas. Mokantis matematikos
mokiniy atmintj stiprinti padeda: atitinkamos medziagos mokymosi motyvacija, me-
dziagos, kuria reikia {siminti, plano sudarymas, platus lyginimo, klasifikacijos ir kt.
btdy naudojimas.

5. Atminties platumas apibiidinamas gebéjimu formuoti apibendrintus veiklos bii-
dus, kuriuos galima perkelti, taikyti daliniais, netipiniais atvejais. Si atminties savybé
pasireiskia mokinio gebéjimu suvokti naujus faktus pazistamose situacijose ir tuoj
pat juos perkelti bei pritaikyti nejprastoje situacijoje. Pvz., iSvedus kvadraty skirtumo
formulg: (a + b)(a — b) = &> — b?, mokinys, pasizymintis atminties platumu, lengvai
pastebés, kad: 1,75% — 0,252 = (1,75 + 0,25)(1,75 — 0,25) = 2 x 1,5 = 3. Siai atminties
savybei ugdyti padeda klasifikacijos, apibendrinimo taikymas. PrieSingybé¢ jai — at-
minties (mqstymo) siaurumas.

6. Mgstymo gilumas ir savikritiSkumas — savybé, apibtidinama nuolatiniu savo
veiksmy tikrinimu, apytiksliu ieSkomo rezultato numatymu (iki hipoteziy formulavi-
mo), samprotavimy, atlikty indukcijos, analogijos, intuicijos budu, rezultaty tikrini-
mu. Mokytojai turi reikalauti i§ mokiniy ir mokyti juos ieskoti savo klaidy, savaran-
kiskai jas taisyti. Cia ypa¢ vertingi matematiniai paralogizmai ir sofizmai, kuriuose
mokiniai turi biiti pratinami pastebéti samprotavimo klaidas. Naudingi ir tokio tipo
pratimai:

(57-28)— 13=57—(x — 13).

Sios savybés priesingybé — magstymo nekritiskumas, kuris, deja, budingas daugeliui
mokiniy.

Savybés, budingos matematiniam mastymo stiliui: aiSkumas, tikslumas, kalbos ir
uzrasy lakoniskumas (gr. ,,lakonikos* — trumpai, glaustai), mgstymo savarankisku-
mas, jrodomumas nereikalauja ypatingy komentary, tuo labiau kad $ias savybes ivai-
riais aspektais aptarinéjome auksciau.
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3.3.4. Kurybiskumo skatinimas ir erdvinés vaizduotés ugdymas

Mokymas turi biiti organizuojamas taip, kad mokiniai, vadovaujami mokytojo,
turi rodyti iniciatyva, aktyvuma atrasdami taisykles, teoremas, juy irodymus, uzda-
viniy sprendimus. Zemesnése klasése tie atradimai yra indukciniai, juose apibendri-
nami steb¢jimy, bandymuy rezultatai. Véliau mokiniai, vadovaujami mokytojo, iesko
ir atranda teoremy jrodymus, uzdaviniy sprendimo planus ir biidus. Mokiniai daznai
gauna uzduotis jrodyti, nubraizyti, iSspresti, iSvesti. Tokioms uzduotims atlikti taip
pat reikia aktyvumo, iniciatyvos, kiirybiskumo, taigi ugdomos ir §ios savybés.

Visur, kur tik taikomi matematiniai metodai: gamtos moksluose, technikoje, eko-
nomikoje, vadyboje auksc¢iau aptartos savybés yra biitinos.

Erdvinis mqstymas — ypatinga vaizduotés rusis. Jo esmé: samoné, panaudodama
duotus erdvinius vaizdus, perdirba juos i naujus, sukuria nauja erdving situacija. Ji rei-
kalinga irgi ne tik matematikoje, bet ir fizikoje, astronomijoje, chemijoje, technikoje,
statyboje, architekttiroje, skulptiiroje. Tad matematikos mokymasis, ugdantis erdvini
mastyma, pasitarnauja ir kitiems mokslams.
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IX. LOGINIO MASTYMO UGDYMAS MOKANT MATEMATIKOS
LIETUVOS PRADINIY IR VYRESNIYJY KLASIY MOKINIUS

1. APIE MATEMATIKOS PAMOKUY STEBEJIMA LIETUVOS MOKYKLOSE

Vienas 1§ efektyviausiy mokymosi ir mokslinio tyrimo metody matematikos di-
daktikoje yra pamokuy stebéjimas. Autoriaus patirtis §ioje srityje yra nemaza: pradiniy
klasiy matematikos pamokas stebéti ir analizuoti (bei pats jas vesti) autorius pradéjo
daugiau kaip pries 50 mety, 1955 m., kai pats mokeési Ukmergés pedagoginéje moky-
kloje. Nors tiesiogiai dirbti pradinése klasése autoriui, gavusiam pradinés mokyklos
mokytojo diploma, neteko, taciau stebéti ir vertinti teko daugelio kurso draugy, ko-
legy, pavaldiniy vedamas pamokas — daugiau kaip 12 mety dirbant mokykly direk-
toriumi, visos Lietuvos mokytoju — apie 20 mety dirbant Respublikiniame mokytoju
tobulinimosi institute (toliau — RMTI), parodomasias mokytoju ir studenty — dirbant
Siauliy pedagoginiame institute (toliau SPI; dabar universitetas) bei Vilniaus auks-
tesniojoje pedagogikos mokykloje (dabar Vilniaus kolegijos Pedagogikos fakultetas).
Pats autorius 1957-1978 ir 1986—1989 m. tur¢jo visa ar nevisa matematikos mokytojo
darbo kriivi Sven¢ioniy raj. Stonidiny ir Tel$iy raj. Lauko Sodos septynmetése, Mitkai-
¢iy ir Degaiciy aStuonmetése bei Ubiskés vidurinéje, Vilniaus XIII vakaringje, speci-
aliojoje profesinéje technikos mokykloje Nr. 2 (mergaiciy nepilnameciy nusikalteliy
kolonijoje), Vilniaus raj. Micktiny vidurinéje mokykloje. Direktoriaujant ir dirbant
RMTI taip pat teko stebéti daug matematikos pamoky vyresniosiose klasése, einant
antraeiles pareigas Vilniaus pedagoginiame institute bei universitete (toliau VPI, VU)
— stebéti parodomasias mokytojy ir studenty pamokas. Tac¢iau mokytojuy vedamas pa-
mokas teko stebéti mazdaug pries 20 mety, studenty — prie§ 10 mety. Todél, rink-
damas medziaga monografijai apie loginio mastymo ugdyma mokant matematikos,
autorius paprasé Vilniaus miesto, Anykséiy, Rokiskio bei Skuodo rajony $vietimo
skyriy vadovy, kad jam leisty lankytis jiems pavaldziose mokyklose ir stebéti geriau-
siy pradiniy ir vyresniyju klasiy mokytoju matematikos pamokas. Pradinése klasése
Vilniuje stebétos 4, Anyksciy rajone — 12, Rokiskio rajone — 8 pamokos, Skuodo raj.
Mosédzio gimnazijoje — 1 pamoka. Vyresniosiose klasése Vilniuje stebétos 3, Anyks-
¢iy rajone — 13, Rokiskio rajone — 10, Skuodo raj. Mosédzio gimnazijoje — 1 pamoka.
Idomiausius, labiausiai pavykusius stebéty pamoky momentus norisi ¢ia ir aptarti,
laikantis tokio plano: a) didaktiniy principy realizavimas pamokose; b) mokymo for-
my ir metody kiirybiskas taikymas; c¢) loginio mokiniy mastymo ugdymas. Pradzioje
aptarsime pradiniy klasiy mokytoju pamokas.
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2. STEBETY PRADINIY KLASIY MOKYTOJY PAMOKY APZVALGA

Kaip ir dera pradinése klasése, stebétos pamokos pasizyméjo mokymo vaizdumu.
Vilniaus Antano Vienuolio pagrindinés mokyklos II klaséje vyr. mokytoja Gené Liut-
keviciené, aiskindama skaiciy 1 ir 10 dauginima, vartojo i$§ popieriaus iskirptas ,,snai-
ges*, o iliustruodama dauginamuyjy keitima vietomis, panaudojo plakatélius, kuriuose
buvo: a) 3 eilutés po 5 skrituliukus; b) 3 eilutés po 3 trikampiukus; ¢) 2 eilutés po 6
kvadratélius. Pvz., paskutinis plakatélis jai padéjo vaikams akivaizdziai pademons-
truoti, kad 6 x 2 =2 x 6 = 12. Tos pacios mokyklos vyr. mokytoja Jolanta Montvidie-
né, ketvirtos klasés mokinius supazindindama su milijonu, demonstravo vaikams 1
m? ploto kartono gabala, apklijuota milimetriniu popieriumi. Suformulavo problema:
»Per kiek laiko padétume po taskelj i kiekviena kvadratini milimetra, jei per 1 min
padétume po 80 tokiy taskeliy, o kasdien dirbtume po 4 4#?7* Beje, problema iSspren-
dé ne i§ karto: leido vaikams paspélioti (vaiky atsakymai pasiskirsté nuo 15 min iki
1 savaités). Po to atliko su jais eksperimenta — i nedidelius milimetrinio popieriaus
gabalélius vaikai 1 min déliojo taSkus { kiekviena kvadratini milimetra. Suskaiciavus
kiekvieno padétus taskus, nustatyta, kad vidutiniskai per minut¢ padedama 80 taskuy,
dienos darbo laikas pasirinktas pagal mokinio darbo dienos mokykloje vidutini ilgu-
ma. Taip pat J. Montvidiené didelius skai¢ius moké skaityti ir rasyti, panaudodama
daugiazenkliy skaic¢iy numeracijos lentele su kiSenémis, | kurias idédavo reikiamus
kilnojamuosius skaitmenis. Vilniaus $v. Kristoforo vidurinés mokyklos vyr. mokytoja
Jolita Staneliené, IV klas¢je supazindindama mokinius su simetriSkomis figiiromis,
vaiky grupéms isdalijo figiiras: lygiakrastj trikampi, ,,eglute®, nelygiaSong trapecija,
aStuoniakampe zvaigzde ir pasitilé nustatyti, kurias figiiras (ir keliais buidais) galima
sulenkti taip, kad abi figiiros dalys sutapty. Sprendziant uzdavinius i$ B. Balc¢y¢io
vadovélio, ju sprendimas irgi buvo iliustruotas lankstomais staciakampiais, kvadra-
tais. Atliko mokiniai ir nedidelj laboratorinj darba: sulenké po staciakampi popieriaus
lapeli ir kiekvienas iskirpo po savita simetriska figlira. Su dviem vienodo spindulio
skrituliais, sulankstytais taip, kad padalijo juos i 8 lygias dalis ir po to ikirpo pagal
spindulj, pademonstravo trupmenas: Y2, %, %. Tos pacios mokyklos IV klas¢je vyr.
mokytoja Sonata Urboniené pamokoje, skirtoje diagramy ir piktogramy kartojimui,
panaudojo skrituling mokinio paros laiko paskirstymo diagrama, kartodama mokiniy
diagramy skaitymo jgiidzius. Sudarant stulpeling diagrama, mokiniai lentoje uzpildé
anketa ,,Keli asmenys yra mano $eimoje?*, kurioje atitinkamose grafose: 2-ju, 3-ju,
4-riy, 5-kiy ir daugiau kiekvienas mokinys padé¢jo kryziuka, paskui pagal $ia anketa
vaikai savarankiskai nubraizé diagramas. Ypac¢ gausu vaizdiniy mokymo priemoniy
buvo Anyksciu A. Vienuolio gimnazijos II klasés mokytojos metodininkés J. Karosie-
nés pamokoje. Ant kiekvieno stalo stovejo ,,uzduociy kraitele* ir, atlikdami atitinka-
mas uzduotis, vaikai pasiimdavo reikiamas priemones. Pavyzdziui, spr¢gsdami uzda-
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vini apie lity banknoty keitima smulkesniais banknotais, vaikai i§ kraiteliy pasiémé
lity banknoty kopijas. Tos pa¢ios mokyklos mokytoja metodininké Zibuté Biiténiené
IV klaséje demonstravo tikra elektros skaitiklj ir panaudojo komunaliniy paslaugu
atsiskaitymo knygelés lapeliy kopijas sprendziant uzdavinj apie elektros suvartojima
Seimoje. Si mokytoja panaudojo ir simbolius — sutartinius Zenklus (geometrines figii-
ras) skai¢iams vaizduoti pratimuose:

®+®+®=12 ®+0x ®=90
OxOx0O=1 OxX®:®=90
Ox@x0O=A ®:0x0=A

twr—

skaiciavimo metu vaikams pasitilé pratesti 2 aplikacijy sekas: 1) gryby — baravykas, 2
musmires, baravykas ir 2) vaisiy — braské, obuolys, braske. Seky elementai ypa¢ me-
niSkai pagaminti. Dar vieng seka vaikai papildé tokiu biidu: ,,Valgyti vaisiy atkeliavo
3 draugai robotai — marsiec¢iai, — pasakojo mokytoja. — Du ¢ia pavaizduoti. Koks buvo
treciasis robotas?* ir po to buvo atidengtas piesinys (45 pav.):

17 ?
0

3o 3o

45 pav.

Vaikai turéjo nupiesti treciaji robota ir priklijuoti Salia klaustuko. Po to juy pieSiniai
buvo aptarti, nustatyta, kas piesinius atliko teisingiausiai, graziausiai.

Anyksc¢iy rajono Kavarsko vidurinés mokyklos mokytoja metodininké Janina Se-
rei¢ikiené naudojo daug plakatiniy vaizdiniy mokymo priemoniy. Viena jy — lentelés
ir piktogramos kombinacija:

Gatveé Namy skaicius
Algirdo 300 OOOOO
Birutes 210 0OOO
Kam lygtis O ir 0?

Anyks¢iy Jono Bilitino gimnazijos I1I klaséje vyresnioji mokytoja G. Verbickiené
mintinio skai¢iavimo metu pateiké uzduoti — priklijuoti ,,kirminuko narel{* su uzra-
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Sais: 1 km, 24 h, 1 min, 1 m, 1 h, 0,5 Lt, 1 Lt, /2 h, 1 kg, 1 cm ant lentoje paraSyty
dydziy: 1000 m, 1 para, 60 s, 100 cm, 60 s, 50 ct, 100 ct, 30 min, 1000 g, 10 mm
(priekyje priklijuota ,.kirminuko galva®). Tos pacios gimnazijos vyresnioji mokytoja
Daiva Verbickiené ir Anyksciy Antano Baranausko vidurinés mokyklos vyresnioji
mokytoja E. Brazitiniené, taikydamos aplikacijas — skrituliukus — magnetinéje lento-
je ir sagy bei $iaudeliy rinkinius ant mokiniy staly, sudaré su jais keturiy daugybos
lentele tokiu budu:
4x2=8:|:|:]: 2x4=8 ++irtt

E. Brazitiniené prie lentos pastaciusi knygas, ant kuriy uzraSyta: 9 Lt, 7 Lt, 7 Lt,
7 Lt, prasé vaikus sugalvoti uzdavini. A. Baranausko vidurinés mokyklos mokytoja
metodininké D. Guobuziené savo pirmokams savarankisky darby metu teiké uzduotis
lapeliuose, parengtuose kopijavimo aparatu:

Isiziurekite, kokia tvarka nubraizytos figliros ir uzrasyti skaiciai. Baikite pildyti
lenteles (15 ir 16 lent.) tokia pat tvarka:

15 lentelé
® A ® A ®
A ®
® A

16 lentelé
1 2 3 4 5
5 4 3 2 1
1 2 3 4 5
5

Mokytoja metodininké L. Vensloviené (Rokiskio raj. Juodupés pradinés moky-
klos direktoriaus pavaduotoja) IV klasés mokiniams iSdalijo reklaminio lapelio su
kalédinémis nuolaidomis pertvarkytas kopijas. Juose pavaizduotos prekés ir ju kai-
nos. Kaina su nuolaida mokytoja uzklijavo. Mokytoja pasake, kad nuolaida sudaré
devintaja dalj prekeés kainos. Vaikai tur¢jo savarankiskai apskaiciuoti kaing su nuo-
laida. Pagal plakatélius II klasés mokiniai sudarinéjo ir sprendé uzdavinius Rokiskio
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»Romuvos‘ gimnazijoje (vyresnioji mokytoja R. Rumsien¢), o mintini skai¢iavima
§i mokytoja organizavo tokiu bidu. Lentoje priklijuotas stilizuotas eglutés piesinys,
Salia jos — eilé skrituliy. Pasakius mokytojai, pvz., 65 — 8, mokinys, pasakes teisin-
ga atsakyma 57, suranda skritulj, kuriame parasytas Sis skaicius, ir perkelia ji ant
eglutés. Véliau suskaiciavo visus perkeltuosius skritulius — ,,zaisliukus®, ju rado 13.
Mokytoja paklausé: ,,Kelinta Siandien diena?* (gruodzio 13). O tada pasitlé apskai-
¢iuoti: ,,Kiek dieny liko iki §v. Kalédy?* Kita Sios mokyklos vyresnioji mokytoja R.
Repsiené I klasé¢je mintinio skai¢iavimo metu pasitelkdama ,,namukus® pakartojo
skaiCiy 6, 7, 8 ir 10 sandara i§ dvieju démeny. Rokiskio raj. Juodupés pradinés moky-
klos vyresnioji mokytoja edukologijos magistré R. Barauskiené Il klas¢je jvairioms
kampy rGsims demonstruoti panaudojo muziejini eksponata — labai grazia senoving
véduokle. Toliau vaikai ieSkojo jvairiy risiu kampy geometriniy figiry popieriniuo-
se modeliuose, nustatinédami laikrodzio modelio rodyklémis atitinkama laika, kartu
aptardami, koki kampa sudaro laikrodzio rodyklés. Rokiskio ,,Azuoliuko moky-
klos-darzelio III klaséje vyresnioji mokytoja G. Narkiinaité, panaudodama skaidria
plastmasing dézute¢ nuo maisto produkty ir vatines ,,sniego gniiiztes®, uzpildancias ta
dézute, su vaikais apskaiciavo ,,gniuz¢iy” kieki ivairiais budais: 2 x 4 +2 x 4 =2 x
x 8 =2 x4 x2= 4 x4=16. Tos patios mokyklos II klasés mokytoja I. Sutiené pa-
mokoje placiai naudojo laikrodziy modelius su pasukamomis rodyklémis. O pamokos
tema skelbdavo taip. I§ pradziy mokytoja pasitilé uzdavini: ,,Turinys 25, atéminys 9.
Koks yra skirtumas?* Teisingai atsakes mokinys surado lentoje priklijuota kvadra-
teli su skai¢iumi 16, apverte ji ir priklijavo vir§ i§ anksto nubréztos atkarpos. Prie$
klase taip buvo atsukta raidé ,,L.“. Kita uzduotis: ,,Pirmas démuo 36, antras démuo 7.
Kam lygi suma?* deSifravo raidg ,,A“. Dar 4 uzduociu sprendimas desifravo likusia
pamokos temos pavadinimo dalj — ,,JKAS*. Panasiai elgesi ir jau minéta L. Vens-
loviené. Jos mokiniai, atsakydami i klausimus, pakartojo atitinkamus matematinius
ir ekonominius terminus: skirtumas, kaina, litas, preké, nuolaida, plotas, suma, jais
uzpildé kryZiazodi ir vertikaliai jame perskaité pamokos tema ,,KALEDOS*. Skuodo
raj. Mosédzio gimnazijos vyresnioji mokytoja D. Biitiené, mokydama atimties per-
zengiant deSimti, sumaniai panaudojo mokymo vaizduma. Pvz., atimant (15 — 7) ant
mokytojos staliuko mokiniai pastaté du kubeliy stulpelius, kuriy viename 10, kitame
5 kubeliai. Atimant pirmuoju biidu: 15 — 5 — 2 pirmiausia nuimtas antrasis stulpelis, o
po to 2 kubeliai paimti ir i§ pirmojo stulpelio ir, suskaiCiavus likusius, gautas skirtu-
mas — 8. Atimant antruoju budu, i§ pirmojo stulpelio paimti 7 kubeliai, tad jame liko
3 kubeliai, pridéjus antrojo stulpelio 5 kubelius, vél gauti 8 kubeliai. [tvirtinant Zaista
,Parduotuve®. Pastacius keleta zaisly — ,,prekiy ir davus atitinkama ,,pinigy‘ suma
(monety ir banknoty kopijas), klausta, kiek pinigy liks, nupirkus viena ar kita ,,preke®.
Beje, §i mokytoja mintinio skai¢iavimo metu panaudojo istorini eksponata — kocéla,
mokiniai skaiciavo jo dantis.
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Daugelyje stebéty pamoky pavyko pamatyti nemaza tarpdalykinés integracijos pa-
vyzdziy. Nemaza buvo ir integracijos su realiu gyvenimu (jau ir auk$¢iau minétuose
pavyzdziuose tai buvo rySku mokytoju J. Montvidienés, S. Urbonienés, J. Karosienés,
L. Venslovienés, R. Rumsienés, I. Sutienés pamokose). Su ranky darby pamokomis sie-
tos dvi stebétos pamokos. Popieriaus lankstymas, karpymas placiai naudotas vilnietes
J. Stanelienés pamokoje. Su popieriaus lankstymu savo matematinj diktanta susiejo ir
Anyksciy raj. Kavarsko vidurinés mokyklos II klasés mokytoja metodininké Nijolé
Kvieskiené: vaikai matematinio diktanto atsakymus ir savo vardus uzrasé ant Cia pat
pamokoje i$lankstyty ,,léktuvéliy“ ir diktanto bei pamokos pabaigoje jie nuskriejo pas
mokytoja. Kita Sios mokyklos mokytoja metodininke J. Sereicikiené IV klas¢je integra-
vo matematikq su gamtos pazinimu, iSkabindama plakata su 10 medziy amziumi. Vaikai
suapvalino medziy amziy iki pilny desimciy ir nubrézé gulsCia stulpeling diagrama:

Medziai Jy amzius Apytikslis amZius 1 langelis — 20 mety
Sermuksnis 84 80

Berzas 119

Obelis 196

Uosis 297

Vysnia 299

Liepa 998

Azuolas 1195

Pusis 96

Klevas 596

Maumedis 495 (mokiniai uzpildé I1I ir I'V plakato stulpelius).

Pagal B. Bal¢ycCio vadovélio uzduotis vilnieté S. Urboniené glaudziai siejo dia-
gramy braizyma ir Lietuvos geografija. Aptardama mokinio paros laiko diagrama, ji
akcentavo sveikos gyvensenos teigini — ilgiau kaip 2 h mokiniams sédéti prie kom-
piuterio ar televizoriaus yra labai nesveika. Anyks¢iy J. Bilitino gimnazijos III klaséje
mokytoja G. Verbickiene, sprgsdama uzdavinius apie sunaudotos elektros energijos
apskaiciavima bei naudojimasi liftu, kalb&jo apie energijos taupyma (dieniné ir nak-
tin¢ apskaita), aptaré, kur Anyksciuose yra liftai. Kita Sios mokyklos vyresnioji mo-
kytoja A. Griniené, sprgsdama su IV klasés mokiniais atitinkama uzdavini, aptaré
saugaus eismo problemas. Su realiu gyvenimu susijusios auks¢iau minétos rokiskénés
I. Sutienés ir juodupietés vyresniosios mokytojos Daivos Kavaliauskienés pamokos,
skirtos supazindinimui su laikrodZziu. Anyksc¢iy A. Baranausko vidurinés mokyklos
mokytoja D. Guobuziené I klaséje i8dalijusi vaikams uzduoc€iy lapelius su nupiestais
pauksciais ir lentele (vieno lapelio pavyzdys — 46 pav.), kuria uzpildzius gaunama
stulpeliné diagrama, aptaré ir gamtamokslinius klausimus: priminé¢ pauksciy globa
(lesyklos — ziema, inkilai — pavasari), aptaré pauks¢iy gripo pavoju (neliesti serganciy
ar kritusiy pauksciy, pranesti apie juos suaugusiems).
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SKAICIUOK, ZYMEK DIAGRAMOJE, ATSAKYK.

10
9
8
7
6
5
4
3
2
1

] /@ #

1. Kur isskrenda pauksciai rudenj?
2. Kurie pasilieka Ziemoti?
3. Kuriy pauksdiy paZyméjal maZiausial? daugiausiai? po lygial?
4. Kada pauksciai sugrizta?
46 pav.



Vilniaus A. Vienuolio pagrindinés mokyklos mokytoja J. Montvidiené mokiniy
zinias apie milijong iliustravo pavyzdziais: 1) Lietuvoje gyvena 3 mln. gyventojuy,
o Japonijoje — 27 min. 2) Pirmyksc¢iai zmonés gyveno pries 2 mln. mety. 3) Vabz-
dziy ir voragyviy rusiy Zeméje yra daugiau kaip 1 min. 4) Galaktika — didziulis
zvaigzdziy telkinys. Pakelta rankos nykstj laikyk iStiestos rankos atstumu nuo akiy.
Visatos gabalélyje, kurj uzstoja nykscio nagas, yra apie 50 mln. galaktiky. Visata
yra milzinigka. 5) Saulé yra nutolusi nuo Zemés per 150 mln. km. Kaip papildomus
vadovélio ir pratyby sasiuvinio uzduotis atlikusiems mokiniams, ji pateiké tokius
uzdavinius: 1) Viena dinozaury rasis gyveno prie§ 250 mln. mety, o kita - prie$
146 mIn. mety. Koks mety skirtumas skyré sias dinozaury rasis? 2) Pasaulyje auga
daugiau nei 350 000 rasiy augaly, o vabzdziu ir voragyviu ri§iy Zeméje yra daugiau
kaip 1 min. Kiek ... ? 3) Ménulis yra nutolgs 384 000 km nuo zemés. Kiek 384 000
km maziau uz 1 mln. km?

Individualaus mokymosi ir kolektyvinio mokymo derinimo principas gana rys-
kus visose stebétose pamokose. Keliu mokytojy pamokose buvo taikoma grupinio
mokymo — vienos i§ didaktinio diferencijavimo atmainy — metodika. Ryskiausiai
ir nuosekliausiai §i metodika buvo taikoma rokiskénés G. Narkiinaités pamoko-
je. Cia mokiniai po 4 susodinti prie staly ir visa pamoka dirbo grupése. Panasiai
dirbo ir vilniete J. Staneliené. Grupinio darbo metodika s¢kmingai taikyta ir kitos
rokiskénés 1. Sutienés bei anyksténiy D. Guobuzienés, E. Brazitinienés, J. Ka-
rosienés, mosédiskés D. Bitienés, S. Ratautienés (Anyksc¢iu J. Bilitino gimnazi-
ja, mokytoja metodininké) pamokose. Darba poromis savo pamokoje sumaniai
panaudojo anyksténé A. Griniené. Greiciau atlikusiems pagrindines savarankisko
darbo uzduotis papildomy uzduociy buvo parengusios ir pamokose jas panaudojo
Rokiskio ,,Romuvos® gimnazijos vyresnioji mokytoja S. Galvelien¢, anykstené J.
Karosiené.

Beveik visose stebétose pamokose vyravo du mokymo metodai: euristinis pokalbis
ir savarankiSkas mokiniy darbas. Labai daug savarankiSkai pamokose dirbo vilnieciy
S. Urbonienés, J. Stanelienés, J. Montvidienés ketvirtokai, G. LiutkeviCienés antrokai,
anyksténés A. Grinienés ketvirtokai, rokiskénés S. Galvelienés treciokai, kavarskie-
tés N. Kvieskienés antrokai ir net anyksSténés D. GuobuZzienés pirmokai. Anyksténe
S. Ratautiené I klaséje labai graziai sukiiré problemines situacijas: iSmatavus nosing
ir virvute, klausiama, ar tilpty dvi padziautos nosinés ant virvutés, zaidziant ,,Zais-
Iy parduotuve*, nustatoma, kiek ir kokiy zaisly galima nupirkti uz tam tikra pinigy
suma. Probleminius klausimus ir situacijas sumaniai formulavo vilnietés J. Montvi-
dien¢, J. Staneliené. Pamokose buvo ir programuoto mokymo elementy. Anyksténé J.
Karosiené II klaséje mintinio skai¢iavimo metu panaudojo plakata su supainiotomis
kei¢iamomis juostelémis, kurias sutvarke mokiniai pakartojo veiksmy komponenty ir
rezultaty pavadinimus:
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I dauginamasis I démuo Turinys Sudétis
IT dauginamasis IT démuo Atéminys Atimtis
Suma Skirtumas Sandauga Daugyba

[ tuscias vietas I-1II stulpeliuose mokiniai {déjo juosteles su veiksmy pavyzdziais:
2x3=6, 2+3=5,5-3=201lV stulpeliid¢jo trukstama veiksmo pavadinima
»Dalyba“.

Rokiskéné 1. Sutiené skaité teksta, o mokiniai jvertino skaitomy sakiniy teisin-
guma, neteisingus sakinius iStaisé: ,,Saul¢ pateka vakare. Vakaras — dienos pabaiga.
Vakare pusryCiaujame. Vakare sutemsta. Nakti zmonés miega. Ryte leidziasi Saulé.
Vidurnaktj prasideda kita para“.

Atsakymams signalizuoti ,,Sviesoforus®, ,,signalinius skritulius* naudojo rokiskie-
t¢ G. Narkanaité, anyk$téné mokytoja metodininké Z. Biiténiené (A. Vienuolio gim-
nazija). Parenkamuosius atsakymus frontaliojo darbo uzduotyse sumaniai panaudojo
anyksténés A. Griniené, D. Verbickieng¢, kavarskieté N. Kvieskiené.

Logikoje labai svarbi pirmoji mastymo forma — savoka. Tad ir pradiniy klasiy ma-
tematikos pamokose svarbu tinkamai formuoti savokas: bendrasias gyvenimiskasias
ir matematines. Bendrosios gyvenimiskosios savokos matematikos pamokose daz-
niausiai formuojamos sprendziant tekstinius uzdavinius. Rokiskéné R. Rumsiené, pa-
sinaudodama plakatéliu, su mokiniais sudaré uzdavini: ,,Sv. Kalédy ir Naujuju mety
proga Seimos nariai para$é tiek sveikinimy, kiek nurodyta plakate. 1) Kiek sveikinimy
paras¢ Seimos moterys? 2) ... Seimos vyrai? 3) ... vaikai? 4) ... tévai? 5) ... visi Seimos
nariai?* Siame uzdavinyje vaikai panaudojo net 5 bendresnes savokas. Rokiskéné R.
Repsiené matematinei — statistinei ,,diagramos‘ sagvokai panaudojo klasés mokiniy gi-
mimo duomenis (ziema, pavasari, vasara, rudeni): su jais sudaré stulpeling diagrama
ir taip ivedé $ia savoka.

Pamokose mokytojos naudojo nemaza uzdaviniy — poksty: 1) Ejo du berniukai ir
rado pamestus 20 ct. Kiek centy ras 3 berniukai? 2) 1 kg meésos viré 1 h. Kiek valan-
dy virs %2 kg mésos? 3) 2 arkliai trauké vezima. Po kiek kilometry nubégo kiekvienas
arklys, jei visas nuvaziuotas kelias lygus 20 km? 5) Tévas vyresnis uz stiny 23 me-
tais. Kada jis bus vyresnis uz siiny 25 metais? (S. Galvelien¢) 6) 7 broliai pasisake
turintys po 1 seseri. Kiek vaiky yra Seimoje? (R. Rumsien¢) 7) Kada metai turi tiek
dieny, kiek zmogus — akiy? (G. Liutkevi¢iené). Anyksténé A. Griniené, pateikusi
vaikams uzduoti: ,,Kada Suniukas sveria daugiau: kai guli susirietgs ant svarstykliu,
ar kai stovi ant zemés?*, paskatino panasias uzduotis pateikti ir savo mokinius: 1)
Kas sunkesnis: 1 kg pukuy ar 1 kg viniy? 2) Jei ant Sakos tupéjo 5 varnos, tai kiek ju
likty, medziotojui 1 nusovus? Mosédiské D. Biitiené pateiké vaikams tokj uzdavinu-
ka: ,,2 septyngalviai slibinai, galvas papuose skryb¢lémis, ¢jo per miesta. Véjas nu-
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puté 9 skrybéles. Kiek skrybéliy liko?* Vilnieté¢ G. Liutkeviciené pateiké antrokams
dvi idomias misles: 1) 100 akiy galva turi, visos jos i saulg ziiiri (saulégraza). 2) 2
galvos, 2 rankos, 6 kojos ir 1 uodega. Kas tai? (ant arklio sédi Zzmogus). Vilnieté J.
Montvidiené pries aiSkindamasi tema ,,Milijonas‘ leido vaikams pafantazuoti — ant
lapeliy kiekvienas turéjo paraSyti, kokias mintis jam sukelia Sis zodis. Atsakymai
buvo jvairis: ,,Tai labai daug pinigu, daikty, Zmoniy, augaly ir t. t.“, ,,Tai gali buti
vandens lasy kiekis vandens telkinyje, smilteliy skaicius kibire smélio* ir pan. Beje,
autoriui buvo labai malonu stebéti pastarosios mokytojos pamoka: prie§ nepilnus
metus ji autoriaus vadovaujama Vilniaus kolegijos Pedagogikos fakultete, jau igijusi
aukstesniji ir aukstaji ikimokyklinio ugdymo specialybés iSsilavinima, turédama ne-
maza darbo stazg pradinése klasése, apgyné diplomini darba apie aktyvaus mokymo
metody panaudojima mokant matematikos pradinése klasése. Pamokoje §i mokytoja
panaudojo autoriaus rekomenduota per paskaitas uzdavini apie supazindinima su mi-
lijonu bei vaizdines priemones. Kadangi autorius pradiniy klasiy mokytojy matema-
tikos pamokas stebéjo, kaip jau minéta, po daugiau kaip 20 metu pertraukos, pamo-
kose, palyginus su anksciau stebétomis, konstatuota daug teigiamy pokyciy: 1) daug
ivairesnés, idomesnés vaikams tapo pamokose naudojamos vaizdinés mokymo prie-
monés (naudojamos ivairesnés, grazesnés medziagos, kompiuteriais ir dauginimo
technika parengiama daug ivairiy dalijamyjy uzduociy ir t. t.); 2) originalis lietuviski
vadovéliai padeda tviréiau integruoti mokyma i realy gyvenima, susieti su jvairiais
mokomaisiais dalykais, mokytojos ir pacios ieSko jvairiausiy integracijos galimybiy;
3) anksciau beveik neteko stebéti grupinio darbo formos pamokose, dabar naudota
gana placiai; 4) visa tai, kas suminéta 1 — 3 punktuose, skatina geranoriska mokiniy
ir mokytojuy bendradarbiavima pamokose; 5) mokytojos labiau pasitiki savimi, moka
ginti savo nuomong, yra kur kas kiirybiskesneés.

3. PRADINIY KLASIY MOKYTOJU APKLAUSOS REZULTATY
APZVALGA

Remdamasis tik ka stebéty pamoky pavyzdziais, autorius didesnése mokyklose
ar viso rajono mastu (Anyksciuose, Rokiskyje) aptarinéjo loginio mastymo ugdymo
problemas mokant matematikos pradinése klasése su nemazu skai¢iumi pradiniy
klasiy mokytojuy, ir, pasinaudodamas tuo, naudojo anketas. [ ankety klausimus atsa-
ké 70 mokytoju. Atsakymai pasiskirsté tokiu budu. [ klausima apie turima issilavi-
nima mokytojos nurodé, kad: a) 3 (4,3 %) neturi pradinio ugdymo pedagogikos ir
metodikos (toliau — PUPM) specialybés: 1 yra biologijos, 2 — rusy kalbos ir litera-
tiiros (toliau — RKL) mokytojos (visos turi aukstaji atitinkamos specialybés issilavi-
nima); b) 2 (2,9 %) mokytojos turi aukstesnjji PUPM iSsilavinima, 1 i8 ju studijuoja
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neakivaizdiniu biidu SU; ¢) 7 (10,0 %) mokytojos po vidurinés mokyklos baigimo
PUPM specialybe igijo studijuodamos neakivaizdiniu biidu: 6 — SU, 1 — Vilniaus
pedagoginiame universitete (toliau — VPU); d) studijuodamos dieniniame skyriuje
po vidurinés mokyklos $ia specialybe igijo 22 (31,4 %) mokytojos, i$ ju 20 — SU (1
— kartu igijo ir dailés mokytojos specialybe), po 1 — VPU ir Klaipédos universitete
(toliau — KU); e) 4 (5,7 %) mokytojos PUPM specialybe SU neakivaizdiniu bidu
igijo pries tai auksStesniosios pedagoginés mokyklos dieniniame skyriuje baigusios
ikimokyklinio aukléjimo (toliau — IA) specialybg: Vilniuje — 3, Panevézyje — 1; f)
4 (5,7 %) mokytojos tokiu pat biidu igijo PUPM specialybe, pries tai Panevézyje
igijusios aukstesnjji muzikos (3) ir kiino kultiros (1) vadoviy issilavinima; g) 1
(1,4 %) mokytoja dieninése studijose igijo PUPM specialybés aukstesniojo mokslo
diploma Vilniuje, o po to neakivaizdiniu biidu VPU jigijo RKL mokytojos specialy-
be; h) aukstesniji PUPM issilavinima (dieniniame skyriuje) Marijampoléje igijo 4,
Klaipédoje — 2, Ukmergéje — 1, Vilniuje — 4 mokytojos, o po to visos 11 (15,8 %)
neakivaizdiniu bidu igijo PUPM specialybés aukstaji issilavinima (VPU — 3, SU —
8); j) du aukstojo mokslo diplomus turi 7 (10,0 %) mokytojos: pries tai jos igijo: IA
specialybe Klaipédoje (5), RKL — Vilniuje (2), PUPM specialybés diploma jos visos
igijo neakivaizdiniu biidu (SU — 1, KU ir VPU — po 3); k) 1 (1,4 %) mokytoja, turinti
2 aukstojo mokslo diplomus, PUPM specialybés diploma jgijo SU dieninése studi-
jose, o angly kalbos mokytojos diploma — KU (neak. btudu); 1) 6 (8,6 %) mokytojos
turi po 3 diplomus: IA aukstesniojo iSsilavinimo diplomus dieninése studijose visos
jos igijo atitinkamai: Vilniuje — 3, Klaipédoje — 1, Marijampoléje — 1, IA aukstajq is-
silavinima jos jgijo: Klaipédoje (1 — dieniniame skyriuje ir 3 — neakivaizdiniu biidu)
ir Vilniuje — 2 (neakivaizdiniu budu), aukstaji PUPM specialybés iSsilavinima jos
igijo neakivaizdiniu biidu: SU ir KU — po 2, Vilniaus kolegijoje — 2 (aukstasis neu-
niversitetinis i§silavinimas); m) 1 (1,4 %) mokytoja SU neakivaizdiniu badu jgijo
edukologijos magistrés diploma, pries tai dieninése studijose ten pat — PUPM spe-
cialybés diploma; n) 1 (1,4 %) mokytoja KU neakivaizdiniu biidu jgijo Svietimo va-
dybos magistrés diploma, o pries tai ji buvo baigusi Panevézio konservatorija (die-
ninés studijos) ir igijusi PUPM specialybg su papildoma dailés specializacija, po to
dar baigé ir SU, jgydama PUPM specialybe. Taigi nors ir nedidelé imtis, bet ji i3
esmés reprezentatyviai atspindi bendraja pradiniy mokykly issilavinimo biuiklg Lie-
tuvoje. Daugiau kaip 90 % mokytoju turi aukStaji PUPM specialybés iSsilavinima,
aukstojo iSsilavinimo neturi vos 2 (2,9 %) mokytojos, i$ ju 1 jo siekia. Daugiausia
— 42 mokytojos PUPM specialybe igijo SU, antroje vietoje yra VPU (8 mokytojos),
trecioje — KU (6 mokytojos) ir ketvirtoje — Vilniaus kolegija (2 mokytojos). Taigi ir
C¢ia stebimas gana rysSkus imties reprezentatyvumas.

Pagal darboviete apklaustosios pradiniy klasiy mokytojos pasiskirsté taip (17
lentelé):
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17 lentelé

Pradiniy klasiy mokytojy pasiskirstymas pagal darboviete
(abs. skaiciais ir procentais)

Gimnazija Viduriné Pagrindiné Pradiné Pradiné
mokykla mokykla mokykla mokykla-

darzelis

25 (35,7 %) 16 (22,9 %) 15 (21,4 %) 10 (14,3 %) 4 (5,7 %)

Taigi aktyviausios, labiausiai besidomincios didaktinémis idé¢jomis pasirodé esa
gimnazijy pradiniy klasiy mokytojos. Beje, ir gimnazijy dabar yra daug. Mazai yra
like pradiniy mokykly, nedaug ir pradiniy mokykly-darzeliy.

Pagal tai, kokio tipo gyvenvietéje yra darbovieté, apklaustosios pradiniy klasiy
mokytojos pasiskirsté taip (18 lentelé):

18 lentelé

Pradiniy klasiy mokytojy pasiskirstymas pagal gyvenvieteés,
kurioje yra darbovieté, tipa
(abs. skaiciais ir procentais)

Miestas

35 (50,0 %)

Miestelis

23 (32,9 %)

Kaimas

12 (17,1 %)

56 (80%) pradiniy klasiy mokytoju gyvena toje pacioje gyvenvietéje, kur ir dirba,
0 14 (20 %) 1 darba vazingja i§ kity gyvenvieciy. IS ju gyvena nuo darbo vietos: iki 5
km atstumu — 8 mokytojos, 610 km — 3, 11-20 km — 1, 21-30 km — 3, daugiau kaip
30 km (i$ tiesuy — 71 km) — 1.

Pagal kelionés { darba pobiidi apklaustosios pradiniy klasiy mokytojos pasiskirste
taip (19 lentelé):
19 lentelé

Pradiniy klasiy mokytojy pasiskirstymas pagal kelionés j darba pobudj
(abs. skaiciais ir procentais)

VaikSto pésciomis

Naudojasi visuom.

transportu

Vazinéja nuosavu

automobiliu

35 (50,0 %)

15 (21,4 %)

20 (29,6 %)
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Pagal pedagoginio darbo staza apklaustosios pradiniy klasiy mokytojos pasiskirste
taip (20 lentele):
20 lentelé

Pradiniy klasiy mokytojy pasiskirstymas pagal pedagoginio darbo staza
(abs. skaiciais ir procentais)

0-5 m. 6—10 m. 11-20 m. 21-30 m. 31 ir daugiau m.
1(1,4 %) 8 (11,4 %) 28 (40,0 %) | 29 (41,4 %) 4 (5,8 %)

Sios nedidelés imties pasiskirstymas irgi gana reprezentatyvus: jaunos mokyto-
jos — nedaznas reiskinys mokyklose, taip pat ir kvalifikacijos kélimo renginiuose. I$
1 I-1II Ientelés stulpelius pakliuvusiy respondenciy po 1 turé¢jo kiek didesni bendraji
darbo staza, o 1§ IV stulpelio tai nurodé 7 respondentés.

Paskaitoje girdétas mintis apklaustosios pradiniy klasiy mokytojos ivertino taip
(21 lentel¢):

21 lentelé

Pradiniy klasiy mokytojy pasiskirstymas pagal tai, kaip jos jvertino paskaitoje
girdétas mintis apie loginio mastymo ugdyma mokant matematikos
(abs. skaiciais ir procentais)

Mintys mazai girdétos Mintys girdétos Mintys gerai Zinomos

16 (22,9 %) 43 (61,4 %) 11 (15,7 %)

Is 55 mokytoju, pasirinkusiy auks¢iau minéto klausimo II ar III atsakymus, 14
atsake, kad susipazino su paskaitoje nagrinétomis problemomis besimokydamos SU,
7—-KU, 5 -VPU, 24 — kvalifikacijos kélimo renginiuose, 5 — savi§vietos budu .

Savisvietai mokytojos Ziniy randa: ,,Zvirbliy tako Zurnale — 67 (95,7 % — tai puikus
$io zurnalo jvertinimas), ,,Dialogo® laikrastyje — 23 (32,9 %), ,,Svietimo naujieny® lei-
dinyje — 4 (5,7 %), kitoje literatiroje — 26 (37,1 %), internete — 11 (15,7 %), moksliniy-
metodiniy konferencijy medziagoje — 1 (1,4 %). Tai, kad beveik visos apklaustosios
mokytojos nurodé ,,Zvirbliy tako zurnala — nieko nuostabaus. Tai i§ tiesy yra vienin-
telis periodinis leidinys, jau daug mety kas du ménesiai aplankantis savo skaitytojus ir
skirtas biitent pradiniy klasiy mokytojoms. Jis raSo bendraisiais pedagoginiais ir atski-
ru mokomuyjy dalyky mokymo pradinéje mokykloje klausimais. Vien loginio mastymo
ugdymo mokant matematikos tema mus dominanc¢iu 1998-2005 m. laikotarpiu §is Zur-
nalas paskelbé 35 mokslininky ir mokytojy praktiky straipsnius (22 lentel¢):
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22 lentelé

+Zvirbliy tako” straipsniy apie loginio mastymo ugdyma mokant matematikos,
paskelbty 1998-2005 m., skaicius

Metai Straipsniy skaicius
1998 547,54, 67, 87, 104]
1999 5[63, 6, 86,92, 110]
2000 51, 64, 81,29, 105]
2001 2 [84,107]

2002 6 [59, 74,75, 82, 83, 85]
2003 3 [62, 68, 70]

2004 7 [24, 61, 66, 96-98, 106]
2005 2 [56, 57]

»Dialogo® laikrast] apklaustosios mokytojos, matyt, nurodé i§ inercijos, nes, pvz.,
apie loginio mastymo ugdyma mokant matematikos mokymo procese aptariamuoju
laikotarpiu jame tik 2005 m. pasirod¢ vienas straipsnis [108]. Matyt, ¢ia tur¢jo jtakos
analogija su Sio laikrascio pirmtakais ,,Tévynés Sviesa“ ar net ,, Tarybiniu mokytoju®,
kuriuose buvo spausdinama daug straipsniy pradinés matematikos didaktikos klausi-
mais [13]. Nedaug tokiy straipsniy ir ,,Svietimo naujienose®. Gaila, kad tik viena mo-
kytoja yra skaiciusi moksliniy-metodiniy konferencijy medziagos leidinius. Nei viena
mokytoja nepaminéjo moksliniy recenzuojamy zurnaly: jie paprasciausiai mokykly
nepasiekia ir mokytojams néra zinomi, galbit iSskyrus kai kurias internetu besinau-
dojanc¢ias mokytojas. Taigi mokslas — sau, praktika — sau...

4. DIDAKTINE MATEMATIKOS MOKYMO LIETUVOS MOKYKLY
PRADINESE KLASESE BAZE

Labai svarbus mokytojy ir mokiniy sékmingo darbo garantas — vadovéliai, su jais
susieti pratyby sasiuviniai, knygos mokytojams bei kitos vadovéliy autoriy pateikia-
mos priemonés. Pradinése klasése didele reikSme turi vadovéliy ir pratyby sasiuviniy
— priemoniy, kuriomis tiesiogiai naudojasi mokiniai, iliustracijos (lot. ,,illustratio*
— vaizdus aiSkinimas, vaizdavimas): pieSiniai, schemos ir bréziniai, papildantys ir
puosiantys teksta. Dabar Lietuvoje turime trijy autoriy kolektyvy mokytojams sitilo-
mus vadovélius ir pratyby sasiuvinius. Vadovéliuose ir pratyby sasiuviniuose esancios

262



iliustracijos — svarbi vaizdumo atmaina, padedanti geriau suvokti abstrakcia matema-
ting medziaga. Tai sutartiné kalba, kurios mokiniai, pradéje mokytis pirmoje klaséje
dar gerai nesuvokia, todél turi biiti mokomi jas suvokti. Suprate iliustracijy turinj ir
prasmeg, mokiniai lengviau supranta mokomaja medziaga, uzduotis, mokomi pereiti
nuo konkretaus prie abstraktaus, patys rengiasi kurti jvairias schemas, lenteles, kuriy
prireiks véliau, kai reikés atlikti sunkesnes uzduotis tieck mokykloje, tieck gyvenime.

Antai iliustracijose, kurios yra dviejuose dabartiniuose I klasés vadovéliuose [27,
29], stengiamasi atspindéti artimiausia vaiko aplinka, t. y. matematikos mokymo in-
tegracija su realiu gyvenimu yra rySkus ir svarbus abiejy vadovéliy bruozas. Kadangi
mokymosi sékmé ar nes¢kmé I klaséje i$ dalies nulemia tolesnj vaiko mokymasi ir
net visa jo gyvenima, mokytojui biitina gerai suvokti vadovéliy teikiamas galimybes
mokymosi sékmei garantuoti. Jau vien i$ iliustracijy jvairovés galima isivaizduoti va-
dovéliy ir pratyby sasiuviniy autoriy sitilomas strategines kryptis mokant mokinius
matematikos. Jau pirmoje klaséje prof. B. Bal€ycio ir jo bendradarbiy sitilomoje me-
todikoje einama nuo konkretaus prie abstraktaus, sudaromi tvirti skai¢iavimo, opera-
cijy su skaiciais igiidziai. Arkadijaus ir Danutés Kiseliovy metodikoje siekiama ugdyti
logini ir erdvini mastyma, padedama lengviau orientuotis konkrecioje aplinkoje, ivai-
riose situacijose igytas zinias taikyti praktiSkai. Gyvenimiskos uzduotys padeda ne tik
suprasti matematikos reikSmg, bet skatina ir jos mokytis. Vaikams imponuoja spalvin-
gumas, rySkumas. Ypac tai svarbu pirmoje klaséje, nes pirmokai dar labai mazi, dar
neiséje i$ zaidimy pasaulio, negeba ilgesniam laikui sukoncentruoti démesio, ne itin
pastabiis. Todél kiekviena iliustracija, paaiskinanti, padedanti suvokti uzduoties saly-
ga, yra reikalinga. Labai dziugu, kad visose trijose metodikose iliustracijos spalvotos
— greiciau atkreipiamas démesys, vaikams jdomiau, zaismingiau. Tai didelis, ypac
reikSmingas dabartinio poligrafijos lygio galimybiy pritaikymas mokyklai. Priminsi-
me, kad pirmas spalvotas matematikos vadovélis pirmokams Lietuvoje buvo pateiktas
tik 1965 m. [13]. Dabar jais gali dziaugtis visi pradinukai ir ju mokytojai.

Prof. B. Bal¢y¢io bei L. HofSteterienés ir D. Salnienés vadovéliy ir pratyby sasiu-
viniuose tekstiniai uzdaviniai pateikiami mazdaug tradiciskai. I klas¢je I pusmetyje,
kol vaikai dar nemoka gerai skaityti, mokytojas su jais skatinamas sudarinéti uzdavi-
nius pagal paveikslélius, vaizdines priemones, naudojantis klaséje esanciais daiktais,
inscenizacijomis. Véliau pereinama prie uzdaviniy, pateikty tradicine salygos ir klau-
simo forma; kur reikia, tokie uzdaviniai yra iliustruoti paveiksléliais, o III-1V klasése
— ir schemomis. Yra nemazai uzdaviniy, kai patys mokiniai turi sugalvoti klausima.

Antrojoje originaliojoje lietuviskoje pradinés matematikos mokymo sistemoje — A.
ir D. Kiseliovy mokomosiose knygelése labai daznai uzdavinio salyga pateikiama pie-
Sinio ir teksto kombinacija, lentele, diagrama, labai daug teminiy puslapiy (pvz., ,Siek
tiek apie paukscius“ ir kt.). Tai sudaro galimybes mokiniams patiems formuluoti uz-
davinio salyga, glaudziau integruoti mokyma su gyvenimu, su vaiko aplinka, taip pat
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mazesniame knygos plote pateikti daug daugiau uzdaviniy, negu ju biidavo pateikiama
tradiciniuose vadovéliuose. Visos trys metodinés sistemos yra ne konfrontuojancios,
bet papildancios viena kita. Mokytojas, pasirinkes vienag i§ juy, neturéty uzmirsti ir kity,
ju teigiamybémis papildyti pasirinktaja, taip eliminuodamas jos silpnesnes puses.

B. Balcytis su bendraautorémis parengé ir papildomu uzduoc€iy rinkinius stipres-
niems pradiniy klasiy mokiniams [21, 22, 30, 21]. Tai mokytojams padeda diferenci-
juoti ir individualizuoti darba su mokiniais.

Idomis yra kompiuteriy panaudojimo mokantis pradinés matematikos bandymai,
apie kuriuos informacija pasirodo moksliniy-praktiniy konferencijy darby rinkiniuo-
se, ,,Zvirbliy take® ir kitur [1, 23, 40, 41, 43, 60, 90]. Tokiy pamoky stebéti neteko.

Yra ir teoriniy bei praktiniy darby, kurie pradiniy klasiy mokytojui gali padeéti
giliau suvokti matematikos mokymo problemas: bendraja pradinés matematikos di-
daktika [9], skaiciy ir skai¢iavimo mokymo(-si) metodika [42], tekstiniy uzdaviniy
sprendimo mokyma [20, 69], matematiniy geb¢jimuy ugdyma [65, 72, 73]. Klaipédos
ir Siauliy universitetai periodiskai rengia konferencijas pradinio ugdymo klausimais
[99-103 ir kt.], kai kuriuose ju pranesimuose analizuojami jvairis matematikos mo-
kymo pradingje mokykloje aspektai [41, 43, 71]. Taigi pradiniy klasiy mokytojas jau
turi gana placias galimybes lavintis savarankiskai, kiirybiskai taikyti jvairias didakti-
nes rekomendacijas.

5. STEBETY MATEMATIKOS MOKYTOJY PAMOKY APZVALGA

Matematikos pamokos vyresniosiose klasése stebétos: Anyksciy rajone — 13, Ro-
kiskio rajone — 10, Skuodo raj. Mosédzio gimnazijoje — 1, Vilniaus mieste — 3. Aptar-
sime jas, laikydamiesi tokio paties plano, kaip ir pradinése klasése.

Rokiskio Romuvos gimnazijos mokytojos metodininkés Filomena Gurnikiené ir
Jolanta Berniené¢, vyr. mokytoja Rita Sarkauskiené, Juozo Tumo-Vaizganto vidurinés
mokyklos mokytoja metodininké Elvyra Matiukiené, Juozo Tubelio gimnazijos mo-
kytoja metodininké Janina MatijoSiené ir mokytoja eksperté¢ Biruté Sirvydiené savo
pamokose sumaniai panaudojo iprasta klasés lenta, uzrasus ir brézinius joje. Tq pati
galima tvirtinti ir apie Vilniaus A. Vienuolio pagrindinés mokyklos vyr. mokytojos
Ziedeés Juodeikytés ir mokytojos metodininkés Genovaités Davenienés pamokas. Vil-
niaus §v. Kristoforo vidurinés mokyklos vyr. mokytoja Vilma Grobliené braizymui
klasés lentoje daug naudojo braizomaji trikampi. Rokiskio J. Tumo-Vaizganto vidu-
rinés mokyklos mokytoja metodininké Laima Karkaité visas penkias kampy rasis:
smailyji, statyji, bukaji, iStiestini ir pilnaji pademonstravo naudodamasi skriestuvu.
Kampus brézé ir matavo matlankiu. Sprendziant uzdavinj apie laikrodzio rodykliy
sudaromus kampus naudojo tikra sienini laikrodi. Rokiskéné J. Bernien¢ pademons-
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travo, kaip, neturint skriestuvo, apskritima galima nubrézti naudojantis virvute, lentai
valyti skirtu skuduru (ta pacia proga ji prisiminé savo déstytoja dab. VPU prof. habil.
dr. Vaclova Bliznika (1930—-1997), kuris ta daré savo paskaitose). Didakting dalijama-
ja medziaga su savarankisko darbo uzduotimis savo pamokose naudojo Rokiskio raj.
Obeliy vidurinés mokyklos mokytoja metodininké Aldona Vasiliauskiené, rokiskénés
F. Gurnikieng, B. Sirvydiené. Ji padalijo kiekvienam mokiniui 2000-jy mety matema-
tikos valstybinio egzamino vieno uzduociy varianto kopija ir su jais dirbo dvi pamo-
kas. Beje, B. Sirvydienés mokiniai mokosi i§ vadovélio, kurio viena i§ autoriy yra ju
mokytoja: Sileikiené R. D., Dabrisiené V., Jatkoniené D., Sirvydiené V. B., Suliené
J., Navickiené A. Matematika. Ispléstinis kursas. Vadovélis XI klasei. Kn. I-1I. Kau-
nas, 2004, o taip pat gali naudotis jos pacios iSleista mokomaja knygele: Sirvydiené
V. B. Modulio uzdaviniai. Kaunas, 2004. Naudota didaktiné dalijamoji medziaga ir
Anyksc¢iy rajono mokyklose. Su abiturientais kartodama trigonometrines funkcijas,
savo parengtas uzduotis savarankiskam darbui naudojo Anyksc¢iy Jono Bilitino gim-
nazijos mokytoja metodininké Aldona Kuzmiené. Anyksciy A. Baranausko vidurinés
mokyklos vyresnioji mokytoja Regina Kalinkiené vienuoliktokams iSdalijo valstybi-
nio brandos egzamino formuliy lapo kopijas. Formules mokiniai naudojo atlikdami
savarankiska uzduoti. Tos pagios mokyklos vyresnioji mokytoja Valda Zemaityté de-
Simtos klasés mokiniams, su kuriais pamokoje kartojo lygciy sprendimo metodus, i$-
minams medziagos* (Vilnius, 2000) 33—-34 puslapiu — skyrelio ,,Lygtys* kopijas. Taip
mokiniams buvo duota reikalingos teorinés medziagos santrauka ir 18 uzduociy. Da-
lis ju buvo isspresta klas¢je, dalis skirta iSspresti namie, dalis liko kitoms pamokoms.
Anyksc¢iu rajono Troskiiny Kazio Inéitiros vidurinés mokyklos mokytoja metodininkeé
Virginija Paliulioniené su XI klasés mokiniais apibendrindama ju Zinias apie laipsning
funkcija savarankiskam individualizuotam darbui isdalijo tokio pavidalo uzduotis:

f(x) =x"
x 3 2 -1 0 1 2 3

5

yEx

Tame paciame lape buvo koordinaciy asys ir tinklas nubraizyti atitinkamos funk-
cijos grafikui. (Mokiniai buvo gave skirtingus lapus: pateiktasis yra su nelyginiu nei-
giamuoju rodikliu; buvo ir su lyginiais teigiamaisiais bei neigiamaisiais, nelyginiais
teigiamaisiais rodikliais). Vilniaus A. Vienuolio pagrindinés mokyklos mokytoja me-
todininké G. Daveniené penktokams isdalijo pagal mokytojo novatoriaus V. Satalovo
metodika parengtus atraminius konspektus ir su jai dirbo visa pamoka, kuri buvo skir-
ta veiksmy su nattraliaisiais skaiciais apibendrinimui. Manytina, kad $is konspektas,
parengtas patyrusios mokytojos, bus idomus skaitytojui, tad ¢ia jj pateikiame:
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1. Turime naturaliyjy skai¢iy seka: 1, 2, 3, ..., 97, 98, 99. Kokiy skaiciy, lyginiy ar
nelyginiy, joje daugiau?

2. Apskaiciuokite suma: 1 +3+5+ ...+ 97 + 99.

3. Raskite maziausig trizenklj skaiciy, kuris dalytysi i§ 3, o jo pirmasis skaitmuo
bty 7.

4. Raskite didziausia penkiazenklj skaiciy, kuris dalytuysi i§ 9, o jo pirmasis skai-
tmuo bty 3 (skaitmenys gali kartotis).

5. Dviejy gretimy nattiraliyjy skaic¢iy suma lygi 75. Nustatykite tuos skaicius.

6. Dviejy gretimy lyginiy skaic¢iy suma lygi 150. Nustatykite tuos skaicius.

7. Liudas sugalvojo skaiciy ir padalijo i§ 5. IS dalmens atémé 35 ir gavo maziausia
trizenklj skai¢iy. Koki skaiciy sugalvojo Liudas?

8. Kauris 1§ skliaustuose esanciy skaiciy atitinka nurodytus reikalavimus?

a) Trizenklis, nelyginis, dalijasi i§ penkiy, o jo skaitmeny suma lygi 6. (115,
105, 510).

b) Yra tarp skaic¢iy 1000 ir 10 000, sudarytas i§ vienoduy skaitmeny, kuriy suma
lygi 4. (2002, 1111, 2222).

¢) Nelyginis, didesnis uz 500, bet mazesnis uz 1000, jo skaitmeny suma lygi 8,
o paskutiniai du skaitmenys vienodi (521, 800, 611).

9. Kauris atsakymas teisingas?

e 24 x3—-14x3.(30, 20, 10).

® 34 x2+66 x2.(250,200, 150).

¢ (100 — 5) x 20. (2000, 2100, 1900).

10. Jei Julija pirkty 7 piestukus, tai jai likty 10 ct, o jei pirkty 8 pieStukus, tai jai
triukty 10 ct. Kiek pinigy turi Julija?

11. 4 persikai, 2 kriau$és ir 1 obuolys kartu sveria 550 g, o 1 persikas, 3 kriausés
ir 4 obuoliai sveria 450 g. Kiek sveria 1 persikas, 1 kriau$é ir 1 obuolys kartu?
(Visi obuoliai — vienodi, visos kriausés — vienodos, visi persikai — vienodi).

12. Automobilis vaziavo 4 valandas tam tikru greiciu. Jeigu jis nuvaziuoty dar 16 km,
tai 1§ viso nuvaziuotas kelias buty 176 km. Kokiu grei¢iu vaziavo automobilis?
13. Du automobiliai pradéjo vaziuoti vienas priesais kita tuo paciu laiku. Atstumas
tarp ju prie$ pradedant vaziuoti buvo 200 km. Automobiliy grei¢iai 60 km/h ir

80 km/h. Koks atstumas bus tarp ju po 1 h?

14. 12 valanda garlaivis iSplaukée i§ prieplaukos 20 km/h greiciu. 16 valanda 1§
tos pacios prieplaukos iSplauké antrasis garlaivis ir pasivijo pirmaji garlaivi 24
valanda. Koks antrojo garlaivio greitis?

15. 18 dvieju vietoviy, tarp kuriy yra 400 km atstumas, tuo paciu laiku priesais
vienas kitg i§vaziavo du automobiliai ir po 4 valandy susitiko. Apskaiciuokite
kiekvieno automobilio greiti, jei vienas automobilis vaziavo 12 km/h greiciau
uz kita.
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13 ir 15 Sio konspekto uzduotis vaikai turés atlikti namuose, visas kitas uzduotis
atliko klaséje, visa pamoka vyko euristinis pokalbis.

Anyksc¢iy J. Bilitino gimnazijos vyresnioji mokytoja Biruté Navikiené, VI klasés
mokiniams aiSkindama tema ,,Skritulio plotas®, panaudojo pusiau perkirpto ir { smul-
kias iSpjovas sukarpyto skritulio modeli (buvo sukarpyta i 24 dalis), i$ ju sudéjo figii-
ra, kurios plotas — artimas sta¢iakampio plotui: S = ah = zr x r = z7°. Kaip dalijamaja
medziaga savarankiSkam darbui ji panaudojo skritulius su jvairaus ilgio spinduliais.
Mokiniai tur¢jo iSsimatuoti skrituliy spindulius ir apskaiciuoti plotus. Beje, kaip pa-
pildoma darba besidomintiems matematika mokiniams sitilomas, pvz., plakatas:

Mokyklos istorija

1. Misy mokykla pradéjo darba ............... m. Metus suzinosite, jei iSspresite $i
uzdavinj (mokiniams pateiktas uzdavinys, kurio atsakymas — 1920).

2. Pirmasis mokyklos direktorius buvo J. .............. . Jo pavardg suzinosite, atlike
Sia uzduotj (mokiniams pateikiama uzduotis, kurios atskiri pratimai uzsifrave
raides: G, U, Z, Y, S).

3. <.>

Tokiy uzduociy plakate i§ viso yra 20. Visas atlike¢ mokiniai suzino svarbiausius
savo mokyklos istorijos klausimus. O tai jau matematikos integracija su istorija.

Tos pacios gimnazijos mokytoja metodininké Juraté Vanagiené, IX klaséje ais-
kindama tema ,, Taisyklingieji daugiakampiai®, panaudojo taisyklingojo Sesiakampio,
lygiakrascio trikampio, kvadrato modelius, taip pat — prieSprieSiniuy pavyzdziy mode-
lius: rombo, staciojo lygiasonio trikampio, kuriuos, deja, kartais net studentai laiko
taisyklingaisiais daugiakampiais. Beje, i§ esmés teigiamai atsiliepdama apie vadoveli:
Bagdoniené 1., Knyviené J., Kuzmarskiené A., Plikusas A., Pulmonas K., Sinkiinas J.
Matematika 9. D. I-1I. Vilnius, 2000, mokytoja nurod¢ ir viena jo trilkuma: trikampio
pusiaukampiniy susikirtimo tasko savybé pateikiama kaip nelabai privalomo uzdavi-
nio sprendimo rezultatas, o paskui Sia savybe naudojamasi, kalbant apie taisyklinguyju
daugiakampiy savybes.

Anykséiy A. Vienuolio gimnazijos mokytojas metodininkas Valentinas Saltenis,
aiSkindamas tikimybiy savybes XII klasés mokiniams, rémési ju patirtimi: loSimo
kauliuko metimu, rutuliuky i§émimu i§ déZés.

Obeliete A. Vasiliauskiené¢ pamokose pasinaudojo kompiuterinés technikos gali-
mybémis. IX klaséje ji, aiskindama trikampiy panasuma, ekrane demonstravo savo
aiSkinamus dalykus, pradedant nuo figiiry panaSumo iki trikampiu panaSumo. Po to,
ekrane pateikusi uzdavini: ,,Duoti du panasiis trikampiai ABC ir MNK. NustatyKkite,
kurie jy kampai lygis ir kurios krastinés proporcingos* (ekrane demonstruoti ir jy bré-
ziniai), su mokiniais euristinio pokalbio metu iSsprendé §j uzdavini ir jo sprendimas
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taip pat buvo pademonstruotas ekrane. Po to ekrane pateiké dvi panasiyju trikampiy
savybes: apie panaSiyju trikampiy perimetry bei ploty santyki. Euristinio pokalbio
metu savybés buvo irodytos, kiekviena jrodymo Zzingsni projektuojant ekrane. Ki-
toje pamokoje su septintokais kartojant tema ,,Kampai* mokytoja A. Vasiliauskiené
ekrane nuosekliai, gavusi atsakyma i ankstesnj klausima (teisinga atsakyma parodant
ekrane), pateiké klausimus teorinei medziagai pakartoti:

1. Ka vadiname kampu?

Ka vadiname kampo pusiaukampine?
Kokius kampus vadiname gretutiniais?
Kokia savybe turi gretutiniai kampai?
Kokius kampus vadiname kryzminiais?
Kokia savybe turi kryzminiai kampai?
Koki kampa vadiname centriniu?

Kaip apskai¢iuojame apskritimo ilgi?

. Kam lygus skritulio plotas?

10 Kaip apskaiciuoti centrinio kampo a lanko ilgi?

Panasiai pasinaudojant kompiuterine technika buvo sprendziami ir uzdaviniai: eu-
ristinio pokalbio metu rasti teisingi atsakymai buvo pademonstruojami ekrane.

Jau minéta troskiinieté mokytoja V. Paliulioniené, pasitelkusi kompiutering tech-
nika, su mokiniais aptaré laipsninés funkcijos teoring medziaga, apibendrino sava-
rankiSko darbo rezultatus, pademonstruodama tikslius jvairius laipsniniy funkcijy
grafikus.

Anyksciy Jono Biliino gimnazijos mokytoja metodininké Violeta Alsiené kom-
piuterio ekrane VIII klasés mokiniams parodé, kaip vaizduojami tiesiniy nelygybiy
sprendiniai skaiciy tieséje, kaip jie uzraSomi intervalais, iSmokeé perskaityti intervalus.
Pateiké ir istorinés medziagos: Zenkla oo 1655 m. pirmasis pavartojo angly matema-
tikas Dzonas Volis (Wallis, 1616—1703), zenklus < ir > 1631 m. jvedé¢ kitas angly
matematikas Tomas Hariotas (Harriot, 1560-1621), lygybés zenkla — 1557 m. angly
gydytojas ir matematikas Robertas Rekordas (Record, 1510—1568). [tvirtinimui mo-
kiniams ji pateiké toki savarankiska darba:

1. Pavaizduoti grafiskai: [-2;7], (0;10), (-5;3), (-o0;1); [4;+0).

2. UzraSyti intervalais ir pavaizduoti grafiSkai: -3 <x<9; x> -12; x <7/ ;

4 <x<-1;x<10,4.

3. Ar skaidiai -5; -3; 0; 5; 7 priklauso intervalui [-4;7]?

4. Nurodyti: a) tris sveikuosius skai¢ius, priklausancius intervalui [-2;+0]; b) du
sveikuosius skai¢ius, nepriklausancius intervalui [-1;4); ¢) maziausia sveikaji
skaiciy, priklausantj intervalui (3;10); d) maziausia sveikaji skai¢iy, priklau-
sant] intervalui [-8;+0]; e) didziausiaji sveikaji skaiciy, priklausanti intervalui
(-0;4,2); 1) didZiausiaji sveikaji skaiciy, priklausanti intervalui [-15;15].

© 0N A L
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Aptariant atsakymus, 1 — 3 uzduociy teisingi atsakymai buvo parodyti ekrane.

Mosédzio gimnazijos mokytojas metodininkas A. Draksas ekrane VI klasés moki-
niams pateikinéjo trupmenas, kurias jie turéjo suprastinti: */,; °/,,; '/, ; %/, irt. t. Po
kiekvienos suprastintos trupmenos, kuriam nors mokiniui teisingai atsakius, ekrane
tuoj ,,i8Sokdavo* teisingas atsakymas. Pateiké ekrane mokiniams jis ir savarankiska
darba:

1. ParaSykite trupmenas '/, */., 7/, su vardikliu 30.

2. Subendravardiklinkite trupmenas: a) %/, ir */; b) */ ir ¥/ s ¢) ¥/ ir ¥/ 5 d) Y/

ir /..

3. Paverskite /2 deSimtosiomis.

4. Palyginkite: a) %/ ir*/; b) ¥/  ir7/ ;) %/ jir / ; d) Yair*'/ .

Savarankisko darbo atlikimo kokybg mokiniai ivertino dirbdami poromis, o po to,
aptarus teisingus atsakymus, jie buvo pademonstruoti ekrane.

Pamokoje skaiCiuokliais mokiniai skai¢iavo Troskiny K. Incitiros viduringje
mokykloje (mokyt. V. Paliulioniené) ir Anyksciy J. Biliino gimnazijoje (vyresnio-
ji mokytoja Dalia Savickiene). Beje, §i mokytoja pamokai XI klasé¢je, kurios tema
buvo ,,Redukcijos formulés* rengési, parinkdama uzduotis mokiniams net i§ keturiy
vadovéliy ir uzdavinyny: 1) Algebra. Vadovélis IX—X klaséms/ Red. S. Teliakovskis.
Kaunas, 1994; 2) Siciuniené V., Baleviciené D., Dobravolskaité D., Mikalauskiené A.,
Zimnickiené R. Matematika. Bendrasis kursas. Vadovélis XII klasei. Kaunas, 2006; 3)
Jocaité A., Mockus V. Mokyklinés matematikos teminio kartojimo uzdavinynas. 11-12
klasei. Siauliai, 2001 ; 4) Razmas R., Teiserskis J., Vitkus V. Matematikos uzdavinynas
XI-XII klasei. Kaunas, 1997.

Pamokose vyravo euristiniai pokalbiai, kur reikia — su mokytojy aiskinimo intar-
pais, buvo ir nemaza savarankisky darby. Anyksc¢iy Antano Baranausko vidurinés mo-
kyklos vyresniosios mokytojos R. Kalinkien¢ ir V. Zemaityté, mokytoja metodininké
Regina Kaceviciené, Anyks¢iy A. Vienuolio gimnazijos vyresnioji mokytoja Danelé
Masiulyté, tos pacios gimnazijos mokytoja metodininké matematikos magistré Rasa
Kavolitinaité ypac gerai valdé klas¢ pamokos metu, sumaniai derindamos $iuos moky-
mo metodus. Beje, R. Kavolitinaité mokiniy akyse turi didziulj autoriteta: ji dalyvavo
eksperimentiskai patikrinant vadovéli: Sileikiené R. D. ir kt. Matematika. Ispléstinis
kursas. Vadovélis X1 klasei. Kn. I-1I. Kaunas, 2004. Rokiskéné F. Gurnikiené, pries
irodant trapecijos vidurinés linijos savybe, mokiniams liepé atlikti nedideli eksperi-
menta: sasiuviniuose nusibrézti trapecijas bei ju vidurines linijas, visa tai iSmatuoti ir
lentoje buvo uzrasyti keliy mokiniy duomenys bei pagal juos suformuluota teorema —
trapecijos vidurinés linijos savybé, kuri po to buvo jrodyta. Itin sumaniai probleminius
klausimus mokiniams formulavo Troskiiny K. In¢iiiros vidurinés mokyklos mokytojas
metodininkas Valdas Skliaustys. XII klaséje vesdamas pamoka ,,Erdvés tasko koordi-
natés®, V. Skliaustys paprasé mokiniy pazyméti iSkabintoje ant kartono lapo nubrai-
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zytoje koordinaciy plokStumoje taskus: A(3:4), B(0;-3) ir C(-4;2). Po to suformulavo
probleminij klausima: ,,Kaip nustatyti Salia koordinaciy plokstumos esancio (mokytojo
rankoje) kreidos gabaliuko koordinates? Sutarus, kad tam reikalinga erdvés koordi-
naciy sistema, nubréziama trecioji asis Oz. Paaiskinus, kaip tai padaryti, mokiniai asis
nusibraiz¢é savo sasiuviniuose. Lentoje pakabintoje koordinaciy plok§tumoje, tapusio-
je .erdve®, atidéjo taska M(2;3;4). Aptarus, kad tai galima atlikti trimis biidais, liepé
mokiniams savarankiskai sasiuviniuose atidéti taskus: A(3;0;2), R(4;-2;1), G(0;0; -4),
E(-3;2;-4), N(2;3;0), T(4;0;0). Po to tie patys taskai mokiniy buvo atidéti lentoje iska-
bintoje ,,erdvéje”. Paskui suklasifikavo taskus: a) taskai, esantys aSyse: G, T; b) taskai,
esantys plokstumose: A, N. Po to vél buvo pateikti mokiniams probleminiai klausimai:
,,Kaip tai nustatyti, neatidéjus tasko? Jei taSkas yra asyje, ar galima sakyti, kad jis yra
erdvéje? Véliau mokiniams V. Skliaustys pateiké tokia uzduoti: ,,Duotas stac¢iakampis
gretasienis OBDURATE. Kai kuriy jo vir$uniy koordinatés yra: O(0;0;0), B(0;0;3),
U(4;0;0), R(0;2;0). Rasti virsuniy D, A, T, E koordinates”. Mokiniai uzduoti atliko
savarankiskai, po to brézini atliko lentoje pakabintoje priemonéje. Vél buvo aptarta,
kurie taskai yra aSyse, kurie — plokStumose. Probleminiy klausimy mokytojas pateike,
liepdamas pasikartoti plokstumos vektorius. Mokytojo V. Skliaus¢io mokiniai pamo-
kose ir namuose mokosi i $iy vadovéliy ir uzdavinynu: 1) Intiené K., Skiipas A., Sta-
kénas V., Stankus E., Vitkus V. Matematika 12. D. I-II. Vilnius, 2003; 2) Razmas R. ir
kt. Matematikos uzdavinynas. Kaunas, 1997. Pats mokytojas dar papildomai naudojasi
knygomis: 1) Siciiiniené V., Mikalauskiené A. Matematika 12. Kaunas, 2006; 2) Silei-
kiené R., Silvanavicius V. Matematika. Ispléstinis kursas. Vadovélis XII klasei. Kaunas,
2006; 3) Kolmogorovas A. ir kt. Algebra ir analizés pradmenys 10—12. Kaunas, 1989;
4) Bieksiené R., Zenkeviciené M. Matematika 12. Savarankiski ir kontroliniai darbai.
Vilnius, 2004; 5) Mockus V. ir kt. Mokyklinés matematikos teminio kartojimo uzduotys,
atitinkancios brandos egzamino programq. Siauliai, 2004. Grupinj darba pamokoje
taike anyksténé V. Zemaityté. Darba poromis pamokoje taiké, kaip jau minéta, mosé-
diskis A. Draksas, obeliet¢ A. Vasiliauskiené. Kitoje pamokoje ji savarankiska darba
liepé atlikti grupése po 4. Programuoto mokymo elementai buvo taikomi vilnietés G.
Davenienés pamokoje (auksciau pateikto konspekto 8 ir 9 fragmentai), rokiskéniy R.
Sarkauskienés ir J. Bernienés pamokose (atsakymams signalizuoti mokiniai naudojo
kilnojamuosius skaitmenis), anyksténés V. Zemaitytés pamokoje (atsakymams signa-
lizuoti, juos uzraSant specialiai iSdalytuose lapeliuose). Pirmoji mokytoja labai graziai
sukurdavo problemines situacijas. AiSkinantis trupmenos dauginimo i$ trupmenos al-
goritma, suformuluota problema: ,,Noriu apséti zolémis 1 km? sklypo dalj, kurios kras-
tinés '/, km ir */, km. Koks plotas biity tuo atveju apsétas? Nubraizius visa tai lentoje
ir sasiuviniuose, akivaizdziai parodoma, kad '/, x %/, = %/ (km’). J. Berniené graziai
apibendrino pamokoje igytas zinias apie gretutinius ir kryzminius kampus, pateikdama
mokiniams klausimus ir uzduotis:
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Kokios riiSies yra kampas, kai lygus 180°?

Kokios riisies yra kampas, kai jis yra mazesnis uz statyji kampa?

Kiek neistiestiniy kampy gaunama, susikirtus dviem tieséms?

Kiek negretutiniy kampy gaunama, susikirtus dviem tieséms?

Kam lygi gretutiniy kampy suma?

Kaip vadinami susikirtusiy tiesiy sudaryti kampai?

Paimkite du pieStukus ir parodykite: a) gretutinius kampus; b) kryzminius
kampus.

,Matemating manks$ta” — mintinj skaiCiavima, kaip atskira pamokos dalj i$sky-
ré dvi vyresniyju klasiy mokytojos. Anyksciy A. Baranausko vidurinés mokyklos X
klaséje mokytoja V. Zemaityté pamoka pradéjo mintiniu lentoje i§ anksto uzrasyty
uzduodiy sprendimu:

1. 3 katinai suéda 3 peles per 3 min. Per kiek laiko 100 katiny sués 100 peliy?
1720 : 100.

Dabar 6 h vakaro. Kuri paros dalis liko?
5a =..m.
100 km nuvaZziuoti automobilis sunaudoja 5 / degaly. Kiek degaly reikés 120
km nuvaziuoti?
2=.,(2P=..,-2=...
7. Mokykloje yra 1000 mokiniy. 5 % i$ jy yra kairiarankiai. Kiek mokykloje de-
Siniarankiy?

8. sin 30° + cos 45°.

9. Kiek litry vandens tilps i akvariuma, kurio matmenys 50 cm % 20 cm x 30 cm?

10. (x=5) = ...... .

11. Kiek kainuos lentos supjaustymas i 4 dalis, jei perpjauti lenta pusiau kainuoja

90 ct?

Anyksténé A. Kuzmiené (J. Biliino gimnazija) dvyliktokams pasitilé paralogizma:
reiskinyje 2 X a : 2 x a veiksmus atliko nuosekliai, i§ eilés, ir gavo a’. Po to paklauseé,
ar turi prasmg Sie reiskiniai: \/10g2 0,7 \/10g S5, Vsin30° » arc sin (-3). Tos pacios gim-
nazijos mokytoja B. Navikiené mintinio skai¢iavimo pratimus SeStokams pateiké taip,
kad jie juos parengty skritulio ploto skai¢iavimui: 6> = ...; a x a = ...; ,,Sta¢iakampio
ilgis lygus 3 cm, plotis 2 cm. Apskaiciuoti jo plota™; ,,Nusibraizykite apskritima, nu-
brézkite jo spindulj ir skersmenji®.

Grynai loginio mastymo uzduociy irgi buvo pateikta kai kuriose pamokose. An-
tai auk$c¢iau minétame atraminiame konspekte, kuri mokytoja G. Daveniené pateiké
mokiniams, yra tokia 11 uzduotis. Obelieté A. Vasiliauskiené devintokams kaip pa-
pildoma uzduotj ekrane pateiké du loginius uzdavinius: 1) Kiek maziausiai vaiky yra
Seimoje, jeigu kiekvienas vaikas turi bent viena seserj ir 2 brolius? 2) Sauliaus, Vyto ir
Lino pavardés yra Kalvaitis, Jonaitis ir Petraitis. Vytas ir Jonaitis domisi matematika,

N hE LD =

wok N

o
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o0 Vytas ir Petraitis — muzika. Kokia Lino pavardé? (Atsakymai: 1) 5 vaikai, 2 mergai-
tés ir 3 berniukai. 2) Petraitis). O septintoky savarankisko darbo uzduotyse papildoma
uzduotis buvo tokia: ,,Mokiniai sustojo ratu ir iSsiskai¢iavo. 20-sis (10-sis) mokinys
stovi tiesiai prie$ 53-ji (45-ji). Kiek mokiniy buvo sustojg¢ ratu? Loginio mastymo
reikalavo anyksténés V. Zemaitytés ,,matematinés mankstos“ I ir XI uzduotys, kitos
anyksténés — A. Kuzmienés pateiktas paralogizmas bei kitos jos pateiktos uzduotys,
taip pat Sioje pastraipoje minéty ir neminéty daugelio kity mokytojy probleminiai
klausimai jvairiose pamoky dalyse.

Anyksciy J. Bilitino gimnazijos V-X klasése déstancios matematikos mokytojos
mokiniy pasiekimus per matematikos pamokas vertina ,,PLIUSU*. Pliusai gaunami
uz: a) dalykinj iniciatyvuma; b) pagristus, motyvuotus atsakymus i dalykinius klausi-
mus; ¢) aktyvy dalyvavima pamokoje; d) atsakinéjanc¢io mokinio atsakymo papildy-
ma; e) atsakingjancio mokinio klaidy taisyma; f) mokytojo padarytos klaidos taisyma;
g) teisinga uzduoties atlikima lentoje; h) teisingg ir greita uzduoties atlikima sasiuvi-
nyje; j) teisingai atlikta namy darba; k) gerai atlikta grupini darba. Pliusy netenkama,
kai: a) vietoje ju iraSomas pazymys; b) mokinys be pateisinamos priezasties neatlieka
namy darbo; ¢) mokinys nesilaiko mokinio taisykliy; d) mokinys neatsinesa i pamoka
reikiamy darbo priemoniy. Bendrieji vertinimo principai: a) vienas pliusas atitinka
vieng pazymio balg; b) pliusai dedami | paskutini sasiuvinio puslapi i§ karto (juos
uzsidirbus) arba pamokos pabaigoje; c) pliusai never¢iami pazymiu likus vienai sa-
vaitei iki trimestro pabaigos; d) pliusai galioja visa laika iki tol, kol jie virs pazymiu.
Mokytojos turi specialius antspaudus ,,PLIUSAS. Kelias i sckmg*, tad pliusus sudeéti
netrunka, o ir apgavystés yra negalimos.

6. MATEMATIKOS MOKYTOJY APKLAUSOS REZULTATY SUVESTINE

Anyksciy ir Rokiskio rajonuose, Skuodo rajono Mosédzio gimnazijoje, Vilniaus
$v. Kristoforo vidurinéje ir A. Vienuolio pagrindinéje mokyklose i stebéty pamoky ap-
tarima bei paskaita apie loginio mastymo ugdyma atéjo ne vien stebétas pamokas vede
mokytojai, bet ir kiti jy kolegos. Pasinaudojus tuo, visi buvo anketuoti. Apklausta i$
viso 46 mokytojai, i ju 41 (89,13 %) moteris, 5 vyrai (10,87 %). Si tikrai mazyté imtis
Sia prasme yra labai reprezentatyvi: mokyklose vyry matematiky yra i$ tiesy labai ne-
daug. Atsakymai apie mokytojy turima i$silavinima parodé¢, kad aukstaji iSsilavinima
turi visi, 45 (97,82 %) yra igij¢ matematikos mokytojo kvalifikacija, 1 (2,18 %) yra
LZUU baigusi inzinieré, neakivaizdiniu bidu baigusi ir edukologijos magistrantiira.
Beje, 1§ 45 turinciyju matematikos mokytojo kvalifikacija magistranttirg yra baige 3.
Dar 3 nurod¢, kad yra isigije po kita aukstojo mokslo diploma (angly kalbos, infor-
matikos ir ekonomikos) studijuodami neakivaizdiniu buidu. Daugiausia apklaustyju
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mokytojuy — 30 (65,28 %) yra baige dab. VPU (buv. VVPI), i§ ju 1 — neakivaizdiniu
budu. 12 (26,09 %) mokytoju yra baige VU, i$ ju 3 — neakivaizdiniu biidu. Dar 2 (4,35
%) yra baige dab. SU (buv. SPI), 1 (2,18 %) — Irkutsko PI. Taigi ir ¢ia stebimas gana
didelis imties reprezentatyvumas. Pagal darboviete apklaustieji mokytojai pasiskirste
taip (23 lentele):

23 lentelé

Apklaustyjy matematikos mokytojy pasiskirstymas pagal darboviete
(abs. skaiciais ir procentais)

Gimnazija

17 (36,96 %)

Viduriné mokykla
20 (43,48 %)

Pagrindiné mokykla
9 (19,56 %)

Pagal tai, kokio tipo gyvenvietéje yra darbovieté, apklaustieji mokytojai ir moky-
tojos pasiskirste taip (24 lentelé):

24 lentelé

Apklaustyjy matematikos mokytojy pasiskirstymas pagal gyvenvietés, kurioje
yra darbovieté,
tipqg (abs. skaidiais ir procentais)

Miestas

36 (78,26 %)

Kaimas

4(8,7 %)

Miestelis

6 (13,04 %)

38 (82,61 %) mokytoju gyvena toje pacioje gyvenviet¢je, kurioje ir dirba, 8 (17,39
%) — kitur. Toliausiai vazinéjanciam | darba — 24 km, kiti vazinéja 16, 14, 12, 10 km.
Pagal kelionés | darba pobiidj apklaustieji mokytojai ir mokytojos pasiskirsté taip (25
lentelé):

25 lentelé

Apklaustyjy matematikos mokytojy pasiskirstymas pagal kelionés j darba
pobudj
(abs. skaiciais ir procentais)

Vaiksto pésciomis

Vazinéja visuom.
transportu

Vazinéja nuosavu
automobiliu

23 (50 %)

10 (21,74 %)

13 (28,26 %)
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Pagal pedagoginio darbo staza apklaustieji mokytojai ir mokytojos pasiskirsté taip
(26 lentele):

26 lentelé

Apklaustyjy matematikos mokytojy pasiskirstymas pagal pedagoginio darbo
stazg
(abs. skaiciais ir procentais)

0-5 m. 6—10 m. 11-20 m. 21-30 m. 31 ir daugiau m.
2 (4,35 %) 6 (13,04 %) | 10(21,74 %) | 12 (26,08 %) 16 (34,78 %)

Jauni pedagogai dabar nedaznai liecka mokyklose. Tad Sios mazytés imties pasis-
kirstymas irgi yra itin reprezentatyvus. Keletas vyresniy pedagoguy nurodé turintys
kiek didesni bendrojo darbo staza.

Paskaitoje girdétas mintis apklaustieji mokytojai ir mokytojos ivertino taip (27
lentelé):

27 lentelé

Apklaustyjy matematikos mokytojy pasiskirstymas pagal tai, kaip jos
jvertino paskaitoje girdétas mintis apie loginio mastymo ugdyma mokantis
matematikos
(abs. skaiciais ir procentais)

Mintys mazai girdétos Mintys girdétos Mintys gerai Zinomos

18 (39,13 %) 25 (54,35 %) 3 (6,52 %)

Atsakydami | kita anketos klausima apie ziniy igijimo kelius, pedagogai nurode¢,
kad dalis ju tebesinaudoja jau senokai nieko neberaSanciu tais klausimais ,,Dialogo*
laikras¢iu (matyt, ir jo pirmtaku ,, Tévynés Sviesa“), jau nebeleidziamu Zzurnalu ,,Alfa
plius omega®, 29 — teigé daug ka suzinantys kvalifikacijos kélimo renginiuose, 11
(23,91 %) — nuolat naudojasi internetu, 12 — naudojasi senesne literatiira, pora i$ jy —
ir rusiska literatiira.

Valstybini matematikos egzaming teigiamai vertino 41 respondentas (89,13 %),
nurodydami, kad taip objektyviai patikrinamos zinios, tai skatina mokinius sazinin-
giau mokytis, nereikia stojamyju egzaminy. 5 (10,87 %) mokytojai nurodé, kad vals-
tybini egzaming vertina neigiamai. Tai tiesiogin¢ 2006 m. skandalo jtaka: teige, kad
néra uztikrintas reikiamas uzduociy islaptinimo lygis, uzduotys vis sunkéja, ne visai
uztikrinama abiturienty atsakomybé — neislaikius valstybinio egzamino, tais paciais
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metais leidziama perlaikyti (neaisSku tik, kaip per tieck mazai laiko tam galima pasi-
ruosti). Beje, tokiy atsakymuy buvo vienas kitas ir tarp teigiamai jvertinusiy valstybini
egzaming.

7. DIDAKTINE MATEMATIKOS MOKYMO LIETUVOJE BAZE

Vadovéliais ir pratybu sasiuviniais bei kitomis mokymo priemonémis mokyto-
jai nesiskundzia. Sovietiniy laiky vadovéliai, pratyby sasiuviniai ir kitos mokymo
priemonés praktiskai atitiko laikmecio dvasia, pasaulinius matematikos didaktikos
pasiekimus. Maskvoje leistas Zurnalas ,,Mamemamuxa ¢ wixone (,,Matematika mo-
kykloje*) buvo laikomas vienu geriausiy pasaulyje tokio tipo Zurnaly. Bet sovietiniai
vadovéliai beveik netiko matematikos mokymo sarysiui su realiu gyvenimu palaiky-
ti: buvo parasomi daugiausia Maskvoje ir naudojami visose Rusijos srityse, taip pat
veréiami { ,,brolisSkyjy* respubliky kalbas, tad nebuvo jmanoma pateikti konkrecios
respublikos ar srities mokiniui artimy uzdaviniy. Pirmieji tautiniai lietuviski vyres-
niosioms klaséms skirti vadovéliai, i§ pradziy kaip eksperimentiniai, pasirodé 1995
m. [19, 39]. Rinkos salygomis tvirtesnes pozicijas iSsikovojo antrasis — N. Cibulskai-
tes ir M. Strickienés vadovélis. Jau pats jo pavadinimas liudijo autoriy ryzta sukurti
tikrai tautinj lietuviska matematikos vadovéli. Jos parasé ir Sio vadovélio tesini VI
klasei, isiliejo ir i autoriy kolektyvus, raSiusius vadovélius aukStesnéms klaséms.
Dabar visi matematikos vadovéliai vyresniosioms klaséms — tautiniai. Pragjo dau-
giau kaip desSimt mety nuo pirmyjy tautiniy matematikos vadovéliy pasirodymo. Per
ta laikotarpi ivyko didelés permainos Lietuvos Svietime — buvo formuluojami nauji
ugdymo tikslai, vertybinés nuostatos, keitési bendrojo ugdymo turinys, diegiamos
Lietuvos bendrojo lavinimo mokykly bendrosios programos ir i$silavinimo standar-
tai, sukurta nauja valstybiniy egzaminy sistema, Zzmonija peréjo | XXI amziy. Tai
diktuoja nauja poziiri | vadovélius, todél N. Cibulskaité nutaré paraSyti nauja vado-
véli penktajai klasei [37, 38]. Jau pats pavadinimas pabrézia, kad tai XXI a. matema-
tikos vadovelis. Autore sieke, kad §is vadovélis visiskai atitikty bendryjuy programy
bei iSsilavinimo standarty reikalavimus ir pateikty V klasés mokiniams vertybiniy
nuostaty, dalykiniy ir bendryjuy gebéjimu, kompetenciju ugdymui(-si) reikalinga in-
formacija ir uzduociy sistema. Kiekvieno bendrojo lavinimo dalyko vadovéliui dabar
yra keliamas reikalavimas padéti mokiniui susiformuoti Lietuvos pilieciui patikimus
orientyrus, padedancius saugoti, stiprinti savo pilietini, kultiirinj ir tautini tapatuma.
Todél autoré stengési, kad vadovélio medziaga orientuoty mokinius i humanisku-
mo, demokratiSkumo, atsinaujinimo, nacionalumo bei atvirumo kitoms kulttiroms
gyvenimo principy supratima bei priémima. Vadovelj autoré rengé remdamasi atlikto
tyrimo, apibendrinto jos 2000 m. apgintoje daktaro disertacijoje apie matematikos
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mokymo humanizavima V klas¢je, rezultatais bei iSvadomis. Todél vadovélis ir yra
orientuotas | mokiniy vertybiniy nuostaty kiirima. Tai pirmiausia atsispindi moki-
niams skirtame vadovélio jvade, kuriame paaiskinti skirtingy tipy uzdavinius zymin-
tys simboliai, susieti su vadovélio pagrindiniy veikéjy apibiidinimuose minimomis
humanisko elgesio apraiskomis. Antai uzduotys, pazymétos kvadratéliu, yra skirtos
visiems mokiniams, jos turi padéti itvirtinti naujai suformuotas savokas, veiksmy at-
likimo algoritmus ir t. t. — su $iuo Zenklu susij¢s smalsus, jautrus, démesingas, uzjau-
Ciantis, visiems padedantis zuikis; skrituliuku pazymétos uzduotys reiskia darbscia,
atsakinga, pareiginga, sazininga, veiklia voveraitg — tad Sios uzduotys skirtos karto-
jimui; rombas zZymi {zvalgy, ory, gerbiantj kitus ir save, atlaidy gandra — tai tyriné-
jimus mégstantiems mokiniams skirtos uzduotys; trikampio Zzenklas zymi itin mate-
matika mégstantiems mokiniams skirtas uzduotis, jo simbolis — i$mintingas, atviras,
teisingas, pasitikintis savimi ir kitais, nuoSirdus zal¢iukas. Orientavimasis | mokiniy
vertybiniy nuostaty kiirima atsispindi ir teorinés medziagos bei pateikiamy uzduociy
turinyje. Pavyzdziui, pirmajame skyriuje teoriné medziaga pateikiama Lietuvos kaip
valstybés charakteristiky analizés kontekste (kalbama apie Europos geografinj cen-
tra, sienas su kaimyninémis valstybémis, Baltijos juros regiona). Antrajame skyriuje
kalbama apie Lietuvos valstybingumo jtvirtinima (aptariamos Lietuvos istorinés sos-
tinés, vardijami Lietuvos didziojo kunigaiks¢io Gedimino nuopelnai). Ketvirtajame
ir devintajame skyriuose daug kalbama apie smulkyji versla, jo plétra (Lietuvai ak-
tualios problemos), septintajame ir deSimtajame skyriuose — apie gamtosauga (visam
pasauliui svarbios problemos).

Autoré siekia, kad vadovélis atitikty diferencijuoto ir individualizuoto mokymo(-
si) poreikius, kad jis biity geras pagalbininkas mokiniui dirbant su juo savarankiskai,
pateikty mokiniams mokymosi strategijas ir biidus, pritaikytus jvairiems mokymo-
si stiliams. Siandieninés mokyklos klaséje daznai kartu mokosi skirtingy gebéjimy
vaikai — nuo pagal specializuotas programas besimokanciy iki ypa¢ gabiy®. Ivairiu
gebéjimy mokiniams §iuo metu mokytojas, deja, ne visada turi galimybiy pamokoje
skirti pakankamai démesio. Vadovélis turéty padéti pedagogams iSspresti Sia proble-
ma, kadangi sudaro galimybes pajégiems mokiniams nuo V klasés mokytis i§ dalies
savarankiskai; tokiu biidu galima diferencijuoti ir individualizuoti mokyma. Prie§ kai
kurias uzduotis yra nuorodos, kad jas geriausia atlikti dirbant poromis ar grupéje, mo-

* Autorius yra prieSininkas beatodairiskos integracijos { mokyklas tokiy mokiniy, kurie turi vystymosi,
ypac¢ protinio, sutrikimy: tai jmanoma nebent tada, kai mokyklai labai talkina integruoto mokinio tévai.
Taciau jei ir tévai yra tokie patys — o tai btina, deja, daznai, tokius vaikus bitina, dedant visas pastangas,
siysti mokytis i specializuotas mokyklas: ten jie pramoks bent amato ir bus pagal specialias metodikas
apmokyti bendrojo lavinimo dalyky minimumo. I8¢j¢ i§ vidurinés mokyklos problemiskoje Seimoje jie
patirs tik sunkumus. Be to, autorius yra isitikings, kad pasitaikantys atvejai Vakaruose, kai paauglys
atsineSa | klasg ginkla ir ima Saudyti { mokytojus ir mokinius, yra tokio integravimo padarinys: paauges
vaikas ima suprasti, kad jis beviltiskai atsilikes nuo klasés draugy, o tie biina paaugliskai negailestingi, i3
jo nuolat Saiposi. Tad viena karta ir imamasi kersto...
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koma spresti problemas (yra uzdaviniy su patarimais). Vadovélis parasytas mokiniui
— teoriné medziaga dazniausiai pateikiama sprendziant su mokinio aplinka bei inte-
resais susijusius uzdavinius. ISrySkinama esminé medziaga (taisyklés, algoritmai), tai
paaiskinama pavyzdziais. Sitllomi savarankiskos struktiiros darbai. Pateikta aiski pra-
timy ir uzdaviniy sistema, kuri glaustai aprasyta vadovélio jvade. Yra pateikti pasie-
kimy jsivertinimo biidai — tipiniy uzduocCiy teisingo atlikimo ir uzraSymo pavyzdziai,
patarimai, kaip reikia spresti sudétingesnes uzduotis, savikontrolés testai ir skyreliy
»Pasitikrinkite* atsakymai. Mokiniai skatinami atlikti praktines, tyrimy, kiirybines ir
ekskursijy uzduotis (pavyzdziui, projektai ,,Skruzdélé — galitiné™ ir ,,Vitrazas*, eks-
kursijos po Kernavés piliakalnius ir Vilniaus senamiestj). Vadovélyje yra uzduociy,
skirty désningumy paieskos, hipoteziy formulavimo ir tikrinimo, problemy spren-
dimo, strategiju kiirimo, kritinio mastymo gebéjimams lavinti. I$skirtinis vadovélio
bruozas — kiekvieno skyriaus pradzioje lentelése, diagramose, Zemélapiuose pateikta
ivairi, pagal galimybes naujausia informacija, 2000-2005 m. statistiniai duomenys,
reikalingi nagrin¢jant teoring medziaga arba atliekant uzduotis. Tokia medziaga skirta
informacijos paieskos, jos apdorojimo ir analizés gebéjimams ugdyti.

Su vadovéliu pradéta dirbti keliose mokyklose 2005-2006 m. m., vykdant VPU
Matematikos ir informatikos didaktikos katedros organizuota eksperimenta. Grupé
mokytoju: G. Damasevicien¢ (Kédainiai), G. Grybien¢ (Klaipéda), T. GurStynovi¢
(Vilnius), A. Kuzmarskiené (Tauragé), P. Puzinaité (Sirvintos), V. Sakalauskiené (Vil-
nius), A. Usiené (Jieznas), V. Zilevi¢iené (Vilnius) rengia pagal aptariama vadovélj
uzdavinyna. Mokomaji-didaktini komplekta papildys parengti pratyby sasiuviniai bei
autorés rengiama mokytojo knyga.

Tokia platoka Sio tikrai puikaus XXI a. matematikos vadovélio analiz¢ pateikéme
kaip savotiska etalong: biitent tokiu biidu rengiami mokomieji didaktiniai komplektai
visoms vyresniosioms klaséms iki XII klasés imtinai. Taigi atsizvelgiant { tai, kad
vadovéliai vél tapo tautiniai, galima pasidziaugti, kad tesiamas geriausiy prieskariniy
vadoveliy pradinukams ir gimnazistams autoriy: Prano ir Jono Masioty, Juozo Da-
mijonaicio, Antano Busilo, Zigmo Balucio-Balevic¢iaus, Kazio Klimavic¢iaus, Juozo
Baltiisio ir daugelio kity pradétas tautiniy vadoveliy kiirimas [5, 6, 12—14].

Labai daug iSleidziama jvairiy uzduoc¢iy rinkiniy mokiniams valstybiniams egza-
minams pasirengti. Kai kurias i§ juy mes ¢ia paminéjome. Jy verté ivairi — kai kuriuose
uzduociy sprendimai gal ir ne visai racionaliis. Tai bendru atveju laikytina komercine
literatiira — autoriai tikisi i$ jos pasipelnyti, viliodami abiturientus pirkti tas uzduotis.
Taciau geriausios i$ juy yra vertingas inasas i Lietuvos matematikos didaktika.

Kai ka apie matematikos didaktika paraso Lietuvos aukstyju mokykly ir mokslo
istaigy leidziami recenzuojami zurnalai. Tac¢iau mokytoju apklausa parodé, kad jie ty
zurnaly visai nezino ir straipsniais, iSspausdintais juose, nesinaudoja, nebent i§skyrus
nedidelg dalj ty respondenty, kurie nurodé¢, jog naudojasi internetu.
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Daugelis mokytoju neigiamai vertina Banguolés Druskytés pseudonimu leidzia-
mas knygas atitinkamy klasiy mokiniams, laiko jas parazitine matematine literatiira,
nes jose pateikiami visy vadovéliuose pateikiamy uzduo€iy sprendimai. Tai trukdo
objektyviai spresti apie mokiniy namy darby atlikimo kokybe. Taciau Sios knygos vai-
dina ir pozityvy vaidmenij — pratina mokinius dirbti su matematine literattra, padeda
mokiniams suprasti jvairiy uzduo¢iy sprendimus.

Kaimynai latviai mus lenkia. Jie turi SeSis kartus per metus iSeinanti gana rimta
pedagogini zurnala mokytojams ,,Skolotajs (,,Mokytojas®), jo redkolegijoje — ne tik
labiausiai patyr¢ mokytojai, bet ir zinomiausi pedagogikos ir psichologijos mokslinin-
kai, tarp ju ir Lietuvos atstove — psichologé prof. habil. dr. Danguolé Beresneviciené.
Dar eina ir ,,Skolotaja almanahs* (,,Mokytojo almanachas®), ,,Sakums* (,,Pradzia“) —
pradiniy klasiy ir ikimokykliniy ugdymo istaigy pedagogams. Pastariesiems yra skir-
tas ir zurnalas ,,Pirmskolas izglitiba* (,,Jkimokyklinis ugdymas‘). Eina ir savaitrastis
Hlzglitiba un kultira® (,,Ugdymas ir kultiira®) (24 p., su priedais). Rusy mokykloms
leidziamas savaitrastis ,,06paszosanue u kapvepa‘ (,,Ugdymas ir karjera‘).
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X. TARPDALYKINIY RYSIY REALIZAVIMAS DESTANT
LOGIKA GENEROLO JONO ZEMAICIO LIETUVOS KARO
AKADEMIJOS KARIUNAMS

Pirmiausia aptarsime terminus, nes pedagogikoje, kaip ir visame miisy Siandieni-
niame gyvenime, pereinant nuo ankstesnés orientacijos i Rytus vis labiau krypstama {
Vakarus. Todél tos pacios pedagoginés savokos kartais jvairiy autoriy darbuose dabar
skirtingai {vardijamos. Sudétinga pedagoginé savoka ,,vidiné dalyking¢ ir tarpdalykiné
integracija“ reiskia i§ esmés ne ka kita, kaip dar placiai vartojama savoka ,,dalykiniai
ir tarpdalykiniai rysiai‘.

Déstydamas logika karifinams, stengiuosi viding dalyking ir tarpdalyking integra-
cija taikyti mokymo procese. Pavyzdziui, vidinés dalykinés integracijos btidu iSaiski-
nu loginiy klasiy (aibiu) sankirta (47 pav.):

ANB=C

47 pav.

Tuojau pat pateikiu elementary, karitinams labai suprantama pavyzdi: ,,Tegu A
— karininkai, B — déstytojai. Kas bus C?* Zinoma, labai greitai i§siaiskiname, kad
C — tai déstytojai, kurie turi karininko laipsnj. Pateikiami konkretts su LKA susij¢
pavyzdziai. Po to einame prie atveju, kurie labai dazni mokslo srityje, pvz., 1) ,,jei
A — matematika, B — istorija, tai C — matematikos istorija“; 2) ,,jei A — geografija,
B — ekonomika, tai C — ekonominé geografija“; 3) ,,jei A — verslas, B — vadyba, tai
C — verslo vadyba®, ir t. t. Taciau dé¢l priezasCiy, kurias aptarsime véliau, ne visi
karitinai lengvai iSsprendzia uzdavini: ,,Kaip pavaizduoti $iy trijuy klasiy santyki:
S — stac¢iakampiai, R — rombai ir K — kvadratai?* I$ tiesy tai ir bus tas pats atvejis:
ciaS=A,R=B,o0K=C.

Geografiniy ir etnografiniy ziniy karitinams prireikia, kai atlieckame kitas uzduotis.
Pavyzdziui, pavaizduoti grafiskai $iy trijuy klasiy santyki: ,,S — slavai, L — lenkai, V —
Varsuvos gyventojai“. Teisingas atsakymas (48 pav.):
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48 pav.

Matematiniy ir ekonominiy ziniy poreikis atsiranda atliekant tokia uzduoti i$ sofiz-
my srities: ,,Kepuriy parduotuvéje zmogus pirko kepurg uz 3 Lt ir pardavéjui padavé
10 Lt. Pardavéjas neturéjo grazos, todél nubégo pas kaimyna ir ta 10 Lt banknota is-
keité smulkesniais. Grizgs pirkéjui atidavé 7 Lt grazos ir $is su kepure i$¢jo. Po kurio
laiko atbégo kaimynas ir pranes¢, kad 10 Lt, kuriuos jis iSkeité — netikri. Pardavéjas
pasiémé netikra banknota, o kaimynui atidavé 10 Lt. Koki nuostolj jis patyré?* Kyla
nemaza diskusijuy, teigiama, kad nuostolis — 17 ar net 20 Lt. Taciau i$siaiSkiname, kad
jis lygus 10 Lt — netikro banknoto vertei.

Zinoma, tokiy tarpdalykinés integracijos — rysio su realiu gyvenimu bei kitais mo-
komaisiais dalykais — pavyzdziy daug pateikiu per paskaitas ir pratybas. Karitinai taip
pat nuolat skatinami pateikti paciy sugalvotus ar parinktus pavyzdzius. Mokydamiesi
studijy dalyko jie privalo atlikti 2 kontrolinius ir 2 savarankiskus darbus. Pirmajame
kontroliniame darbe i$ 4 uzduoc€iy viena sudaryta i§ paciy karitiny parinkty pavyzdziy,
o visos tokios uzduotys yra abiejuose savarankiskuose darbuose ir antrajame kontro-
liniame darbe.

Visa tai padeda jdomiai organizuoti paskaitas, ypac pratybas, skatinti karitinus sa-
varankiskai dirbti ir pasiekti geru rezultaty stengiantis suvokti mokomaja medziaga.

Dabartinés Lietuvos vidurinés mokyklos veiklos pagrindiniame dokumente —
,,Bendrosiose programose ir iSsilavinimo standartuose* — nurodoma, kad mokykla
turi uztikrinti darnia prigimtiniu moksleivio galiy plétote, atskleisti ir plétoti kiirybi-
nes moksleiviy galias, ugdyti moksleiviy gebéjima kritiSkai mastyti, spresti proble-
mas, ugdyti pasitikéjima savo jégomis, savarankiskuma, nuostata ir geb&jima mokytis
visa gyvenima [34 a, b], taigi — lavinti ir logini mastyma.

Labiausiai logini mastyma viduringje mokykloje ugdo tie mokomieji dalykai, ku-
riuos déstant mokoma aiskiai suformuluoti savoky apibrézimus, jas klasifikuoti, kur
naudojamasi nededukciniais samprotavimais (gramatika, fizika, chemija, istorija, ge-
ografija, muzika ir kt.). Visu tuo loginiu aparatu remiasi ir matematika, kuri aukstes-
nése vidurinés mokyklos klasése dar papildomai labai daznai ima remtis ir dedukci-
niais samprotavimais bei irodymais.
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Taigi pagrindinis §io skyriaus akcentas — buvusiy vidurinés mokyklos mokiniy, jau
tapusiy studentais — LKA karifinais, matematinio pasirengimo itakos logikos dalyko
studijy rezultatams tyrimas. Miisy parengtoje mokomojoje knygel¢je ,,Logikos prati-
mai‘“ [10], skirtoje teoriniy logikos ziniy taikymo mokéjimams ir jgtidziams formuoti,
remiamasi ne tik kity vidurinéje mokykloje nagrinéty dalyky (fizikos, geografijos,
istorijos ir t. t.) elementariomis ziniomis ir bendro iSprusimo faktais, bet ir papras-
Ciausiomis karitiny mokyklinés matematikos ziniomis. 1999-2000 m. istoj¢ i LKA
karitinai laikydavo tik paprasta, pazymiu nevertinama iskaita. Tad tyrimo metu buvo
fiksuojama, ar kontroliniuose darbuose kariiinai daré matematikos klaidy (ar nedaré
ju) ir ieskota rySio su matematikos rezultatais. 1999 m. ir 2000 m. istojusiy i LKA ka-
riiny, dariusiy ir nedariusiy su matematika susijusiy klaidy kontroliniuose darbuose,
pasiskirstymas ir ju priklausomybé nuo matematinio pasirengimo, igyto vidurinéje
mokykloje, matyti 28 lentel¢je. Matematinis pasirengimas iSaiSkinamas pagal mate-
matikos valstybiniy egzaminy rezultatus.

28 lentelé

1999 ir 2000 m. jstojusiy j LKA kariiiny matematikos VE pazymiai ir
matematinio turinio logikos uzduociy atlikimo rezultatai, rodantys jy
tarpusavio rysj
(abs. skaiciais)

Matematinio turinio uZduociy Matematikos VE paZymiai .
atlikimas IS viso
4 5 6 7 8 9 | 10
Be matematikos klaidy - 19 7 8 8 7| 4 43
Su matematikos klaidomis 31121 6 10 3 1 — 35
IS viso 3121|1318 | 11 | 8| 4 78

Kontingencijos koeficientas C=0,391 (p<0,01), t. y. Sis koeficientas statistiSkai
reikSmingas [35, p. 95-97] ir nagrinéjamasis rySys yra gana glaudus.

2001 m. ir véliau istoje karitinai jau turéjo laikyti arba logikos diferencing iskaita
(I kurse — personalo vadybos ir transporto inzinerinés vadybos specializacija), arba
egzaming (III kurse — tarptautiniy santykiy specializacija). Kadangi pazangumas i$
logikos visais mokslo metais buvo aukstas, tai buvo atrinkti ir ypa¢ stebimi tie ka-
ritinai, kurie atéjo | akademija atsineSdami ne mazesnj kaip vidutiniska (pervedus i
desimtbalg sistema — 7) matematikos VE jvertinima.

Matematikos VE ir logikos diferencinés iskaitos (egzamino), laikyty I (III) kurse
2001-2005 m. jstojusiy { LKA karitiny, pazymiy sutapimas atsispindi 29 lenteléje.
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29 lentelé

2001-2005 m. jstojusiy j LKA kariiiny matematikos VE ir logikos diferencinés
jskaitos
(egzamino) paZymiy tarpusavio rysys (abs. skaiciais)

Logikos diferencinés Matematikos VE pazymiai
iskaitos (egzamino) paZymiai - 3 9 10 I8 viso
8 3 10 18 7 38
9 33 39 59 34 165
10 15 20 54 32 121
IS viso 51 69 131 73 324

Cia turime C=0,430 (p<0,001), t. y. nagrinéjamasis rysys yra ypa¢ glaudus.

Stebint 29 lenteléje aptartus karifinus kartu buvo fiksuota juy vidurinés mokyklos
(gimnazijos) baigimo vieta. Logikos diferencinés iskaitos (egzamino) jvertinimo nuo-
krypio nuo matematikos VE pazymio ir kariiny baigtos mokyklos dislokacijos pri-
klausomybé pateikta 30 lenteléje.

30 lentelé

Logikos diferencinés jskaitos (egzamino) pazymio nuokrypio nuo matematikos
VE pazymio priklausomybé nuo karitiny baigtos mokyklos dislokacijos
(abs. skaiciais)

Logikos paZymio nuokrypis nuo matematikos VE paZymio
Vieta, kur 5 i ] Vidutin.is.
baigta mokykla | - | 1 0 1 ) | 3 IS Vldlll'kls standartinis
viso (x) nuokrypis
(%)
Sostiné,
apskriciy 4 | 27| 46 |48 |24 | 3 | 152 0,46 7,19
centrai
Rajonycentrai | 3 [ 15| 33 [ 29| 15| 7 | 102 0,48 3,88
Mazesni miestai| |\ | 5y | 19| 14| 5 | 70 | 074 5,71
ar miesteliai
IS viso 7 54101 |96 |53 |15 | 324 0,55 8,81
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Taigi turime s, > s, >s, t.y. labiausiai varijuoja sostinés ar apskriiy centry mo-
kykly abiturienty logikos pazymiai. Tai nestebina: didesniy miesty mokiniai paprastai
turi daugiau informacijos, ta informacija jiems tenka daugiau naudotis, tad lemia ¢ia
ne vien matematikos VE pazymys.

Antroje vietoje — mazesniy miesty ar miesteliy mokykly abiturientai. Tai paprastai
ty mokykly elitas — | LKA istoti néra taip lengva. Todél ir ju logikos zinios néra nule-
miamos vien matematikos VE rezultaty. Maziausiai varijuoja rajony centry mokykly
abiturienty pasiskirstymas. Jis gana artimas normaliniam. Cia ryskiausiai pasireiskia
koreliacija tarp logikos ir matematikos VE pazymiy.

Kadangi 2001-2005 m. priimtieji i [ kursa karifinai buvo daug geriau atrenkami, ju
ir matematinis pasirengimas daug geresnis negu 1999 ir 2000 m. priimtyjy. Matemati-
nio turinio uzduotis jie atliko kur kas geriau. Taciau nusiraminti ir dziaugtis neblogais
rezultatais niekada negalima. Dalis karitiny (taip pat ir abiturienty) vidurinéje moky-
kloje nesusiformuoja tvirty matematiniy savokuy, kartais net gana elementariy.

IS Sio tyrimo iSplaukia tokios iSvados:

1. Mokiniy mokyklinis matematinis pasirengimas turi didele reikSme logikos, o
kartu ir kity dalyky studijy rezultatams. Pasirengimo lygis objektyviai nustato-
mas pagal matematikos VE rezultatus.

2. Aukstyjy mokykly logikos ir matematikos déstytojai, ateidami i pagalba vidu-
riniy mokykly mokytojams, galéty:

a) susipazinti su jauny mokytoju, vyresniyju mokytoju, mokytoju metodininky
ir mokytoju eksperty darbu ugdant logini mokiniy mastyma mokymo pro-
cese;

b) visais iSvardytais atvejais apibendrinti geraja patirti, teikti rekomendacijas
pedagoguy darbui ir ju rengimui gerinti, tobulinti vadovélius ir kitas moko-
masias priemones.
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ISVADOS

1. Mokykliné matematika ir logika yra nepaprastai susij¢. Tad loginio mokiniy
mastymo ugdymas, kuris yra itin akcentuojamas Lietuvos $vietimo ir mokslo
ministerijos parengtose ir nuolat tobulinamose, koreguojamose ,,.Bendrosiose
programose ir i$silavinimo standartuose®, mokykloje kuo geriausiai realizuo-
jamas mokant matematikos: ¢ia pasinaudojama praktiskai visu formaliosios
logikos arsenalu.

2. Déstant logika stebéti VGTU studenty ir LKA karitiny mokymosi rezultatai,
atlikta ju apskaita. Atskleisti glaudis koreliaciniai rysiai tarp ty rezultaty ir ma-
tematikos VE pazymiy leidzia tvirtinti, kad s¢kmingai iSlaik¢ VE mokiniai i$
tiesy yra susiformave gerus loginio mastymo igtdzius, o tai savo ruoztu lei-
dzia tvirtinti: a) valstybiniams egzaminams mokinius reng¢ pradiniy klasiy ir
vyresniyjy klasiy matematikos mokytojai tinkamai lavino jy loginio mastymo
gebéjimus; b) VE ivedimas — pats sékmingiausias Lietuvos mokyklos reformos
zingsnis (ji teigiamai vertino ir didelé dauguma apklausty matematikos moky-
toju).

3. Stabiliausi koreliaciniai ry$iai tarp logikos mokymosi sékmés ir matematikos
VE rezultaty yra nustatyti tarp LKA karifiny, baigusiy rajony centry mokyklas,
antroje vietoje yra mazesniy miesty ir miesteliy abiturientai, trecioje —Vilniaus
ir apskriciy centry abiturientai.

4. Geriausiy pradiniu klasiy ir vyresniyjy klasiy matematikos mokytoju pamoky
steb¢jimas atliktas autoriaus, sukaupusio didelg daugiau kaip 30 mety Sio dar-
bo patirt ir po to 20 mety Sioje veikloje nedalyvavusio, parodé, kad mokytoju
pamokiniame darbe, igyvendinant Lietuvos mokyklos reforma, yra daug reiks-
mingy teigiamy pokycCiy: a) jie turi galimybe naudotis tautiniais matematikos
vadovéliais (pradinése klasése — net rinktis vieng i$ trijy matematikos mokymo
sistemy, pamazu ta galimybé realizuojama ir vyresniosiose klasése), kurie lei-
dzia matematika susieti su kitais mokomaisiais dalykais ir realiu gyvenimu, o
tai suzadina didesnj mokiniy interesa matematikai; b) tai, kad mokyklos apriipi-
namos kompiuterine technika ir dauginimo bei kopijavimo jrenginiais, leidzia
mokytojams placiau naudotis jvairia dalijamaja didaktine medziaga savaran-
kiskiems mokiniy darbams organizuoti; c¢) kai kurie vyresniyju klasiy matema-
tikos mokytojai jau gana sékmingai taiko kompiutering technika perteikdami
mokiniams mokomaja medziaga; d) visi stebéti mokytojai yra puikiai jvaldg
euristinio pokalbio bei savarankisko mokiniy darbo organizavimo metodus ir
s¢kmingai juos taiko pamokose; e) jau neretai stebétose pamokose pasitaiko
didaktinis mokymo diferencijavimas (grupinis darbas ir kt. jo formos).

284



5. Atskirai pabréziant dideli Lietuvos mokyklos reformos laiméjima — tautiniy
matematikos vadoveliy sukiirimg, bitina pazyméti, kad tai Lietuvos moky-
kloje patikrintos tradicijos tasa — tokie vadovéliai jau buvo ikikaringje Nepri-
klausomoje Lietuvoje ir tais laikais uztikrino gana sékminga mokiniy loginio
mastymo gebe¢jimy vystyma, auksta matematikos ziniy ir igtidziy lygj. Skirtu-
mai, kuriuos lemia laikmetis, yra palankiis dabartinei mokyklai: a) i§tobulé&jusi
spausdinimo technika vadovélius dabar leidzia raSyti ir spausdinti su kur kas
ivairesne spalvine ir Srifty, lenteliy, iliustracijy ivairove; b) yra ypac svarbu tai,
kad vadovéliai ir kitos mokomosios knygelés raSomos autoriy kolektyvy, prie$
tai geriausiems mokytojams juos eksperimentiskai patikrinus; autoriy kolekty-
vuose — geriausi mokytojai ekspertai ir matematikai mokslininkai; toks teorijos
ir praktikos lydinys uZztikrina aukstesni dalykini ir metodinj vadovéliy lygi.

6. Mokytoju apklausos ir realios tikrovés analizés rezultatai leidzia konstatuoti
gana neblogos didaktinés bazés pradinio matematikos mokymo egzistavima:
mokytoju patirtis skelbiama, matematikos didaktikos srityje dirbantys moksli-
ninkai savo straipsnius nuolat skelbia 6 kartus per metus iSeinanc¢iame zZurna-
le ,,Zvirbliy takas“, leidziamos monografijos ir knygos pradinio matematinio
ugdymo klausimais, organizuojama nemaza moksliniy praktiniuy konferenciju,
kuriose aptarinéjami ir pradinio matematikos mokymo klausimai. Todél ir lo-
ginio mastymo ugdymo problemos, kaip parodé mokytojy apklausa, daugumai
mokytoju yra girdétos, o kai kam ir gerai Zinomos.

7. Vyresniosiose klasése matematika déstanciy matematikos mokytoju savisvietos
ir pasidalijimo patirtimi problemos kur kas sudétingesnés: periodinio leidinio,
kuris tuo rtipintysi, praktiskai néra, nors bandymu buvo. Pirmiausia tai dau-
giausia VU doc. dr. Viliaus Stakéno pastangomis leistas Zurnalas ,,Alfa plius
omega“, kuris greitai nustojo eiti perémus leisti leidyklai TEV. Kauno matema-
tikos mokytoju leistas leidinys ,,Matematika ir mokykla®, mirus jo iniciatorei
mokytojai ekspertei Reginai Zilvienei (1946 —2003), irgi nustojo eiti. Laikrastis
,Dialogas® irgi beveik nieko neberaso matematikos mokymo klausimais. Lie-
tuvos matematiky draugija savo kasmetinése konferencijose visada organizuoja
matematikos didaktikos sekcija, joje matematikos didaktikos srityje dirbantys
mokslininkai paskaito gery pranesimy, kai kurie ju paskelbiami ir ,,Lietuvos
matematikos rinkinyje®. Taciau ty praneSimy negirdi Lietuvos matematikos
mokytojai — jie beveik nebedalyvauja Siose konferencijose. Apklaustieji moky-
tojai apie $io rinkinio egzistavima, matyt, nelabai Zino, nes tiesiogiai jo, kaip
saviSvietos Saltinio, nenurodé. Matematikos mokytojy asociacija, prieSingai,
1 savo konferencijas nekvie¢ia mokslininky. Jos darby apklaustieji mokytojai
irgi kaip kvalifikacijos kélimo Saltinio nenurodé. Matyt, reikéty imtis inicia-
tyvos leisti mokslini metodini Zurnala vyresniyju klasiy mokytojams, kaip tai
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daroma kaimyninéje Latvijoje, kuriame galéty raSyti ir mokytojai, ir mokslinin-
kai, o redakcinéje kolegijoje irgi biity atstovaujamos abi pusés (prisiminkime
neseniai bereikalingai ,,numarinta* ,, Tautinés mokyklos* Zurnala). Mokytoju
apklausa parod¢, kad tarp vyresniyju klasiy matematikos mokytojuy yra daugiau
tokiy, kuriems loginio mastymo ugdymo klausimai mokant matematikos yra
mazai zinomi, o gerai §ig problema iSmananciy yra nedaug.

8. Stebetos pamokos atsitiktinai paimtuose rajonuose ir mokyklose liudija, kad pe-
dagoginio darbo meistry turime daug. Mokytojai, kuriems kas nors sekasi sun-
kiau, gali elementarios patirties pasisemti savo mokykloje, rajone ar mieste.

9. Didesné pusé apklaustyjy matematikos mokytoju turi daugiau kaip 20 mety
darbo staza, o pradiniy klasiy — netoli pusés. Tai liudija apie mokytojy sené-
jima, jauny mokytoju i mokyklas ateina vis maziau. Tai tampa jau valstybine
problema: o kam tada reikia pedagoginio universiteto, kity universitety fakul-
tety, rengianciy pedagogus? Matematikos didaktikos padétis aukstosiose mo-
kyklose irgi vis prastéja. Praktiskai nebéra tokios katedros, kuri ,,duoty tong*
visai Lietuvos matematikos didaktikai. [lgokai $ia prasme pirmavusi pradinio
matematikos mokymo srityje SU matematikos didaktikos katedra panaikinta
— sujungta su kity didaktikuy katedromis. VPU matematikos ir informatikos di-
daktikos katedra daug mety turéjo tik formaly vadova, beje, ne matematikos
didaktikos, o tikimybiy teorijos specialista, einantj ir kitas pareigas, ir seniai
yra nebetekusi turétos nemazos itakos Lietuvos matematikos didaktikos raidai.
VU matematikos didaktikos problemomis domisi irgi ne matematikos didak-
tikos specialistai (ju ten néra), o ,,grynosios” matematikos Sakose pasireiske
mokslininkai.

10. Tarp apklaustyjy pradiniy klasiy mokytojuy nebuvo nei vieno vyro, tarp mate-
matikos mokytoju vyry buvo 10,87 %. Beje Rokiskio ir Anyksc¢iy rajonuose
apklausoje dalyvavo visi matematikos mokytojai vyrai (ju tuose rajonuose yra
po 2). Tai irgi tampa valstybés problema.

11. Klausimai, susij¢ su mokytoju darbo vieta, kelionémis i darba dideliy proble-
my neatskleidé.
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LOGIC AND THE SCHOOL MATHEMATICS

Summary

In the Introduction to the Monograph, the standards set for developing logical
thinking of pupils set by the key documents for regulating the activities of the sec-
ondary school are discussed upon. In the Chapter One of the Monograph, the gen-
eral knowledge in formal logic needed for a mathematics teacher is provided. Theo-
retical statements are illustrated with mathematical examples. In the Chapter Two
of the Monograph, the methodics of formation of mathematical concepts at school
along with types of mathematical definitions and applying of classification in school
mathematics are discussed upon. In the Chapter Three of the Monograph, applying of
non-syllogistic considerations, such as induction, analogy, formation of hypotheses to
formation of mathematical images as well as the role of analysis, synthesis, intuition,
fantasy in mathematics teaching process are analyzed. The Chapter Four analyzes
mathematical statements. It described in details the concept of theorem and the types
of theorems. The Chapter Five reviews applying the key regulations of logic in teach-
ing the school mathematics. The considerably large Chapter Six analyzes the place of
syllogisms and proofs in teaching mathematics. In the Chapter Seven, an application
of logic mathematical theory in solution of tasks is discussed upon. The large Chapter
Eight analyzes the urgent problems of mathematical education, such as didactics of
mathematics, hodegetics and psychology of mathematical education, putting a par-
ticular stress on the problems of developing logical thinking of pupils. In the Chapter
Nine, the materials on the attempts of teachers to develop logical thinking of pupils
in the process of teaching mathematics collected by the author while observing math-
ematical lessons at primary and higher classes of Lithuanian schools are provided.
The results of interviewing teachers of primary schools and mathematics teachers
processed using methods of mathematical statistics are discussed upon as well. In the
Chapter Ten, the statistically processed analysis of the results of observing cadets
of General Jonas Zemaitis Military academy of Lithuania in the period between the
years 2000 and 2006, while the author was their lecturer of logic and integrated its
statements with the mathematical skills of the cadets acquired at the secondary school.
In the Conclusions, it is stressed that there are no considerable imperfections in de-
velopment of logical thinking skills of pupils in the process of teaching mathematics;
the introduction of state examinations in mathematics should be assessed positively
and methodic assistance to teachers of primary school is good. A concern about insuf-
ficient methodic assistance to mathematics teachers of higher forms and feminization
of Lithuanian school is expressed.
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SUTRUMPINIMAI

ESM - elektroniné skai¢iavimo masina

KU — Klaipédos universitetas

IA — ikimokyklinis aukléjimas

LKA — Lietuvos karo akademija

LNK - laisvas nepriklausomas kanalas (televizijos programa)

LZUU — Lietuvos Zzemés {ikio universitetas

MEMA — matematinis empirinés medziagos aprasymas

MMLS — matematinés medziagos loginis sutvarkymas

OECD - Organization for Economic Cooperation and Development (Ekonominio
bendradarbiavimo ir plétros organizacija)

PI — pedagoginis institutas

PUPM - pradinio ugdymo pedagogika ir metodika

RKL — rusy kalba ir literatiira

RMTI — Respublikinis mokytoju tobulinimosi institutas

SSRS — Soviety Socialistiniy Respubliky Sajunga

SPI — Siauliy pedagoginis institutas

SU - Siauliy universitetas

TEV — Tadeusas, Elmundas, Vytautas (leidyklos steig¢jai)

TIMSS — Third International Mathematics and Science Study (Treioji tarptauting
matematikos ir gamtos moksly studija)

TT — teorijos taikymas

UNESCO — United Nations Educational, Scientific and Cultural organization (Jung-
tiniy Tauty Svietimo, mokslo ir kultiiros organizacija)

VGTU — Vilniaus Gedimino technikos universitetas

VE — valstybinis egzaminas

VPU - Vilniaus pedagoginis universitetas

VU — Vilniaus universitetas

VVPI — Vilniaus valstybinis pedagoginis institutas

296



ASMENVARDZIY RODYKLE

A Bieksiené R. 270
Adamaras 7. (Hadamard) 119 Bilitinas J. 202, 251, 254, 256, 265, 267,
Adleris M. 293 268,269, 271, 172
Aidukaité A. 288 Birute 251
Algirdas 251 Bitinas B. 289
Alsiene V. 268 Bliznikas V. 265
Apolonijas Pergietis (Appolonios Boilis R. (Boyle) 146
Pergaios) 173 Bojajus J. (Bolyai) 172, 173
Archimedas (4drchimédes) 121, 173 Borodinas A. 293
Aristotelis (4ristotelés) 90, 117, 173 Brazitinien¢ E. 202, 250, 256
Ariva K. (4riva) 129, 293 Brudnas M. 224
Bruneris Dz. S. (Bruner) 185, 207, 239,
B 240, 293
Bacinskaité-Bugiené S. (Saloméja Neris) ~ DUgAJUs A. 293
234 Bulis Dz. (Boole) 117, 133
Bagdoniené 1. 267 Burbaki N. (Bourbaki) 130, 175, 180,
Bakstys A. 289 189, 289,293
Bakstys G. 289 Busilas A. 125, 277

Bitiené D. 220, 253, 256, 257
Biténiené Z. 251, 257
Butkiené A. 290

Balcytiené J. 289

Baléytis B. 250, 254, 263, 264, 289
Baleviciené D. 269

Baltasis J. 277

Balutis-Balevigius Z. 277 C

Banachas S. (Banach) 92 al Chajamas 170
Banionis J. 289 Chincinas A. 231, 295
Baranauskas A. 202, 252, 254, 265, 269,  al Chorezmis 170

271 Cibulskaité N. 148, 240, 275, 289, 290
Barauskiené R. 202, 253

Bartkevi¢iené R. 291 ¢

Becas R. E. L. (Beez) 58 Cebysovas P. 57
Bekonas, Beikonas F. (Bacon) 55 Cedavicien¢ D. 290
Beresnevicéiené D. 278 Cesnauskiené D. 290
Berniené J. 264, 270

Bertranas Z. L. F. (Bertrand) 57 D

Bibermanas M. (Beberman) 185, 289 Dabrisiené V. 265

297



Damaseviciené G. 277
Damijonaitis J. 277

Dambrauskas A.-Jakstas A. 201, 202
Daukilas S. 2, 23

Davydovas V. 180

Daveniené G. 264, 265, 270, 271
Dédekindas R. J. V. (Dedekind) 174
Dekartas R. (Descartes) 95, 290
Dirichlé G. J. (Dirichlet) 59
Djenesas Z. (Dienes) 184, 185, 290
Dobravolskaité D. 269

Donieliené 1. 291

Draksas A. 220, 269, 270

Drégiinas V. 138, 290

Drozd V. 291

Druskyté B. 278

Dumciuviené O. 290

Dzonsonas F. (Johnson) 157, 293

E
Ebinghauzas H. (Ebbinghaus) 246
Euklidas (Eukleides) 58, 59, 172, 173

F
Feleris V. (Feller) 186, 290
de Ferma P. (de Fermat) 55, 59

Fibonadis, Leonardas Pizietis
(Fibonacci, Leonardo Pisano) 170

Fiurstas M. (Fiirst) 290
Floivelas D. (Fleuvell) 294
Fresé M. R. (Fréchet) 186, 290

Froidentalis H. (Freudenthall) 194, 290,

294

G
Gaidiené J. 291

Galperinas P. 211, 293

298

Galveliené S. 202, 256, 257
Gausas K. F. (Gauss) 245
Gediminas 20, 276
Gedminiené R. 23

Gedvilaité Z. 290

Geniené D. 289

Gingulis E. (Gingulis) 293
Girzadiené D. 290

Goldbachas Ch. (Goldbach) 88
Grybiene G. 277

Griniené A. 202, 254, 256, 257
Grobliené V. 264

Guobuziene D. 202, 252, 254, 256

Gurnikiené F. 264, 265, 269
Gurstynovi¢ T. 277

H
Hariotas T. (Harriot) 268
Hauvas C. (Houv) 294
Hilbertas D. (Hilbert) 132, 175
van Hilis P. H. (Hiele) 186, 290
HofSteteriené L. 263, 290

|
Incitra K. 265, 269
IndrasSiené V. 290, 291
Intiené K. 270

J
JaroSevskis M. 295

Jatkoniené D. 265
Jocaité A. 269
Juodeikyté Z. 264

K
Kacevic¢iené R. 269



Kalinkiené R. 265, 269

Kalninis J. 292

Kantoras G. (Cantor) 174
Kapilioriené Z. 291

Kaplanas B. 294

Karas C. (Kar) 294

Karkaité L. 264

Karosiené J. 202, 220, 250, 254, 256
Kavaliauskaité N. 291
Kavaliauskiené D. 254
Kavolitnaité R. 269

Kiseliova D.19, 171, 263, 291, 292
Kiseliova O. 292

Kiseliovas A. 2, 19, 23, 171, 263, 288,
291, 292

Kisielitté E. 292
Klauzijus R. (Clausius) 197

Kleinas F. (Klein) 89, 174, 178, 179, 241,
294

Klimavicius K. 277

Knyviené J. 267

Koliaginas J. 294
Kolmogorovas A. 175, 270, 294

Komenskis J. A. (Komensky, Comenius)
211,229,292

Koncius 1. 93, 292

Sv. Kristoforas 22, 225, 250, 264, 272
Kruteckis V. 96, 294
Kubiliené G. 292

Kubilius J. 57

Kudriavcevas L. 95, 114, 294
Kumeris E. E. (Kummer) 59
Kupcitinas K. 292
Kuzaviniené D. 292
Kuzmarskiené A. 267, 277
Kuzmiené A. 265, 271, 272
Kvieskiené N. 254, 256, 257

L
Lame¢ G. (Lamé) 59
Landau E. G. H. (Landau) 57
Leibnicas G. V. (Leibnitz) 175
Leontjevas A. 180
Lezanas K. A. (Lesanne) 206, 294
Lezandras A. M. (Legendre) 59
Liuka F. E. A.(Lucas) 239
Liutkevi¢iené G. 250, 256, 257, 258
Lobacevskis N. 59, 172, 173, 174
Lomonosovas M. 201
Lukankinas G. 294

M
Maciulis-Maironis J. 201
Malisauskiené V. 292
Mariotas E. (Mariotte) 146
Markusevicius A. 294
Masiulyté D. 269
Masiotas J. 277
Masiotas P. 277
Matijosiene J. 264
Matiuchinas V. 170, 292
Matiukiené E. 264
Mikalauskiené A. 269, 270
Milis Dz. S. (Mill) 55
Minkuviené D. 292
Mockus V. 269, 270
Montvidiené J. 250, 254, 256, 258

N
Narkiinaité G. 202, 253, 256, 257
Navickiené A. 265
Navikiené B. 267, 271
Neperis Dz. (Napier) 171

299



(o) Rupeika Z. 59
Oganesjanas V. 294 Ruzinas N. 294
Oileris L. (Euler) 25, 55, 59, 141

S

P Sakalauskiené V. 277
Paliulioniené V. 265, 268, 269 Saninskis V. 294
Pestalocis J. H. (Pestallozzi) 177 Savickiené D. 269
Petrauskaité A. 2, 23 Secenovas 1. 233, 295
Pitagoras (Pythagoras) 113, 170, 208 Sereicikiené J. 251, 294
Pjazé Z. (Piaget) 180, 181,211,236,237, Si¢itiniené V. 265, 269, 270
293,294 Silvanavicius V. 270
Plikusas A. 267 Sirvydiené V. B. 264, 265

Poja D. (Polia) 94, 115, 150, 156, 161, Skliaustys V. 269, 270
186, 207, 243, 294 Skiipas A. 270

Polikevic¢ituté-Kirtikliené R. 202, 251 Sojeris V. (Sawyer) 155, 207, 294

Puasonas S. D. (Poisson) 171 Sokratas (Sokratés) 85, 137, 212
Puh-nOI-las K. 267 Spinoza B. (Spinoza) 94
Puzaité P. 277 Stakénas V. 270, 285

Stanaitiené D. 293

R Staneliené J. 250, 254, 256
Ragulskiené O 293 Stankus E 270
Ramanauskiené E. 293 Stankuviené R. 292
Rapaliené . 292 Stoliaras A. 128, 294
Ratautiene S. 202, 256 Strickiené M. 265, 275, 290
Razmas R. 269, 270 Strazdas V. 293
Rekordas R. (Record) 268 Suchomlinskis V. 226, 231, 294

Repjevas V. 294

Repsiené R. 77, 253, 257 g
Revuckas J. 123, 124, 288 Salniené D. 263, 290
Rymanas G. F. B. (Riemann) 174 Saltenis V. 267
Rimikiene R. 293 Sarkauskiené R. 264, 270
Roganovskis N. 294

. Satalovas V. 265
Rub%nst'elnas S. 134, 156, 234, 294 Senonas K. E. (Shannon) 197
Rudiené A. 293 Seskaité D. 290
Rumsas P. 138, 290

e Sileikien¢ R. D. 265, 269, 270
12{;1;n516ne R. 171, 202, 230, 253, 254, Sinkiinas J. 267

Sochoras-Trockis S. 112, 125, 206, 295

300



Soké G. (Choquet) 187, 295
Suléiené J. 265
Sutiené I. 202, 230, 253, 254, 256, 257

T
Teiloras R. (Taylor) 59
TeiSerskis J. 269
Teliakovskis S. 269
Tolstojus L. 197
Trinktnas J. 292

Tubelis J. 264
Tumas-Vaizgantas J. 264

V)
Urboniené S. 250, 254, 256
Usiené A. 277

Usinskis K. 78, 144, 148, 199, 212, 229,
230,293, 294

\"
Vaiciuliené A. 289
Vailesas A. (Wiles) 59
Vainauskiené R. 289
Vainbergas S. 87, 293
Vaitkevicius S. 234
Vaitkevicitte V. 22, 293
Vanagaitien¢ L. 293
Vanagiene¢ J. 267

Vasiliauskiené A. 265, 267, 268, 270,
271

Vejerstrasas K. T. V. (Weierstrass) 174
Venas Dz. (Venn) 25

Vensloviené L. 148, 230, 252, 253, 254
Verbickiené D. 252, 257

Verbickiené G. 202, 251, 254

Vienuolis-Zukauskas A. 22, 202, 225,
250, 256, 257, 264, 265, 267, 269, 272

Vietas F. (Viete) 113, 164
Vinogradovas 1. 89
Vitkus V. 269, 270

Volis J. (Wallis) 268

Z
Zenkeviciené M. 270
Zimnickiené R. 269

Y4
Zemaityté V. 265, 269, 270, 271, 272

Zemaitis J. 1, 2, 10, 20, 23, 188, 279,
287

Zilevi&iené V. 277
Zilviené R. 285

301



VIETOVARDZIY RODYKLE

A
Afrika 20
Alzyras 20
Anglija, Didzioji Britanija (England,
Great Britain) 59
Anyksciai 22, 202, 220, 225, 249, 250,
251,252, 254, 256, 258, 264, 265, 267,
268,269, 271,272, 286

Austrija (Osterreich)179

B
Baltija 276, 293

C
Ciurichas (Ziirich) 290

D
Degaiciai 249

E
Edinburgas (Edinburgh) 184
Erlangenas (Erlangen) 174
Estija (Eesti) 22
Europa 180, 223,276

G
Graikija (Ellada) 117, 151, 152

|
linojus ({llinois) 185
Irkutskas 273
Italija (/talia) 179

J
Japonija (Nippon) 256

302

JAV (USA) 59, 115, 185, 239
Jieznas 277
Juodupé 148, 202, 252, 253

K

Kaunas 148, 201, 265, 269, 270, 285,
288, 289, 293

Kavarskas 251, 254
Kédainiai 277

Kembridzas (Cambridge) 289
Kernavé 277

Kijevas 22,293

Klaipeda 22, 259, 264, 277, 288, 289,
290, 292, 293

L
Latvija 225, 286
Lauko Soda 249
Liepoja (Liepaja) 225
Lietuva 10, 21, 22, 23, 87, 105, 147,
148,171, 179, 188, 194, 203, 219, 223,
225,230, 249, 256, 259, 262, 263, 275,
276,277,279, 280, 284, 285, 286, 287,
288,293

Londonas (London) 290

M
Marijampolé 259
Maskva 184, 224, 275, 293, 294, 295
Ménulis 256
Merané (Meerane) 178, 179, 241
Mickunai 249
Minskas 294
Mitkaiciai 249
Mosédis 22, 220, 249, 253, 264, 269,
272



Murmanskas 148

N
Niujorkas (New York) 290

(0]
Obeliai 265

P
Panevézys 259
Peterburgas, Leningradas 294, 295
Pranciizija (France) 175, 179, 180

R
Rytai 279

Rokiskis 22, 77, 148, 171, 202, 225,
249, 252, 253, 256, 258, 264, 265, 272,
286, 288

Roma 179

Romuva 77, 171, 202, 252, 253, 256,
264

Rusija 21, 179, 180, 224, 275

S
Saulé 256, 257
Sirakiizai (Siracuza) 121

Skuodas 22, 220, 225, 249, 253, 264,
272

SSRS 11, 58, 180, 219
Stokholmas (Stockholm) 184
Stonitinai 249

S
Siauliai 19, 22, 23, 123, 159, 249, 264,
269, 270, 288, 289, 291, 293
Siaurés Amerika 223

Sirvintos 277

Sveicarija 148
Svencionys 249

T
Talinas (7allinn) 22, 293
Taskentas 148

Taurage 277

Tel$iai 249

Trosktinai 265, 269
Tuskulénai 23

U
Ubiské 249
Ukmergée 249, 259

Vv
Vakarai 276, 279
Vakary Europa 112, 179
VarSuva (Warszawa) 279
Vladivostokas 148
Vilkaviskis 234

Vilnius 20, 22, 225, 249, 250, 256, 257,
259, 264, 265, 267, 269, 270, 272, 277,
284, 288, 289, 290, 291, 292, 293

Vokietija (Deutschland) 21, 12, 178,
179, 241, 244

Z
Zemé 256
Zeneva (Genéve) 182, 294

303



Generolo Jono Zemaicio Lietuvos karo akademija

Algirdas AZubalis
LOGIKA IR MOKYKLINE MATEMATIKA
Monografija

Redagavo Eulialija Stankeviciené
Maketavo Dalia Zukaitiené

2008- . Tirazas  egz. Uzsakymas

Isleido Generolo Jono Zemaiéio Lietuvos karo akademija,
Silo g. SA, Vilnius LT-10322

Spausdino



